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1. Breve introduccion tedrica
Recordemos brevemente el formalismo de Hamilton-Jacobi. Es una trans-

formacién canénica cuya funcién generatriz es S(g, P,t) que lleva a un nuevo
Hamiltoniano K = 0, por consiguiente

=0 (1)

P <q7 as(q,PJ)) L 95, P t)

dq ot

Esta ecuacién en derivadas parciales se resuelve usualmente por el método de
separacion de variables. Como K = 0 los nuevos momentos o y nuevas coor-
denadas 3 son constantes. Finalmente se vuelve a las coordenadas y momentos
originales usando las ecuaciones de transformacion (tipo Fs en este ejemplo):

05(q, a,t)
dq

9S(q,a,t)

p= ) BZT) (2)

Vamos a explorar un problema que nos ayudara con el problema 3.

1.1. Particula libre

En este caso la ecuacién de H-J es:

98\ (95", (9S\’

Ox dy 0z
Vemos que todas las coordenadas y el tiempo son ciclicos. Usemos las separacién
en las coordenadas proponiendo:

1

2m

0S(q, P,t)

o (3)

S(q, Pt) = cupr + oy + a2z +€(t) = a-r +£(1) (4)
remplazando en obtenemos que:

1, 1

=50 = €)=y -a’ o)

donde a2 es el cuadrado del vector a = (a, oy, ;). Las constantes de separa-

cién «; son los momentos lineales conservados en cada direccién. En este caso
la energia £ = ﬁoﬂ, no se usa como constante de separacion. Dejamos al

alumne que termine de obtener la solucién de la particula libre en coordenadas
originales.



1.2. Particula de carga ¢ en campo E(¢) uniforme

En este caso la ecuacion de H-J es:

1 aszJr as2+ 8S\?
2m |\ Oz dy 0z
Vemos que ahora en general, ni las coordenadas ni el tiempo son ciclicos. Usa-
remos nuestra experiencia con la particula libre para proponer:

—qE(t)~r+%—t=0 (6)

S(r,a,t)=|a+q tE(t’)dt’ T+ E(t). (7)
(00 monr)

to
Lo que hemos hecho es usar nuestro conocimiento: el momento cuyo valor inicial
es o cambia con el tiempo en presencia de un campo E(t):

p(t)=a+ q/ E(t)dt') = o — qA(t)) con A(t) = _/ E()d!  (8)

tg tO

remplazando en (6), usando A(t) obtenemos que:

: 1 1
t) = —(a —qA(t))? t)=-— —qA(t))*dt
{0 =gale-aAn? = =5 [ (@-aaw)a o
donde o? es el cuadrado del vector o = (g, vy, ;). Las constantes de se-

paracién «; son los momentos lineales iniciales en cada direccién. La funcién
generatriz que es la funcién principal de Hamilton queda:

S(r,a,t) = (a + q/tE(t')dt’> T+ ﬁ /tt(oz —qA(t))%dt'.  (10)

to
Ahora vamos a usar ([10) para resolver el problema original. De la ecuacién
de momentos en :

p(t) = pllo) — gA(L 1) Alt,to) = — / () (11)

to

donde se evalué en ¢t = tg para obtener o = p(tp).
De la ecuacion de coordenadas en :

B=r— % /t (o — qA(t)dt (12)

donde se evalud en t = t; para obtener 8 = r(tg).
Finalmente la solucién en funcién de las condiciones iniciales es:

e =r(t0) + - [ ((0) = oA t0))at
p(t) = plto) — ¢A(t,1o)) (13)

At tg) = — /tE(t’)dt’

to



1.3. Electrén en campo laser E(t) = Ejcos(wt)2

Si la longitud de onda de un laser es grande con respecto a las dimensio-
nes atémicas se usa la aproximacién dipolar para el campo eléctrico E(t) =
Ej cos(wt)z. Si el ldser es intenso, al actuar sobre un dtomo dado, el electrén
con menor potencial de ionizacién es ionizado. Consideremos el caso en el cual
el electrén se libera del niucleo en el origen de coordenadas con velocidad inicial
nula. La evolucién no trivial se da en la direccién de polarizacién del 1dser (2).
Usando lo obtenido tenemos:

AL(t) = — /t By cos(ut' )i = —%(sin(wt) _ sin(wto))

de donde

2(t) = qwﬂ/ (sin(wt") — sin(wtg))dt’
R (14)

= 0 sin(wto) —

T (t—to)w { (wto)

(cos(wt) — cos(wtp)

wt — witg

nos interesa los casos en que el electrén vuelve al origen (recolisiona con el
ntcleo) en un t = t,., entonces z(¢,) = 0 por lo que necesitamos cumplir:

E(wt,) — E(wtp)

d :
— E(wt)|t, = —sin(wtp) = e

dwt

La solucién gréfica de esta ecuacién se obtiene cuando la recta tangente a F(wt)
en t = to intercepta F(wt) en algtin(os) t,, como se muestra en la figura.
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Figura 1: Método grdfico: se traza una tangente (verde) a F(t) en t = to. El instante en
el que se cruza con F(t) define el (primer) tiempo de recolisién t1. Dependiendo
del valor de tg, puede ocurrir mds de una recolision. En el ejemplo dado, hay
dos intersecciones adicionales en t = ta y t = tz. Observe que, en el ejemplo, el
valor de to estd justo después de un mdzimo de —E(t), de modo que t1 estd muy
cerca de (pero no es idéntico) 3w /2.



Este caso sirve para entender los experimentos de generacion radiacién de al-
tos arménicos cuando se aplica un ldser infrarojo sobre gases nobles (frecuencias
de radiacién emitidas wy = Nw, N ~ 10% — 103). El modelo usado se denomina
de tres pasos (simple-man model) consiste en plantear que un electrén escapa
del nicleo por efecto tinel inicialmente con velocidades cercanas a cero cuando
el campo estd cerca al maximo, luego el electrén evoluciona basicamente en el
campo del laser, finalmente la mitad de los electrones vuelven a las cercanias del
nucleo. Se puede calcular que hay algunos que vuelven con una maxima energia
de 3,1 Up. La energia ponderomotriz U, es la energia media adquirida por el
electrén en el campo del laser. Finalmente se pueden producir varios fenémenos,
todos ellos medidos y observados experimentalmente:

1. Que el electrén que vuelve, interactda con el nicleo y pierde su energia en
forma de radiacién emitiendo fotones con frecuencia Nw, con N grande,
proceso llamado HHG (High Harmonic Generation). El modelo se valida
pues de usarse laser circularmente polarizado, el proceso de HHG decae
exponencialmente, en contraste con el suave comportamiento (plateau)
medido con la polarizacién lineal. También, el plateau se centra en energias
alrededor de valor predicho.

2. Puede ser que al volver el electrén choque de frente con el nicleo y se
produzca la retro dispersién eldstica (backscattering) proceso en el cual el
electrén se ioniza con altas energias del orden de 10 U,, (high-order above
trheshold ionization HATI).

3. Podria también suceder que el electréon que vuelve interactia con otro
electrén del a&tomo y le trasmita energia suficiente para ionizarlo, quedando
dos electrones ionizados, proceso denominado doble ionizacién secuencial.
También observado experimentalmente.
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Figura 2: Esquema grdfico del modelo de tres pasos. La evolucién temporal de un campo
laser polarizado linealmente E(t) estd representada por la linea roja de trazos
largos, el potencial combinado de dtomo + campo ldser , se representa en negro,
mientras que el electrén y su velocidad estdn en azul



Estos descubrimientos han abierto la puerta a la llamada fisica del atose-
gundo (107!%s), que permitird seguir y manipular la dindmica del electrén,
a diferencia de la fisica del femtosegundo (107'%s) por la cual se otorgé el
premio Nobel de 1999 al profesor de Caltech Ahmed H. Zewail, que permite
seguir y manipular la dindmica del d4tomo en las reacciones quimicas. El pre-
mio Nobel de 2018 fue para los que permitieron obtener pulsos laser de dura-
cién femtosegundo, que son usados para generar los actuales pulsos ldser de
duracién del orden de atosegundos (el tiempo caracteristico del electrén en
el dtomo es de este orden). Les dejo la referencia a los interesados https:
//iopscience.iop.org/article/10.1088/1361-6455/aad150/pdf!

1.4. Caso cuantico: ¥(r,t) = exp(iS/h)

Es interesante ver que ¥(r,t) = exp(iS/h), con la accién S obtenida de la
ecuacion de Hamilton-Jacobi, resuelve en forma exacta el problema cuantico de
un electrén en un campo eléctrico uniforme dependiente del tiempo. Para ello
basta con reemplazar en la ecuacién de Schodinger dependiente del tiempo:

2 r
<—;nv2 —qE(t) - r) U(r,t) = —mw

procediendo con cuidado:

V (exp(iS/h)) = %VS exp(iS/h)

V2 exp(iS/h) = V (;;LVSeXp(iS/h)) _ (%)VQSexp(iS/h)+(%)2VS-VSexp(iS/h)

o¥(r,t) 05 .
ZE\V _ZY B
10— 9% oxp(is /1)
si S fuera lineal en la coordenada entonces se anularfa su Laplaciano, V2S = 0,
por lo que reemplazando en la ecuaciéon de Schodinger y cancelando las fases

comunes obtenemos
1 oS
—VS.-VS—q¢E({) r+—=0
2m GE(t) T+ ot
por lo que S satisface la ecuacién de Hamilton Jacobi ya resuelta. La solucién
es lineal en la coordenada, por lo que la solucién exacta del problema cuantico
es:

U(r,t) = exp{% [(a taqf) E(t’)dt’) Tt ok [ (- qA(t'))Zdt'} }
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