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1. Introduccion breve a la transformacion a va-
riables de angulo-accién varios GL

La transformacién es posible si H es constante y ademas la ecuacion de
Hamilton Jacobi es separable. La funcién generatriz que lleva a coordenadas
ciclicas es la funcién caracteristica de Hamilton W (g;, «;). La transformacién
de angulo accién se da usando como nuevos momentos a las variables de accion:
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en lugar de las constante de separacién «;. Para calcular las J; es importan-
te dibujar los diagramas de fase correspondientes al problema (utilizando las
magnitudes conservadas). La funcién generatriz del caso separable se expresa,

W({ar}, {J}) = Z Wi(gi, {Jx})
el nuevo Hamiltoniano K = E:
K({) = H{ G ) () 2)

Por lo que las ecuaciones de Hamilton en las nuevas coordenadas (variables de
angulo 6;) y nuevos momentos (variables de accién J;) son:
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Para poder resolver el problema original se debe relacionar 6; con g;. Esto
se hace con la generatriz de la transformacién que si es del tipo Fy vale:
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Hay que tomar en cuenta que aunque separable en coordenadas g;, en principio
puede haber dependencias cruzadas con Ji en las expresiones de los W;.



1.1. Problema 6, Angulo-Accién

Este problema se ha hecho usando muchos métodos. Ahora usaremos Angulo-
Accidn, y aprovecharemos el planteo de Hamilton-Jacobi.
El Hamiltoniano es:
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1.1.1. Variables de accién y frecuencias

Para calcular las variables de accién usaremos los diagramas de fase.
Calculo de J,

Como g¢- es ciclica, py es constante en el tiempo, su diagrama de fases son
lineas de ps constante, que cortamos (arbitrariamente) en ¢o = 27, con lo que
tenemos:
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Calculo de J;
Para calcular J; reescribimos el Hamiltoniano:
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Por lo que las curvas en el espacio de fases son elipses centradas en {q; =

a1/k, p1 = 0}. El drea encerrada (mwab) sélo depende de los semiejes a y b, en

este caso: 1 1 >
m
=5 j{pl n=5m o, b =~ (9)
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Por lo que tenemos:
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de esta ecuacién obtenemos las frecuencias de las variables de dangulo

by OEG) _ k o, = OECH)
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=0 (11)
Usando las ecuaciones de Hamilton en Angulo—Accién tenemos:
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1.1.2. Variables de angulo

Para relacionar las variables de angulo con las coordenadas necesitamos la
funcién generatriz W. Como en este caso la ecuacién de H-J es separable en
el tiempo proponemos S = W — a;t, reemplazando en la ecuacién de H-J, la
funcién caracteristica de Hamilton W satisface
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Como siempre en caso de coordenada ciclica la separacion es
W =Wi(q1, @) + a2qe (14)

por lo que la ecuacién que define W7 queda

q1
Wilqr, a1, 00) = / \/2ma1 — (g — kq})?deqy (15)
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generatriz de la transformacién de variables de Angulo-Accién:

reemplazamos las constantes a; = y az = Jy obteniendo para la funcién

q1
Wiqi,q2,J1,J2) = / \/Qk‘Jl — (J2 — kq})?dgy + Jago (16)

Como es usual no integramos, pues a veces es mas conveniente realizar las de-
rivadas en el integrando, pues esta integral es mas sencilla. Usamos ahora las
ecuaciones de transformacién que definen las 6;:

oW J2 — kq
1 aJI = 1 arc cos < 2kJ1 ) ( 7)
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92 —_ = 02 = (g2 — 7\/2]6:]1 - (JQ - k(J1)2 (18)
dJo k

donde se us6 una tabla de integrales o las expresiones del apunte de Maxi.
Se les deja la tarea de identificar las constantes y escribir la expresién explici-
ta para las coordenadas originales en funcién del tiempo.
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