Primer parcial de Mecénica Clasica (A). Segundo cuatrimestre de 2022.

Entregd cada ejercicio en hojas separadas y justificd todas tus respuestas. Para aprobar es necesario tener
el 60 % del examen resuelto correctamente y al menos la mitad de cada problema bien planteado.

Problema 1. Una particula de masa m se mueve sin friccion dentro de una semiesfera de radio R. La particula estd
unida a un resorte de constante eldstica k y longitud natural nula que pasa por un orificio en el punto mas bajo de
la semiesfera y tiene su otro extremo fijo a un bloque de masa M que sélo se mueve verticalmente. El fragmento de
resorte dentro de la esfera se mantiene siempre en contacto con la misma, como se ve en la figura. Hay gravedad.

(a) Indicd cudntos grados de libertad tiene el problema. Elegi coordenadas generalizadas y escribi el lagrangiano.

(b) Obtené las ecuaciones de movimiento del sistema. Sabiendo que 7R/2 < Mg/k, indicd para qué rango de
valores de la distancia del bloque al orificio es posible que el mismo se mantenga en reposo. ;Qué sucede con
la particula si el bloque se encuentra en esta situacion?

(c) Sila particula se mueve en un circulo y manteniendo fijo un dngulo de 45° con la vertical; halld, en funcién de
datos, el periodo de dicho movimiento y la distancia a la cual reposa el bloque por debajo del orificio.
Problema 2. En presencia de un campo eléctrico uniforme, pero no constante, dado por E = f@éz (B y 7
pardmetros positivos); una particula de masa m y carga ¢ se mueve en la direccién é,. Se sabe que la particula parte
del origen a t = 0 y, transcurrido un tiempo 7, vuelve a pasar por alli.

(a) Escribi el lagrangiano del sistema y mostrd que las ecuaciones de movimiento quedan invariantes ante tras-
laciones y transformaciones de galileo infinitesimales. Usando el teorema de Noether, obtené las cantidades
conservadas asociadas a dichas simetrfas. A partir de las mismas y en funcién de datos, obtené la solucién z(t).

(b) De la familia de funciones z(t) = at® + bt + ¢, encontra la que mejor aproxima a la solucién del problema segiin
el principio de Hamilton. Compara con lo obtenido en el inciso anterior. ;Qué concluis? ;Era esperable?

Problema 3. Considerd un campo de fuerzas con simetria cilindrica, cuya energia potencial viene dada por la
expresion V(r) = Bln (r/rg); donde r es la distancia al eje de simetrfa mientras que 8 y ro son constantes positivas.

(a) Elegi un sistema de coordenadas generalizadas y escribi el lagrangiano para una particula de masa m que
se mueve inmersa en dicho campo. Halld, mirando dinicamente el aspecto del lagrangiano, tres cantidades
conservadas. Si, tres. Mostra que un potencial de esta indole no admite érbitas no ligadas.

(b) Como corolario de lo anterior y sin nuevas cuentas, explicd por qué las érbitas donde la distancia al eje se
mantiene fija son posibles. ;Qué aspecto tienen? Para ellas, halld la relacién entre el periodo angular y la
distancia al eje. Con esa relacién en mente: ;podria esta interaccion ser de naturaleza puramente gravitatoria?

(¢) Hall4 el perfodo de las oscilaciones radiales para dérbitas que difieren ligeramente de las estudiadas en el inciso
anterior. Mostra que es imposible que este tipo de érbitas se cierren. Nota: para esto ultimo, considerd que la
velocidad angular es constante y toma el valor de la correspondiente orbita de radio fijo.

Problema 4. Dos particulas de masa m se mueven sin friccién engarzadas en un aro de radio R. Las particulas
estdn unidas por un resorte de constante eldstica desconocida y longitud natural ¢y = 27 R/3, el cual también estd
engarzado al aro, como se ve en la figura. Hay gravedad y se observa que el sistema queda en equilibrio estable
cuando la posicion de cada particula, respecto del centro del aro, forma un dngulo de 30° con la vertical.

(a) Usé la informacién del equilibrio para averiguar el valor de la constante eldstica del resorte y escribi el lagran-
giano del sistema en la aproximaciéon de pequenas oscilaciones en torno a dicho equilibrio.

(b) Encontrd las frecuencias de los modos normales y sus respectivos vectores de amplitudes relativas. Esquematiza
el movimiento de cada modo, indicando claramente cudl es el de alta frecuencia y cuél el de baja frecuencia.
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(a) Problema 1 (b) Problema 4

Nota 1: en caso de no ser un aguafiestas, podés tomar el texto de esta hoja y hacer las transformaciones
particula — chihuahua y bloque — pingtino; obteniendo asi un examen 6rdenes de magnitud més apasionante.
Nota 2: un pingiiino no es un meme.




