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Simetrias

Entendemos por simetria a una transformaciéon que produce un invariante. La
invariancia significa que, luego de aplicada la transformacién a una configuracién, con
todas sus caracteristicas, la configuracién inicial y la final (resultante de dicha
transformacién) son indistinguibles.

En principio, este invariante estd asociado a caracteristicas geométricas. Sin
embargo, podria estar asociada a alguna magnitud fisica.

Simetrias discretas

Tomemos como primer ejemplo las simetrias discretas como es el caso de un
cuadrado. A un cuadrado podemos girarlo 45° en sentido anti-horario, es decir, aplicarle
una transformacion (figura 1). En este caso se ve que la figura resultante tiene
caracteristicas distinguibles de la original. Si al mismo cuadrado, en cambio, lo girdramos
90° (figura 2), al aplicar la transformacioén la figura resultante seria indistinguible de la
original. En este caso decimos que el cuadrado presenta una simetria discreta de rotacion
al aplicarle giros de 90°.
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Ahora bien, si en lugar de tratarse de un cuadrado, fuese un hexagono regular,
dirilamos que presenta una simetria discreta frente a rotaciones de 60° y no de 90°. Si
acaso se tratara de un circulo, inmediatamente verificariamos que esta figura se
mantendria indistinguible o invariante frente a cualquier rotacién pura
independientemente de la magnitud del angulo de giro vy, por lo tanto, estariamos en
presencia de una simetria de rotacién continua.
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Simetrias continuas

En fisica nos vamos a interesar mas bien en simetrias continuas, vinculadas no
solo a caracteristicas geométricas sino justamente a magnitudes fisicas. Por ser
continuas, estdn asociadas a transformaciones infinitesimales de las coordenadas
generalizadas  (transformaciones infinitesimales espaciales) y del tiempo
(transformaciones infinitesimales temporales). Para que esto tenga sentido,
consideramos a las coordenadas generalizadas y al tiempo como independientes, es decir
gue cuando variamos alguna coordenada generalizada, el tiempo debe permanecer
constante y viceversa. Esto significa que no consideramos la dependencia de las
coordenadas como funcién del tiempo, pero si a la aparicién explicita del tiempo en
alguna caracteristica de la configuracion (por ejemplo, en una ecuacién de vinculo donde
@ =wt, en cuyo caso tenemos una ecuacion de vinculo dependiente del tiempo y por lo
tanto @ ya no es una coordenada generalizada y no la podemos considerar para una
transformacién espacial). Por lo tanto, aunque podriamos considerar transformaciones
infinitesimales en las que tomemos los dos tipos de variaciones simultdneamente
(siempre considerando las coordenadas y el tiempo como independientes) aqui
tomaremos variaciones infinitesimales espaciales vy variaciones infinitesimales
temporales, en forma separada.

Supongamos la configuracion de la figura 3. La varilla vertical tiene engarzada a
otra horizontal que en el extremo tiene, a su vez, una masa m. Las varillas tienen masa
despreciable. La varilla horizontal se puede mover libremente en direccion vertical (segun
z) y rotar segun @. Para describir la posicion de la masa, utilizamos un sistema de
referencia inercial y un sistema de coordenadas cilindricas con origen en 0. La masa parte
inicialmente de la posicion (L; @o; zo). Vamos a analizar la configuracion en distintas
condiciones:

Figura 3

1) Sistema con g=0 (sin gravedad). Efectuamos una transformacién de traslacién
infinitesimal a lo largo del gje z.
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2) Sistema con g=0 (sin gravedad). Efectuamos una trasformacién de rotacion
infinitesimal alrededor del eje z.
3) Sistema con g#0 en direccién del eje z. Efectuamos las mismas transformaciones
de los puntos 1) y 2), respectivamente.
4) Sistema con g#0 en perpendicular a z. Efectuamos una trasformacién de rotacion
infinitesimal alrededor del eje z.
5) Sistema con g#z0 en perpendicular a z. Efectuamos ahora una transformacion
temporal infinitesimal.
6) Idem 5) pero con el sistema girando a w=constante alrededor del eje z.

1) En este caso el sistema se traslada hacia abajo hasta la posicion (L; @1; z1),
donde @1=@o ya que se trata de una traslacion pura. Notar que no hay ninguna fuerza
en la direccion de la traslacion.

® (L; Po: zo)
dZ
® | (Ldi:=n)

La situacién 1 es indistinguible tanto geométrica como fisicamente de la situacion
0. Como el sistema se mantuvo invariante luego de trasladarse, decimos que la
configuracién tiene simetria de traslacion y que, en la direccion z, el espacio es
homogéneo.

2) En este caso, la Unica fuerza que actuaria sobre m es la tension S en la
barra, la cual actla en sentido hacia el origen de coordenadas (fuerza central). Esta es
siempre perpendicular a la trayectoria de la masa y es la que determina el movimiento
circular. No hay ninguna fuerza que haga subir ni bajar la varilla ni que tienda a frenar
la rotacion. La transformacién de rotacién se efectla hasta que la masa se encuentra
en (L; @2; z2), donde Z,=7o.
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(L @2; z2)

Andlogamente al caso anterior, la situacidn 2 es indistinguible de la situacion O, la
configuracién se mantuvo invariante luego de la rotacion y, por lo tanto, decimos que
tiene simetria de rotacion. También que, con relacion a la rotacion alrededor del eje z,
el espacio es isotropo.

3) En este caso, la masa se encuentra sometida a una fuerza = mgy por lo
tanto se aceleraria en direccion de g.
(L @o; zo)
F=mg
d/
@' (Ld:;zn)
F=mg

Si analizamos la energia potencial vemos que se calcula como Ep= mgz, de manera
que en el punto O vale Eg= mgzo y en el punto 1, Ep1= mgzi. Vemos que cambid la
energia potencial como producto de la traslacién y por este hecho la situacién 1 es
distinguible de la 0.

Sin embargo, si en este caso la masa rotara hacia la posicion 2, la energia potencial
en 2 seria Epp= mgzo = mgzo= Epo ya que Z;=Zo. Concluimos que la simetria de rotacién se
mantiene cuando g es paralela al eje de rotacion.

Vemos con este ejemplo que la presencia de una fuerza aplicada en direccion de la
traslacion se vincula a una propiedad del espacio (la no homogeneidad de este) y tiene
la propiedad de romper con la simetria de translacion.

4) En este caso, la fuerza de gravedad no es en sentido de la traslacién sino
perpendicular a esta.
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La masa parte de (L; @o; z0) que, en este caso, es la posicion de menor potencial
(andlogo a un péndulo). En direccién del eje z no existe ninguna fuerza (es decir, hay
simetria de traslacidn segln z). Ahora rotamos el sistema hasta la posicion (L; @2 ; z2). Al
rotar, la masa deberd vencer la fuerza de gravedad, por lo que variard la energia
potencial. Vemos que Epo= -mg cos @o # -mgcos@,=Eps, (Bo# B2).

Concluimos que la situacion 2 es distinguible de la 1y que la fuerza=mg rompe, en
este caso, con la simetria de rotacion. Se dice que el espacio no es isdétropo con respecto
a la rotacién infinitesimal alrededor del eje z.

5) En este caso efectuamos una transformacion temporal infinitesimal.
Consideramos que el tiempo vy las coordenadas generalizadas (z; @) son
independientes, por lo que estas Ultimas quedan fijas al efectuar la transformacion.
Como la transformacién realizada no produce ningun cambio, decimos que la
configuracién tiene simetria temporal y que el tiempo es homogéneo ¢ Qué significara,
entonces, la isotropia del tiempo?

. {L; 'Ej:u Z:-]I
g
—_—
6) En este caso el sistema gira a velocidad constante, de manera que la coordenada

@= wt. Aparece una fuerza de contacto Fc que representa la accidon que la barra ejerce sobre
la masa para mantenerla a velocidad constante. La energia potencial, al igual que el caso
anterior vale Ep= -mg cos @, es decir que depende del angulo @. Pero como @= wt, se
deduce que Ep=-mg cos (wt).
Podemos pensar, entonces, el cambio de posicion de 0 a 2 como el producto de una
transformacién temporal infinitesimal. Al aplicarle al sistema esta transformacion se deduce
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que el potencial varia, de manera que el sistema no resulta invariante ante transformaciones
temporales infinitesimales. Decimos, en este caso, que el tiempo es no homogéneo.
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Para pensar: ¢{Qué tipo de simetrias estan presentes en las siguientes
configuraciones?
a) Una masa colgada de un resorte cuyo origen estd ligado al vértice de un cono.

b) Una masa se puede mover libremente sobre la superficie de un cascardn
esférico.




