Mecénica Clésica — ler. cuatrimestre de 2023
Guia 1: Formulacion lagrangiana.

1. Para los casos siguientes, jcudntos grados de libertad de configuracién tiene cada sis-
tema? Proponga conjuntos adecuados de coordenadas generalizadas.

a) m; y m; se mueven en el plano de la mesa
b) Idem, pero la mesa rota con w constante.

m m ¢) m; y m; se hallan dentro de un tubo.

LSV Si q1 y g2 se miden a partir del centro de masa,

(son coordenadas apropiadas?

m oMy d) Las dos masas se hallan unidas por una barra rigida.
|:| Analice los casos en que las masas
k l k .
pueden moverse horizontalmente o en el plano.
P
L %)

e) Analice los casos P fijo y P mévil.

f) Una masa enhebrada en un alambre eliptico.

g) Una médquina de Atwood. Analice los casos

en que la cuerda desliza y no desliza sobre la rueda.

2. Dos particulas estdn unidas por una barra sin masa de longitud 1. La particula 1 estd
restringida a moverse sobre el eje y. La barra puede girar en el plano de la figura. Aqui
hay una m

a) Dar la posicién de cada particula en funcién de las coordenadas generalizadasy y ¢.
b) Escribir el lagrangiano y las ecuaciones de [Euler}Lagrange (E-L).
c) Hallar constantes de movimiento. ;A qué propiedades del sistema estan asociadas?
d) Reducir el problema a un problema unidimensional equivalente.

e) Si la velocidad del centro de masa en la direccién y es nula, demostrar que la
particula 2 describe un arco de elipse. Ayuda: use las constantes de movimiento.


http://materias.df.uba.ar/mca2023c1/files/2023/02/pendulo_con_soporte_movil_2019.gif
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/c/c2/De-Euler.ogg
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3. Considerar el péndulo doble. La figura indica dos posibles conjuntos de coordenadas
generalizadas. Resolver los dos primeros items para cada conjunto. En el dltimo item,
usar el que resulte mas conveniente. Elegir los ejes de modo que g = gx. Aqui hay una

animacio

a) Escribir la posicion de cada particula en términos de las coordenadas generalizadas.
b) Escribir el lagrangiano y las ecuaciones de E-L.

c) En este problema, E se conserva. Si g = 0, hay otra cantidad conservada. ;Cudl
es? ;Con qué propiedad del sistema estd relacionada? Usando estas dos conserva-
ciones, reducir el problema a un problema unidimensional equivalente. Ayuda: si
tiene una cuadratica

f(x) = TJax* + bx + ¢, (1)
entonces
f/(x)z bz
= - . 2
f(x) a 7a +c (2)

Parte no menor de la ayuda es el dato de que esto es una ayuda.

4. Dos particulas, de masas m; y m,, estdn unidas por una barra sin masa de longitud 1;
m; se mueve sOlo sobre el eje x y m, sé6lo sobre el eje y. Aqui hay una [animacion|

m

E

DA 9

X

a) Escribir el lagrangiano y la ecuacion de E-L para «.
b) Hallar la tensién F en la barra como funcién de o y «.

c) Para valores de o < 1, ;cudl es el periodo del movimiento?

5. Dos particulas, de masas m; y m,, estdn unidas por un hilo de longitud L, como indica
la figura de la pagina siguiente. La particula m; se mueve en el plano horizontal, y m,
solo verticalmente. Aqui hay una En t = 0, m; se encuentra a una distancia
1o < L del orificio y se le aplica una velocidad v, perpendicular al hilo.


http://materias.df.uba.ar/mca2023c1/files/2023/03/pendulo_dramatico.mp4
http://materias.df.uba.ar/mca2023c1/files/2023/02/masas_cruzadas_2019.gif
http://materias.df.uba.ar/mca2023c1/files/2023/03/problema_masas_unidas_540_inverted_desat_GS_16cp_opt.gif
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a) Escribir el lagrangiano y las ecuaciones de E-L y hallar sus integrales primeras en
términos de las condiciones iniciales.

b) Hallar la tensién del hilo en funcién de r.

c) Repetir a) pero ahora la particula m, puede moverse en las dos direcciones del
plano xz. Inicialmente el hilo forma un dngulo &, con al vertical y & = 0.

Vo

o] -\

6. Una particula se mueve en el plano z = 0 bajo la accién de un potencial central V(r).

a) Escribir el lagrangiano usando las coordenadas r y ¢.
b) Usando la conservaciéon del momento angular, eliminar ¢ en términos de r.

c) A partir del resultado anterior y de la conservacién de la energia, escribir un
problema unidimensional equivalente para la coordenada r en la forma de una
ecuacién de conservacion.

d) A partir de esta ley de conservacion, deducir por analogia cudl es el lagrangiano
efectivo para r.

e) (Qué resultado se obtiene si en el lagrangiano original se reemplaza ¢ en términos
de r usando la conservacién del momento angular? ;Es este un procedimiento
vélido para obtener el lagrangiano efectivo para r?

7. Swinging Atwood Machine. Dos particulas, de masas m; y m;, estdn unidas por una
cuerda sin masa suspendida de dos poleas de radio despreciable. La particula de la
izquierda se mueve sélo verticalmente. La particula de la derecha puede moverse en

todo el plano. Aqui hay una de una orbita periddica.

——

my m;

a) Escribir el lagrangiano y encontrar las ecuaciones de E-L para p y .

b) Si m; = my, suponer que la particula de la izquierda esta inicialmente en reposo,
mientras que la particula de la derecha realiza oscilaciones de amplitud € < 1.
(Cuéanto vale, en promedio, la aceleraciéon inicial de la particula de la izquierda
(promediada durante unos pocos periodos)? ;En qué sentido se mueve?


http://materias.df.uba.ar/mca2023c1/files/2023/02/sam_periodico_255cp_opt.gif
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8. Una particula de masa m se mueve en un aro vertical de radio a, masa M y momento de
inercia I respecto a cualquiera de sus didmetros. El aro puede rotar alrededor del eje z.
El centro del aro estd fijo. Aqui hay una |animaci6

z

a) Elegir coordenadas generalizadas, escribir el lagrangiano y las ecuaciones de E-L.
b) ¢(Se conserva la energia? ;Se conserva la funcién h? ;Es h igual a la energia?
c) Reducir el problema a un problema unidimensional equivalente.

d) Si en lugar de girar libremente, el aro rota con velocidad angular w constante, es-
cribir el lagrangiano y las ecuaciones de E-L. ;Se conserva la energia? ;Se conserva
la funcién h? ;Es higual a la energfa?

e) Si el aro no tiene masa ni momento de inercia, jcudntos grados de libertad de
configuracion tiene el sistema? Escribir el lagrangiano y las ecuaciones de E-L.

9. Dos barras forman una T rigida. Un extremo de la primera barra esta fijo al origen y
todo el conjunto rota en el plano de la figura con velocidad angular constante w. Una
particula de masa m se desliza a lo largo de la segunda barra. La particula estd unida
al punto de interseccién de las barras mediante un resorte de constante k y longitud
natural cero. Encontrar y resolver la ecuacién de E-L para s(t), donde s se mide sobre la
segunda barra a partir del punto de interseccion. ;Se conserva la energia? ;Se conserva
la funcién h? Existe un valor especial de w; ;cudl es y por qué es especial?

Problema 9. Problema 10.

10. En el péndulo de la figura, la particula de masa m puede desplazarse a lo largo de una
barra muy larga perpendicular a la barra principal del péndulo (m puede pasar a través
de M). Las coordenadas generalizadas son ¢ y s. Encontrar las ecuaciones de E-L.


http://materias.df.uba.ar/mca2023c1/files/2023/02/particula_en_un_aro_retimed.gif

Guia 1 5

11. Dos particulas se mueven sobre el eje z unidas por un resorte de longitud natural
cero y constante eldstica k. Hay gravedad. Escribir el lagrangiano y las ecuaciones
de E-L eligiendo como una de las coordenadas generalizadas la posicion relativa entre
las particulas, Z = z, — z;. Encontrar una ecuacién de movimiento independiente para
Z. ;Cuadl es el rol de g en esta ecuacién? Interpretar. ;Cudl serfa la generalizacién de
este resultado? z

12. Un péndulo esférico consiste en una particula de masa m unida al origen por una barra
de longitud a. Hay gravedad, g = —gz, con g > 0. Aqui hay una [animacién]

a) Escribir el lagrangiano y las ecuaciones de E-L.

b) A partir de las cantidades conservadas, encontrar un problema unidimensional
equivalente para la coordenada 6. Demostrar que siempre existe, para el problema
unidimensional, un punto de equilibrio estable con 0 = 0, > /2.

¢) En funcién del angulo 6, encontrar la frecuencia angular w de las oscilaciones
alrededor del movimiento estacionario del item anterior. ;Cudl es la relacién entre
las frecuencias w y ¢? Analizar los casos limite 6o — 7t/2y 6o — 7.

13. Una particula de masa m se mueve sobre una superficie de revolucién definida por la

ecuacion z = f(p). Hay gravedad, g = —gz, con g > 0. Aqui hay una de una
Orbita periédica sobre un cono.

K

X

z

i

a) Escribir el lagrangiano y las ecuaciones de E-L.
b) Encontrar un problema unidimensional equivalente para la coordenada p.

¢) ¢Bajo qué condiciones puede haber 6rbitas circulares con p constante? ;Bajo qué
condiciones ese movimiento es estable?

d) Encontrar la frecuencia de las pequefias oscilaciones alrededor del movimiento
estacionario.

e) Estudiar en particular los casos f(p) = —A/p™ y f(p) = Ap™, con n,A > 0.


http://materias.df.uba.ar/mca2023c1/files/2023/03/pendulo_3D_vd_UC_shotcut.mp4
http://materias.df.uba.ar/mca2023c1/files/2023/03/particula_en_un_cono_2017.gif
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14. Una barra de masa m y momento de inercia I respecto a su centro de masa rueda sin
deslizar sobre un circulo fijo de radio a. Hay gravedad. Cuando la barra estd en la
posicién que muestra la figura de la izquierda, su centro estd justo en el punto maés alto
del circulo. Elegir coordenadas generalizadas, escribir el lagrangiano y las ecuaciones
de E-L. Recordar que la energia cinética puede escribirse como T = $mv? +11Q?, donde
v es la velocidad del centro de masa y Q es la velocidad angular de la barra. Asumir
que la barra es lo suficientemente larga para que sus extremos nunca entren en contacto
con el circulo. Aqui hay una

15. Una particula libre de masa m se mueve en el plano xy. Escribir el lagrangiano y las
ecuaciones de E-L si se usan como coordenadas generalizadas cada uno de los siguientes
conjuntos (mostrados en la figura):

a) Las coordenadas p y ¢ asociadas a ejes cartesianos fijos al origen y que no rotan.

b) Las coordenadas polares p; y @; asociadas al sistema de ejes x; e y;, cuyo origen
coincide con el del sistema xy pero que rota con velocidad angular constante Q.

c) Las coordenadas polares p, y ¢, asociadas al sistema de ejes x, e y,, paralelos a x
e Y, respectivamente, y cuyo origen se desplaza con velocidad angular constante w
sobre un circulo de radio a centrado en el origen del sistema xy.

d) Las coordenadas polares p3 y @3 asociadas al sistema de ejes x3 e yz cuyo origen
coincide con el origen del sistema x,, pero cuya orientacion rota con velocidad an-
gular constante (). Este es el caso mds complicado: antes de escribir las ecuaciones
de E-L, vea si el lagrangiano no contiene la derivada total respecto del tiempo de
una funcién de las coordenadas y del tiempo. Esta derivada puede suprimirse sin
afectar las ecuaciones de E-L, pero simplificando muchisimo su célculo.

Y Y Y1 P1 Y2 2

©1 X1



http://materias.df.uba.ar/mca2023c1/files/2023/02/barra-en-un-aro.gif
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16.

17.

18.

Demostrar que dos lagrangianos L y L* generan exactamente las mismas ecuaciones
de movimiento si y sélo si difieren en una derivada total respecto del tiempo de una
funcién de las coordenadas y del tiempo.

Encontrar las ecuaciones de E-L para los lagrangianos

=5 (@1 +d2) — 5 (a1 +q2), = 4142 — w41 qa. (3)
Demostrar, sin embargo, que estos lagrangianos no difieren en una derivada total. ;Es
un contraejemplo del problema anterior?
Dados los siguientes lagrangianos

g zqz_w_4q4
4 )

. 1 . w
L1(q,q)=1—2q4+7q

L.(q,q) = 2?q arctan(%) — log(q2 + qz) ,

mostrar que las soluciones de la ecuaciones de E-L son las mismas que las del la-
grangiano de un oscilador arménico. Mostrar, sin embargo, que ni L; ni L, difieren
del lagrangiano de un oscilador armoénico en una derivada total de una funcién de q y t.
¢Es un contraejemplo del problema

19.* Una barra de longitud a tiene un extremo fijo al origen, alrededor del cual puede pivotar

sin restricciones. En el otro extremo de la barra se fijan por sus centros un par de barras,
perpendiculares entre si y a la primera barra. Las barras que forman la cruz tienen
longitud 2b. En los extremos de la cruz hay cuatro particulas de masa m. Hay gravedad.

Aqui hay una janimaci6

a) Elegir coordenadas generalizadas y escribir la posicién de cada particula. Ayuda:
piense en el sistema de versores esféricos asociados al centro de la cruz.

b) Escribir el lagrangiano y encontrar las ecuaciones de E-L.

c) Identificar constantes de movimiento y reducir a un problema unidimensional.


http://materias.df.uba.ar/mca2023c1/files/2023/03/cruz_2023_vd_crr_720_gimp_255cp_opt_30ms.gif
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20.* Geodésicas sobre una superficie. Una particula de masa m estd obligada a moverse
sobre una superficie definida paramétricamente por la funcién r(x;,x;), de manera que
la posiciéon de la particula queda determinada por las coordenadas x; y x,. No hay
fuerzas externas. Aqui hay una

a) Mostrar que la energia cinética de la particula puede escribirse como

2
o 1 .
Thayxaya,%2) = 5 3 gilxayxa) %k, (5)

i,j=1
y dar las componentes de la matriz gi; en términos de la funcién r(x;,x;). Com-
parar con la expresion para el elemento de linea sobre la superficie.

b) Escribir las ecuaciones de E-L para x; y x, en términos de los elementos de la matriz
gij y de sus derivadas respecto de x; y x,.

¢) Mostrar que las ecuaciones de movimiento pueden quedar escritas en la forma

dz X1
dt?

+ E M (x1,x2) X% = 0, (6)
i,k

y dar las funciones I} en términos de la matriz gi;, de su inversa y de sus derivadas

respecto de x; y x,. Esta es la ecuacién de las geodésicas y Tijx es la conexién

métrica.

21.* Habitualmente uno no calcula [}, a partir de su definicién, sino que escribe la ecuacién
de movimiento a partir del lagrangiano y de ahi lee las componentes de I'. Siguiendo
este método, dar las componentes de I para las geodésicas en la esfera, usando como co-
ordenadas 0 y ¢. Verificar que se obtiene el mismo resultado, pero més laboriosamente,
a partir de la definicién de las componentes de I' deducida en el problema anterior.


http://materias.df.uba.ar/mca2023c1/files/2023/02/unmute.mp4

