Mecénica Clésica A — 1er. cuatrimestre de 2021

Cuerpo rigido sin matrices.”

Conocimientos benévolos

Hay cuatro cosas que uno deberia ser capaz de escribir con un minimo de esfuerzo sin

tener que consultar ningtin apunte:

= La expresion de la velocidad angular:
w=¢z+0p(e)+eés(0, ). (1)

= Los versores fijos al cuerpo en coordenadas cilindricas:

&1(8,0,0) =sin | cos8 () +sin 02| + cos p(),
&:(0,0,) = cosb | cos® @(o) +sin0z| —sin p(), (2)
€3(0,¢p) =—sin0® @(@)+ cosbz.
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= Las componentes de la velocidad angular en la base de versores fijos al cuerpo:

;

w; = @sinOsin + O cosP,

Wy = ¢ sin 0 cosPp — Osinp, (3)

w3 = ¢ cos 0 + .

= La energia de rotacién para una peonza simétrica en términos de los dngulos de
Euler cuando los versores fijos al cuerpo coinciden con una terna de ejes principales

(el versor €3 estd en la direccion del eje de simetria):

. 2 .
Enoe = 315 (b + @ eos8) + 31 (62 + p2sine) . (4)

La expresion (1) es facil de deducir. Resalto la palabra deducir porque en verdad no
puede hablarse de una deduccién. Los pasos no son estrictamente 16gicos. Debe tomarse
como una regla intuitiva que funciona para la convencién particular de dngulos de Euler
que estamos usando, en donde importan tanto los dngulos como el orden de las rotaciones.
Es una regla que vale por accidente. La regla mnemotécnica es asi: una variacién en ¢
induce una rotacién segtin z. Una variacién en 6 induce una rotacién segun p(¢). Por
altimo, una variacién en 1 induce una rotacién segiin la direccién del versor e;. Luego,

intuitivamente deberia ser
Ww=pz+0p(e)+1és(0,0). (5)

El resultado es correcto. El razonamiento, no (https://aapt.scitation.org/doi/10.1119/1.12522).

Las expresiones (2) se pueden ir construyendo mentalmente. Casi que alcanza con recor-
dar una sola cosa: que la linea de nodos es el versor p(¢). La linea de nodos es la direccién
del versor é; cuando sélo se ha hecho la primera rotacién. Esa rotacién transforma el versor
X en el versor p(¢) y el versor § en el versor @(¢). Notar que p y ¢ son combinaciones
lineales de x y y,

cos @ X +sin @ y, (6)

>
I

@ =—sin@x—+cos@y. (7)

El caso ¢ = 0 nos indica el lugar de los cosenos en estas expresiones. En tal situacién, p
tiene que ser igual a X y ¢ tiene que ser igual a y. El seno aparece con signo positivo en

una de las expresiones y con signo negativo en la otra. Eso se lee facilmente en la figura.


https://aapt.scitation.org/doi/10.1119/1.12522
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La segunda rotacién transforma a los versores ¢ y z en dos combinaciones lineales de
ellos mismos. Esas combinaciones lineales copian la misma forma que las expresiones (6)

y (7). El versor z es transformado en €3 y el versor ¢ en é,,, donde

ey =cosO @ +sin bz, (8)

€3 =—sin® @+ cosOz. 9)

Finalmente, la rotacién alrededor de €3 transforma a los versores p y €,, en combinacio-

nes lineales de ellos mismos, siempre copiando el mismo modelo:

er =cosP p+sin &y, (10)

e, = —sin p 4 cosP ey,. (11)
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Esto completa la deduccién de las expresiones (2).

Para deducir las componentes de las velocidad angular en la base de versores fijos al
cuerpo, basta hacer el producto escalar de la expresion (1) con cada una de las expresiones
(2).

Combinando todo lo dicho anteriormente, escribimos la energia cinética de rotacioén en
términos de los angulos de Euler cuando se usa la representacién de versores fijos al cuerpo
y cuando esos versores estdn sobre las direcciones de ejes principales:

L , L

TROt == ?(U] + ?

|
w3 + gwﬁ

(12)
Lo - 2 L : SPIUTR I R 2
=5 ((psmtl)sme + 9cos1|)> + 5 ((pcostpsme — Gsmll)) + 5 (11) + (pCOSE)) .
Un caso de especial importancia es el de los cuerpos simétricos, en donde dos de los
momentos de inercia principales son iguales. Lo usual es elegir los ejes fijos al cuerpo de
modo que sea I; = I, = I. Pero independientemente de esto, una propiedad que resulta
util es que la eleccién de los ejes principales cuyos momentos son iguales es arbitraria. Lo
unico que estd definido es el plano en el que deben estar esos ejes. Eso quiere decir que se
puede tomar cualquier par de versores €; y €, en ese plano sin alterar la forma de la matriz
Ii;. Siempre serd I; = I, = I. Como deberfan comprobar, resultara entonces

Trot = %3 <1|) + @ cos 9)2 + % <92 + @%sin? 6) . (13)

Es l6gico que en esta expresion 1\ sea una variable ciclica, porque en cualquier instante po-
demos definir las direcciones principales con €; en la linea de nodos, lo que es equivalente
a tomar 1 = 0. De hecho, esa es la forma méds rdpida de deducir la expresion anterior a
partir de la ec. (12).



