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1. Arbitrariedad en la eleccién de los nuevos impulsos

La evolucién de un sistema conservativo puede ser obtenida resolviendo la ecuacién de

H-J para la funcién caracteristica de Hamilton,

oW(q)
H{q,———— ) =E. 1
(0. 250 0
Reservando «; para la energia E, el método requiere que encontremos una solucién
W(q, &) (2)
que dependa de la energia y de otros n—1 pardmetros; digamos, «,, ..., . Lo més directo
es definir una funcién generatriz como
Fz(%P) :W(q)P)) (3)

asignando el lugar ocupado por los parametros « a los nuevos impulsos P. Por construc-

cién, el nuevo hamiltoniano es

H(x) :H(q,%ﬂ’“)) — o = E. (4)

Uno suele decir que los pardmetros o« son los nuevos impulsos, pero seria mds apropiado
decir que los lugares que ocupan los pardmetros & son ocupados por los nuevos impulsos.
La distincién es més conceptual que préctica y, de hecho, uno termina llamando « a los
nuevos impulsos. El objetivo ahora es mostrar que la identificacion P = « no es la tinica
posible, sino que uno tiene la libertad de elegir los nuevos impulsos como n funciones

independientes de o.
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1.1. Un solo grado de libertad

Analicemos primero un sistema con un solo grado de libertad. La ecuacién de H-J es
H(q,W'(q)) = E. (5)

Alcanza con encontrar una solucién, cuya dependencia en E es incorporada explicitamente

a la funcion,

Vista como una funcién generatriz de tipo F;, la funcién W conduce al hamiltoniano

oW(q,E
H(E) ﬁl(mﬁ) —E 7)
dq
La dindmica de la nueva coordenada es
- OH(E) B B
Q_T_1 = Q=t—to, (8)

y, por otro lado, la ecuacién de transformacién implica

OW(q, E
Qlq,E) = é—g) (9)

De manera que la dindmica de q queda cifrada implicitamente en la siguiente ecuacion

Consideremos un cambio de variables
B=F"(E), (11)
cuya inversa sea
E=F(B). (12)

En un momento quedara claro porque usamos F~' en primer lugar y no F. Llevando a cabo

el cambio de variables en la funcion W, obtenemos una funciéon de 3

W(q, ) =W(q,F(B)). (13)

Esta funcién cumple todos los requisitos de una funcién generatriz de tipo F,, requisitos
que, esencialmente, se resumen diciendo que debe depender de q y de algtin pardmetro no
aditivo. Considerada como funcién generatriz, W conduce al nuevo hamiltoniano

dW(q,F
H(B) zH(q,%jl’BU =H<q,w> =F(B). (14)
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Este es el motivo de que en el miembro de la derecha de la Ec. hayamos escrito F~' y
no simplemente F. Abusando un poco de la notacién, definamos las funciones

E(B)=F(B), B(E)=F '(E). (15)

Lo importante es notar que uno tiene libertad para elegir E(3). Veremos que esta libertad
puede usarse para que las nuevas coordenadas tengan propiedades especialmente ttiles.

El nuevo impulso asociado a la funciéon W es (3. Veamos ahora cudl es la nueva coor-
denada. La funcién W(q, E) tiene asociadas las nuevas variables Q y E, donde

oW(q, E
Qlg, ) = M, (16)
Las variables asociadas a la funcién W(q, 3) son Q y 3, donde
_ OW(q,B) _ IW(q,E(B)) oW :
Q(q,B) = —ga " = gz = e (G EB) E'(B). a7
Usando la definicién de Q(q, E), esto también puede leerse como
9(q,B) =E'(B)Q(q, E(B)). (18)

En la mayoria de los problemas, resulta mas inmediato escribir Q como funcién de q y E,

9(a,E) = E'(B(E)) Q4 E) = 0 Qe Bl (19)

La dltima igualdad es vélida porque E es una funcién de una sola variable.

La dindmica de la nueva coordenada se obtiene a partir del hamiltoniano H(f3) = E(3),
O=FE'(B) = Q(t)=E'(B)t+ Qo. (20)

También podemos escribir esto como funcién de la energia,

1 1
= 9t) = B7(E)

t+ Q. (21)

La velocidad Q es constante e igual a uno para todas las 6rbitas. La velocidad Q es constante
sobre cada 6rbita, pero depende de la energia. La idea de las variables de dngulo-accién es
ajustar la funcién 3(E) de modo que, para las 6rbitas cerradas, independientemente de la
energia, la nueva coordenada varfe en 27t cuando el sistema recorre una 6rbita completa.
Esto da cierta uniformidad a las curvas coordenadas de Q en el plano qp. Volveremos sobre

este punto en los problemas 10 y 12.
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1.2. El caso general

La generalizaciéon del cambio de variables para sistemas con mds de un grado de

libertad es inmediata. Resolviendo la ecuacién de H-J, uno encuentra una funciéon
W =W(q,«) (22)

que depende de las n coordenadas ( y de n parametros independientes «, donde oy = E.
Consideremos un cambio de variables 3 = F~'(«), invertible, de manera que sea & = F(§3).

Definamos la funcién

W(q,B) =W(q,F(B)). (23)

Debido a que W satisface la ecuacién

oW(q,)\
H(q) T) = X1 = E) (24)
para la funcién W tendremos
oW(q,B)\ OW(q,F(B)) | _ _
H(q)T) —H<Q>T =T (B) = E(B). (25)
Luego, considerada como una funcién generatriz de tipo F,, W conduce al hamiltoniano
B oW(q,B)\
Hip) = (@ 25 0EL) g, (26)

Las nuevas coordenadas son

OW(q,B) OW(q,F(B)) oW

Q(q,B) = B 26 =a“(q,F(B))-—- (27)

En términos de las coordenadas Q asociadas a W, queda

OF(B)

9(q,B) = Q(%F(ﬁ)) W (28)
Resulta mds inmediato escribir las nuevas coordenadas en funcién de «,
- oOF .\ OF(a)]
Q4,0 = Qla, - 52 (F'(@)) = Qlaye0 - | ] (29
En dltimo término figura la inversa de la matriz 9F/d«. Comparen esto con la Ec. ([19).
La dindamica de las nuevas coordenadas sera
- OH(B)
Q= T (30)

Estas velocidades son constantes, pero dependeran, en general, de los n impulsos 3. Todo

quedara mas claro cuando veamos ejemplos.
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2. Las variables de dngulo-acciéon cuando hay un solo grado de libertad

Hemos visto que a partir de una soluciéon W(q,E) de la ecuaciéon de H-J, podemos
construir infinitas funciones generatrices de tipo F, introduciendo el cambio de variables
invertible E = E(f3) y definiendo

W(q,B) =W(q,E(B)). (31)

El nuevo hamiltoniano asociado a cada una de estas funciones W es

H(B) = E(B). (32)

La arbitrariedad en la eleccién de la funcién E(f3), dentro de las funciones invertibles, nos
da la libertad de que el nuevo hamiltoniano sea cualquier funcién que se nos ocurra. Hay
elecciones de la funcién E(3) que resultan ventajosas. Ahora veremos una de ellas.

Si las trayectorias en el espacio de fase, o al menos en una regién del espacio de fase,

son Orbitas cerradas, definamos la funcion

1
©= g, pde (33)

donde la curva de integracién es la 6rbita cerrada definida por la ecuacién H(q,p) = E. En

general, escribiremos
1
J(B) = 5 Ppda. (34)

La coordenada | es llamada variable de accién. Es facil interpretar la definicién de ma-

nera gréfica. Consideremos una trayectoria como la que muestra la figura de la izquierda.

w |

P

La integral de linea puede separarse en dos tramos. En el tramo superior, dq y p son posi-
tivos y pdq es igual al diferencial de drea marcado en la figura central. En el tramo inferior,
dq es negativo, pero p también es negativo. El producto pdq serd igual al diferencial de
area mostrado en la figura de la derecha. La integral a lo largo del tramo superior da el
drea encerrada por encima del eje g, mientras que la integral a lo largo del tramo inferior

da el drea por debajo del eje q. La integral completa da el drea total encerrada por la 6rbita.
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Este resultado no depende de la forma particular de la 6rbita. La manera mds sencilla
de demostrarlo es usando el teorema de Green. Consideremos una funcién vectorial en el

plano de fase,

F(q,p) = A(q,p)q + B(q,p)p. (35)

Dada una curva cerrada € en el plano qp, el teorema de Green implica que

0B 0A
F-d@z%Ad —|—Bd)=/ (———)dd, 36
35@ b(Adq-+Bap) = | (G050 ) dadp (36)

donde Z(C) es la regién encerrada por la curva. Si elegimos A =p y B =0, queda
%pdq = —/ dqdp = —érea(C). (37)
e z(e)

La diferencia entre la definicién y la integral que aparece en la Ec. (37) estd en el
sentido de circulacién. Teniendo eso en cuenta, la Ec. se lee como

§l§pdq = érea(C). (38)
e

Debido a que todas las integrales que aparezcan de ahora en mds tendran el sentido de
circulacién horario, omitiremos el sentido de circulacién en el simbolo de la integral.

En conclusion, la variable de accién | es 1/27t veces el drea encerrada por la 6rbita en el
plano qp. Notar que, de manera equivalente, en la Ec. podriamos haber elegido A =0
y B = g, y hubiéramos obtenido

—§I§ qdp = érea(C). (39)
e
Tenemos entonces al menos tres definiciones equivalentes,

1 1 1 1
(E) :_55 d :_—515 d :—/ dqdp = =— érea(C), 40
J 7P P 2w R 9P T I ey Y9 T 2m (40)

donde C(E) es la curva cerrada definida por la ecuacién

H(q,p) = E. (41)

Podemos introducir un nuevo impulso a partir de la funcién J(E). La funcién W serd

W(q,]) = W(q,E())), (42)

y conducird al nuevo hamiltoniano

H(]) = E()). (43)
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La variable | es el nuevo impulso y, como ya se ha dicho, recibe el nombre de variable de

accion. Su coordenada conjugada es la variable d&ngulo y estd dada por

oW(q, oW / !
é;l D _ O (a0 E') = Q(a, E) E(). (44)

Escrita como funcién de la energia, resulta

e(qa” =

1 dW(q,E) 1

La propiedad que distingue a la variable dngulo es que, cuando el sistema recorre una
Orbita completa, 0 varia en 27, independientemente del valor de la energia. La demostra-
cién usual e insatisfactoria de esta propiedad puede consultarse en el libro de Goldstein:
en la 2da. edicién, busquen en las inmediaciones de la Ec. 10-73; en la tercera, dirfjanse a

la Ec. 10-90. Se empieza por escribir la variaciéon de 0 como

0W(q,])
e = . 4
d d{ 3] (46)
Sobre cada ¢rbita, la energia y, por lo tanto, ] son constantes. De modo que si se recorre

una Orbita, la variacién anterior se reduce a

_9°W(q,])
Integrando a lo largo de la 6rbita, tendremos
0°W(q,]) 0 [ 9W(q,])
e _— = — _— . 4
AO 515 390) dq aﬁlg 2 dq (48)

El paso decisivo en la ecuacion anterior es el intercambio de la integraciéon en q y de la

derivacién con respecto a J. Ahora bien, la derivada de W respecto de q es el impulso p,

0 0
80 = 55 P pla,1)da = 5 () =2 (49)

Esta propiedad da cierta uniformidad a las curvas coordenadas de 0 en el plano qp,
comparadas con las curvas de Q. Volveremos sobre eso en los problemas 10 y 12.

La demostracién anterior es cuestionable al menos por dos razones. La primera es que
no es cierto que, para una Orbita cerrada, exista la funcién p(q,]). Para cada valor de q
y J hay al menos dos valores de p. La funcién p(q,]) es, en todo caso, multivaluada. La
segunda objecion tiene que ver con el intercambio de la derivacién respecto de | con la

integracion respecto de q. Se afirma que

W) . d [oW(q])
5’5 240) dq_a_}ﬁ’g oq O (50)

pero la definicién de la curva sobre la que se realiza la integral depende de J. Para mostrarlo
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mas graficamente, uno esta diciendo que

OF(a,)) 0
ygm—al q—algﬁemﬁq,ndq. (51)

Entonces queda claro el sentido de la objecion.

o

2.1. Motivacién para la variable de accion

En la seccién anterior, introdujimos la variable de accién sin dar a priori ningtin motivo.
Definida J, nos encargamos, entonces, de demostrar varias consecuencias de esta definicion.
Es posible llegar a la variable de accién de manera deductiva. La deduccién tiene los
mismos puntos débiles de la demostraciéon anterior, pero si uno la lee de corrido resulta
convincente.

La variable Q asociada a W(q, E) tiene la incomoda propiedad de que su variacién al
recorrer una Grbita completa es una funcién de la energia. Debido a que Q = 1, cuando el

sistema recorre una 6rbita, la variaciéon de Q esta dada por
AQ = T(E). (52)

Supongan, por simplicidad, que las érbitas son curvas simples cerradas que rodean al

origen, como muestra la figura.

Si parametrizamos las 6rbitas usando el angulo ¢ medido desde el semieje q negativo,
recorriéndolas en el sentido de circulacién, cada 6rbita empezaria sobre el semieje q posi-
tivo en ¢ = —m y terminaria en el mismo punto pero en ¢ = 7. La idea es introducir un
cambio de variables E = E(f3) en la funcién W, de modo que la nueva coordenada comparta
con las coordenadas polares la propiedad de variar en 27 al recorrer una 6rbita completa,

independientemente de la 6rbita.
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Al hacer el cambio de variables E = E(3), la nueva coordenada satisface la ecuacion

Q=E'(B) = : (53)

Su variacién al recorrer una 6rbita completa sera

TE - at
AQ :/ . 54
. BME oy
Usando la ecuaciéon de movimiento para la variable q,
. _ OH(q,p) _ ., 9B 1 0P
= F(R)E = = 55
R e N UL o
escribamos
dg _ B'(E)
qa  op/op 1 (56)
Entonces,
dq
AQ = y{ . 57
op/ap (57)

Como el sistema tiene un solo grado de libertad, 3 es una funcién tnicamente de dos

variables, q y p, de modo que (ejercicio)

1 op
= —, 58
op/op  Op 58)
Asi, finalmente,
_f{op. O
AQ—ygaqu—aﬁ%pdq. (59)

Si lo que queremos es que esta variacion sea igual a 27, independientemente de la 6rbita,

debe ser
;5 pdq = 27B. (60)

Es decir, deberemos definir el nuevo impulso como

BE) = 5 ¢ paa, (61)

que es, justamente, la variable de accién.
Mas adelante volveremos a hablar acerca de la diferencia cualitativa entre las variables
Q y 0 en relacioén a sus curvas coordinadas. En algtn sentido, las variables | y © son lo mds

cercano que podemos tener a las coordenadas polares en el plano qp.
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2.2. Rotaciones

Hemos definido la variable de accion para sistemas de un solo grado de libertad que
siguen movimientos de libracién, es decir, 6rbitas cerradas en el plano de fase, o al menos
en una region del espacio de fase. Es posible extender la definicion de la variable de accion
para sistemas cuyas trayectorias p(q, E) en el plano de fase sean periédicas como funciones
de q. El ejemplo més usual es el del péndulo. Para energias mayores que cierto valor critico,
el péndulo realiza un movimiento de rotacién. En esa region del plano de fase, las 6rbitas
son como las que muestra la figura.

P A

NS —

7

1
']

Aqui, la periodicidad de las 6rbitas es consecuencia directa de la periodicidad del potencial.
La coordenada q es el angulo ¢, y el periodo de las funciones p(q, E) es 27, independien-
temente de la energia.

Para este tipo de movimientos, se define

J(E) = /G(E)p(q,E)dq, (62)

donde la integral se extiende a un periodo de la funcién p(q,E). Aparece aqui una difi-
cultad. En general, para cada valor de E la funcién p(q,E) es multivaluada. De manera
que uno tiene que dividir el problema de acuerdo a las ramas de la funcién p(q, E). En la
préctica, eso no genera demasiadas complicaciones.

La demostracion de que la variacion de la variable dngulo durante un periodo del
movimiento es igual a 27t es exactamente igual que antes. Lo que deja de ser cierto es
que J(E) sea un drea. Por definicién, el drea es una cantidad mayor o igual que cero, pero,
para un movimiento de rotacion, J(E) puede tener cualquier signo.

Un caso especial de movimiento de rotacién ocurre cuando p(q, E) = p(E). Las trayec-

torias en el plano de fase son rectas horizontales, como muestra la figura.



GuiAa 8. VARIABLES DE ANGULO-ACCION. Episopio 1. 11

El periodo de la funcién p(E) puede elegirse arbitrariamente. Si q es un angulo, la eleccién
convencional es integrar en un intervalo de longitud 27t. El caso paradigmatico es un rotor,

descripto por el hamiltoniano

_ Pe
H(Q,py) = 5P (63)

El retrato de fase estd compuesto por lineas rectas paralelas al eje ¢, como las de la figura
anterior. Para cada valor de E, hay dos valores de p,,

pe(E) = £V2IE. (64)

Esto define, en principio, dos funciones J,

1 27
JE(E) = iﬂ/ de V2IE = +V2IE = p,,. (65)
0
Asi escritas, es innecesario distinguir entre las dos funciones J*. Simplemente es

J=7e- (66)

En ninguno de los problemas de la actual Guia 8 aparece el caso de la rotaciéon. En la
tedrica, seguramente lo encontraron cuando vieron el problema de Kepler en las variables
de dngulo-accioén.

2.3. Relacién entre la variable de accién y el periodo del movimiento

Veremos ahora una de las propiedades que caracterizan a la variable de accién. Como
el nuevo hamiltoniano es

H(J) = E(]), (67)
y la variable | es constante, la dindmica de la variable dngulo es muy simple,
. OH
0= oH() =E'(J)) = 0(t)=00+E'(t. (68)

0]



12 MECANICA CLAsIcA 2023 1c¢

Recordemos que el sistema recorre una 6rbita cerrada en el plano qp. Su movimiento no
puede ser otra cosa que periddico. Puesto que la 6rbita estd determinada por el valor de la

variable de accién J, el periodo serd una funcién de J,
T=T(]). (69)
Por lo tanto, segun la Ec. (68), la variacién de 6 cuando el sistema complete un ciclo sera
A6 =E'(J)T(]). (70)

Pero, de acuerdo a la Ec. , la variacién de © durante un ciclo es 27t. De modo que

E(NT() =2 (71)
Luego,
27
0 =gy (72)
Equivalentemente,
T(E) = 2nJ'(E). (73)

Esto es lo mismo que decir que la frecuencia angular del sistema es

2m 1
S GRNG) i
o bien
w(]) =E'(J) = H'(]). (75)

Hemos demostrado estos resultados para sistemas con un solo grado de libertad. Segin
veremos con los siguientes dos ejemplos, estos resultados son triviales y mayormente intti-
les. La potencia del método aparece en sistemas con mds de un grado de libertad, donde el
movimiento no es necesariamente periédico y muchas de estas cosas deben reinterpretarse.

Se insiste en algunos libros acerca la superioridad de las variables de dngulo—accién en
el calculo del periodo de movimiento. Por ejemplo, en la seccién que Goldstein le dedica a
las variables de dngulo—-accion para un sistema unidimensional, se dice que

la utilizacién de las variables de accién-angulo nos proporciona una técnica potente para
la obtencién de la frecuencia de un movimiento periédico sin hallar una solucion completa

del movimiento del sistema

El énfasis en la palabra potente es mio. Las itdlicas son de Goldstein. En sistemas unidimen-
sionales, la potencia del método de las variables dngulo—accién para calcular el periodo de

movimiento no es superior a lo que cualquier alumno de Fisica 1 podria manejar.
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2.4. Problema 10

Una particula de masa m se mueve en el eje x bajo la influencia de un potencial V(x) que
tiene el aspecto general mostrado en la figura. Las funciones x; (E) < x;(E) son los puntos

de retorno como funcién de la energia.

V(x) A

x1(E) x2(E)

Escribir la expresion integral para la variable de accién J(E). Derivando esta expresion res-
pecto de la energia, encontrar el periodo del movimiento. Mostrar que el mismo resultado

se obtiene por los métodos elementales de Fisica 1.

m Solucidén. El hamiltoniano es

2

P
= 5+ V(x). (76)

—

H(x,p

Las orbitas en el plano de fase xp estdn definidas por la ecuaciéon

2

p _
Fn + V(X) = E, (77)

y tienen el aspecto que muestra la figura.

P

=
=

N\
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Cada o6rbita tiene dos puntos de retorno, x;(E) y x2(E), tales que
E— V(xi(E)) =0. (78)

El drea encerrada por la 6rbita de energia E sera

x2(E)
A(E) = ygpdx:zmm/ (; dx v/E —V(x). (79)

El factor 2 viene porque la 6rbita es simétrica respecto al eje x. Luego,

ISR p—

Por lo pronto, lo que queremos calcular es el periodo del movimiento y no la funcién J(E).
Segtn vimos en la Ec. (73),

T(E) = 27]'(E). (81)

Para calcular J’(E) no necesitamos calcular explicitamente J(E), nos basta con su expresioén
integral. Al igual que lo que ocurre con la funcién W, integrar y luego derivar es mucho
mas complicado que derivar y luego integrar. Derivando la expresion (80), teniendo en

cuenta que los puntos de retorno son ceros del integrando, queda

= V2m / (82)

VE— V( )

No se necesita haber cursado Mecénica Clésica hasta la tltima clase para obtener este

resultado. Un alumno de Fisica 1 hubiera escrito la ecuacién de conservacién de la energia
Imx? + V(x) =, (83)
y habria despejado

(84)

dt_i\/ﬁL
B 2 JE-Vx)

A partir de aqui, hubiera escrito la siguiente expresién para el periodo

T= 2\/7/ _\/_/ \/—Xiv(x) (85)

Esta es la misma expresion a la que llegamos a través de las variables de d&ngulo—accién. Si
un alumno de Fisica 1 puede llegar al mismo resultado en tres renglones, ;dénde esta la
potencia del método? Se podria presumir que no estd en la expresién (82)), sino en el hecho
de que tal vez sea mas sencillo calcular J(E) y tomar su derivada, que haber tomado su
derivada antes de calcular J(E). La respuesta, como ya sefialamos més arriba, es que esto

no es asi. Lo usual es que la integral que define J(E), atacada por métodos directos, sea
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increiblemente mas dificil de calcular que la integral que aparece en la Ec. (82), aunque al
final J(E) tenga una expresion sencilla. La verdadera potencia de las variables de angulo-
accion esta en el analisis del movimiento de sistemas con més de un grado de libertad o en
la formulacién de métodos perturbativos.

La variable 0 tiene la propiedad de que, al recorrer una 6rbita completa, su variacion
es 27, independientemente de la 6rbita. En més de una ocasién, mencionamos que esta
propiedad tiene como consecuencia que las curvas coordenadas de la variable dngulo son
mejor comportadas que las curvas coordenadas de la variable Q. Es facil ver el origen de
esta diferencia. Debido a que convencionalmente definimos las funciones W* como

WE(x, E) = i\/ﬂ/x dx /E — V(x), (86)
x1(E)

las coordenadas Q* asociadas a cada tramo de la 6rbita son

Qt(x,E) = aWiXE \F / = (87)

Esto implica que, cualquiera sea la energia, sobre el semieje x negativo sera

Qi(x)p) =0, {x <0, P = 0}. (88)

Entonces el rayo {x < 0, p = 0} corresponde a la curva coordenada cero de las variables Q.
Consideremos una particula que parte del punto de retorno x;(E). Inicialmente se movera
sobre el tramo superior de la 6rbita. Debido a la dindmica trivial de las coordenadas Q=,

el valor de Q" como funcién del tiempo para esta particula serd simplemente
Q' () =t. (89)

Cuando la particula llegue al punto de retorno x,(E), habrd recorrido media 6rbita. Eso
significa que en el punto {x,(E),0"} del plano de fase la coordenada Q* tomara el valor
1T(E). Diferentes 6rbitas tienen diferentes periodos, de modo que sobre el semieje x > 0,

p = 0™ del plano de fase la variable Q" valdra

Q+(X»p) - %T(V(X)), {X > O) P = O+} (90)

Por lo tanto, el semieje {x > 0, p = 0"} no es una curva coordenada de Q*, sino que corta
a todas las curvas coordenadas. Dicho con otras palabras, las curvas coordenadas de la
variable Q* cortan al semieje x positivo formando un dngulo distinto de cero. Lo que pasa
para la variable Q~ es simétrico. El resultado es que, por ejemplo, para el potencial del

problema 10, las curvas coordenadas de Q* son como las que muestra la figura.
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%
%ﬁf

En cambio, sobre el semieje x negativo la variable dngulo 6% toma el valor cero, y sobre

1

el semieje {x > 0, p = 0"} toma el valor 7, independientemente de la 6rbita, porque ese
semieje divide simétricamente la 6rbita. Iguales argumentos muestran que sobre el semieje
{x >0, p =07}, la variable dngulo 6~ toma el valor —7t. Para el mismo potencial, las curvas

coordenadas de las variables 8% son mucho més regulares, como muestra la figura.
%

Considerar el hamiltoniano del oscilador armoénico,

2.5. Problema 11

H(q,p) = 3 (p* + w?q?) . (91)

Encontrar las variables de angulo-accién en términos de las variables q y p y graficar
sus curvas coordenadas en el plano qp. Escribir las relaciones inversas. Encontrar H(]) y
verificar que H'(]) es igual a la frecuencia angular del oscilador.

m Solucién. Gran parte de lo que tenemos que hacer en este problema ha quedado resuelto
en el En ese problema encontramos la funcién generatriz o, mejor dicho, las


http://materias.df.uba.ar/mca2023c1/resumen-de-lo-sucedido/
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dos funciones generatrices

q
Wi(q,E):/ ( )dx\/ZE—quz, (92)
q (E

donde q~ (E) es el punto de retorno de la izquierda,

wq*(E)
V2E

Ahora necesitamos calcular la variable de accién. Las 6rbitas en el espacio de fase son

— 41, (93)

elipses definidas por la ecuaciéon

p? + w?q? = 2E. (94)

En este caso, para calcular J(E) no es necesario resolver la integral de la Ec. . El area se

calcula usando la férmula del drea para un elipse. Si la elipse estd definida por

ax’ +by? = ¢, (95)
su area es
A= %. (96)
Asi,
JE) = o 57;_‘52 -z (97)

En términos de las coordenadas originales es

LA 2.2
J(@,p) = 5-(p" + w'q). (98)
A modo de comparacion, calculemos | a partir de la integral de linea de la Ec. (34)),

q*(E) q~(E)

1 1 1
J(E) =Zt§l§pdq :Zr/ p+(q>E)dq+E/q p (q,E)dq, (99)

q-(E) (B

donde

pE(q,E) = £1/2E — w2q2. 100
q

La integral se divide en dos tramos. Al ir de q— a q*, el impulso es positivo; al volver de

q" a q, es negativo. Las dos integrales dan la misma contribucién,

q*(E) </ q*(E) 2 2
I(E):l/ dq \/ZE—quzzﬂ/ dqm—wq : (101)
TJq=(E) T Jq-(E) 2E

Aqui hay que usar la primitiva de la funcién v1 —x?,

/dx Vi—x2=1 <arcsinx+xv1 —x2> . (102)
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Luego,

q*t(E)

(103)

_E . { wq wq w?q?
](E)_@[arCSIH(\/Z_E)+\/Z_E 1— T ]

Puesto que los puntos de retorno satisfacen la Ec. (93)), las cosas son ahora faciles de evaluar,

J(E) = % [arcsin] — arcsin(—])} = (104)

Veremos a continuaciéon cémo obtener las variables angulo. Cada funcion W* tendra
asociada una variable dngulo. De acuerdo a la Ec. (45)),

1 AW=(q,E)

ei(q’E) = ]’(E) OF

:in(q)E)a (1O5>

donde las funciones Q*, como calculamos en el problema 2, son

q dx 1 wq
+ _ _ i
Q*(q,E) = i/q_(E) e + arccos( \/ﬁ) . (106)

En definitiva,

0*(q,E) = +arccos (—\C/UT%) . (107)

En este problema tan simple, la constante de proporcionalidad entre 6% y Q* es indepen-
diente de la energfa. El grafico de la funcién 6(q, E), entendida como una funcién bivaluada,

es como muestra la figura.

Si recorremos la Orbita partiendo desde el punto de retorno q* siguiendo la rama del

movimiento en donde p < 0, la variable &ngulo toma inicialmente el valor
0~ (q*(E), E) = —arccos(—1) = —m. (108)

Cuando q llega hasta al punto de retorno q~, la variable d&ngulo 6~ toma el valor cero, igual

al valor que toma 0". Ahi pasamos de una rama a la otra de la funcién 6. Ahora seguimos



GuiAa 8. VARIABLES DE ANGULO-ACCION. Episopio 1. 19

la rama 0", que varia entre cero y
07 (q"(E),E) = arccos(—1) = . (109)

La variacion neta de la funcién 6 ha sido igual a 2.

La funcién 0 es bivaluada cuando se la considera una funcién de q y de E, dado
que, para una energia fija, para cada valor de q corresponden dos puntos de la 6rbita.
Especificar q y E no determina completamente un punto en el espacio de fase. En cambio si
especificamos q y p, el punto queda completamente determinado. Eso hace posible definir

una variable d&ngulo que es una funcién univaluada de q y p

. w
0(qg,p) = signo(p) arc cos (—ﬁ) . (110)

Para mostrar el cambio de variables por extenso, escribamos la variable de accién J, dada
en la Ec. (104]), también como funcién de q y p,

1
J(a,p) = 5 (p* + w’q?). (111)

/2]
q(e)J) = —\/ — cosb,
@ (112)

r(6,]) = v 2w] sinb.

Las curvas coordenadas en el plano qp de las variables 0 y | son rayos y elipses.

Las relaciones inversas son

El hamiltoniano en las variables de &ngulo-accién se obtiene invirtiendo la relacién (97)),

H(J) =E(]) = w]. (113)

w(]) =H'(]). (114)

Evidentemente esta relacién se cumple para el oscilador.
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¢Vale la pena calcular la variable de accién para obtener la frecuencia del movimiento?
Lo que quiero decir es si vale la pena calcular la integral

1 ra"(8)

J(E) = %/ dx \/2E — w?q?, (115)
q-(E)

para después calcular J’(E). La respuesta es no. Para calcular la variable de accién tenemos

que resolver una integral que es mas complicada que la que resulta de derivar primero la

expresion integral de J(E). Comparen el célculo hecho entre las Ecs. (101)) y (104)) con el

célculo de la integral

J'(E) = 1 /qﬂE) & = 1 [arcsin] — arcsin(—])] = l (116)
T Jq-(E) \/m WTT w
En este ejemplo la diferencia entre calcular la integral que da J(E) o la integral que da ]'(E)
es, dentro de todo, modesta. Basta complicar un poco el potencial para que la diferencia
sea desmesurada.
Una tltima verificaciéon. Queda como ejercicio que calculen el corchete de Poisson de la
variable 0, definida en la Ec. (110)), con la variable ], dada por la Ec. (111J),

e(q)p))](q>p)i| = [Signo(p) arc cos <_#> 3%(})2 + quZ)] : (117)

Deberian demostrar que

[0(a,p),J(a,p)] = 1. (118)

2.6. Problema 12

_r

Una particula de masa m se mueve en el eje x en el intervalo [—3

a, Za] bajo la influencia
del potencial V(x) = esec?(%), donde €, a > 0.

a) Escribir la expresion integral para W y a partir de esta expresiéon encontrar x(t).

b) Calcular las variables de dngulo-accién en funcién de las variables x y p y graficar sus

curvas coordenadas en el plano xp.

c) Calcular el periodo del movimiento: i) derivando la expresién explicita de J(E), ii)

derivando la expresion integral de J(E) sin calcular J(E).

m Solucién. Las expresiones integrales para las dos ramas de la funcién W son

W (x, E) = i\/Zm/ dx \/E _ esec2(5>. (119)
x1(E) a
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Las nuevas coordenadas Q* estan dadas por

Q*(x,E) = awi L10, \/>/ \/ : (120)

—€ sec2

Tenemos que resolver una integral de la forma

COSX COSX

/L :/dx /dx . (121)
\/a—Dbsec?x \/Jacos?x —b \/a— — asin®x

El cambio de variables u = sinx, conduce a la integral

/ arcsin( [/ ——u | = i arcsin( / ——— sinx (122)
b — a2 \/_ a—b ) a a—b '

Usando este resultado en la Ec. (120]), queda

0 E) =+ an ) s E n®
Q (x,E)=+a >F arcsm( . sin a) (123)
x1(E)
Pero x4 (E) satisface la ecuacién
x1(E) €
=4/= 124
cos M5 2, (124)
junto con la condicién x;(E) < 0. Luego,
E E E—
sin[)ﬁ( )] :—\/1—COSZ[X1( )] =— = (125)
a a E
Entonces,
Q% (x,E) =+ ma’ arcsin E sin = + (A + ma® arccos| — £ sin =~
T 2E E—¢ a) 2| 2E E—¢ a
(126)
Invirtiendo,
E—e 2E
£ _ : + . 127
X aarcsm[ . COS( — Q )] (127)
Ahora bien, la dindmica de las coordenadas Q= es trivial,
Q*(t) =t —tZ. (128)

Finalmente,

xT(t) = —a arcsin{ E-e COS[ Z—E (t— tf)t)] } . (129)
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Para que al pasar de una rama a la otra, la funcién x(t) sea continua y derivable, debe ser

2E
ma?

(tg —ty) = 271k, (130)

para algtn entero k. Todas las elecciones son equivalentes. Elijamos k = 0. Por lo tanto, sin

necesidad de distinguir entre x™ y x~,

x(t) = —a arcsin{ E-e cos[ 2E (t— to)] } . (131)

€ ma?

Evidentemente se trata de una funcién periddica del tiempo, como no podia ser de otro

w(E) = \/%. (132)

Nunca estd de mas verificar que las unidades son las correctas:

E E 1
\/ML2 N \/ET2 T (133)

Pasemos al calculo de las variables de dangulo-accion. La accion es

1 x2(E) X
J(E) = —\/Zm/ dx /E — esec? —. (134)
Tt x1(E) a

Esta integral ya no es tan facil. Tratemos de avanzar por otros frentes. Calculemos J'(E),

J'(E) = l\/E/XZ(E) dx
5 )
n x(E) ,/E—eseczz

Esta es la misma integral que resolvimos hace un momento, salvo que ahora el extremo

modo. La frecuencia angular es

(135)

superior de integracion es x,(E). Usando el resultado (122 o notando que

1
J'(E) = —Q" (x2(E), E), (136)
y usando la Ec. (126, resulta
2
yoy L /ma
J(E) =1/ o2 (137)

De paso verificamos que esto es igual a la (frecuencia angular)~' que calculamos antes.

Esta pendiente el calculo de J(E). La observacién de que es relativamente facil calcular
J'(E) da un método para calcular J(E) que no requiere el cdlculo de la integral que aparece
en la Ec. (134). La soluci6n es obvia: integremos J'(E). A partir de la Ec. (137), resulta

J(E) = V2ma?E +c. (138)
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Solo falta encontrar la constante de integracién correcta. Para eso necesitamos algtn valor
de E para el que resulte facil evaluar J(E). La accién es cero cuando la energia es igual al
minimo del potencial, porque en ese caso la 6rbita es un punto, y un punto tiene drea cero.

El minimo del potencial ocurre en x = 0, donde

V(0) = e. (139)
Debe ser entonces
J(e) = V2maZe + ¢ = 0. (140)
En definitiva,
J(E) = \/21172(\/%—\/2). (141)

Cuando uno calcula J(E) de esta manera, pierde un poco de sentido la parte del enunciado
que pide calcular J'(E) a partir de la expresion explicita de J(E).

El método de calcular una integral definida a partir de su derivada respecto de alguno
de los pardmetros de los que depende fue popularizado por Feynman. Tanto es asi que se
conoce como “the Feynman’s trick”. En su autobiografia, Feynman escribe lo siguiente:

The book also showed how to differentiate parameters under the integral
sign — it’s a certain operation. It turns out that’s not taught very much in the
universities; they don’t emphasize it. But I caught on how to use that method,
and I used that one damn tool again and again. So because I was self-taught
using that book, I had peculiar methods of doing integrals.

The result was that, when guys at MIT or Princeton had trouble doing a
certain integral, it was because they couldn’t do it with the standard methods
they had learned in school. If it was contour integration, they would have found
it; if it was a simple series expansion, they would have found it. Then I come
along and try differentiating under the integral sign, and often it worked. So
I got a great reputation for doing integrals, only because my box of tools was
different from everybody else’s, and they had tried all their tools on it before
giving the problem to me/[f]

El libro del que habla es Advanced Calculus, de F. S. Woods, del afio 1934.

Leyendo nuevamente el enunciado del problema, vemos que pide calcular J'(E) sin
calcular J(E). Pero no dice nada de calcular J(E) sin calcular J’(E). Tal vez en una edicion
futura agreguemos esa cldusula.

'R. P. Feynman, “Surely you’re joking, Mr. Feynman!” Adventures of a Curious Character.
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Pasemos ahora al calculo de las variables dngulo 6*. Lo maés sencillo es escribirlas en
términos de x y E a partir de la Ec. (45),

1 AWHE(xE) T
ei(x,E)_mE) 5 _],(E)Qi(x,E). (142)

Usando las Ecs. (126) y (137)), queda

E
0%(x,E) = +arccos <— sin f) . (143)

La figura muestra las variables 6* como funciones de x para un tres valores crecientes de

la energia E.

N~

\ \_17[ \

A medida que aumenta la energia, la curva va adoptando una forma cada vez mds trian-

gular. Para E — € < 1, la curva tiende a una forma sinusoidal. Lo primero es caracteristico
de un pozo de potencial; lo segundo corresponde a un oscilador armoénico. Estos son los
dos limites a los que tiende el comportamiento del sistema para E > e y E—€¢ < 1,
respectivamente.

En términos de las coordenadas originales, las ecuaciones de transformacién son

0(x,p) = signo(p) arc cos [— % sin zl ,
(144)
Jix,p) = V2ma? |\/E(x,p) — Ve,
donde
E(x,p) = P st X (145)

2m a
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altimo, escribamo
fa como funcién de J,

H(]) = <\/% +\/E)2-

hamiltoniano como funcién de la variable de accién, esto es
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