Mecanica Clasica — primer cuatrimestre de 2023
Segundo parcial con las soluciones’]

m Problema 1. El centro de masa de un giréscopo esté fijo en el origen. Sus momentos principales
de inercia con respecto a su centro de masa son I; = I, e I3. Una particula de masa m estd fija
sobre el eje 3 a una distancia | del origen, como muestra la figura. Hay gravedad, g = —gz.

Inicialmente
0(0) =37, ¢(0)=¥(0)=0, 6(0)=0, $(0)=w, BH(0)=0Q. (1)
a) Escriba el lagrangiano y defina un problema efectivo para el d&ngulo 6.

b) ¢Cudanto debe valer w para que la particula describa un circulo en el plano z = 0?

m Soluciéon. Los angulos de Euler del gir6scopo son un conjunto adecuado de coordenadas
generalizadas. Teniendo en cuenta que el centro de masa del giréscopo estd fijo y que la posicién

de la particula es

r=165(0,0) = [P=1 (92 + ¢ sin? e) , 2)
el lagrangiano es
L:I?S<1i)+¢)cose>2+%(92+@Zsin29>—mglcose, (3)
donde
I=1; +ml° (4)

El problema efectivo para el d&ngulo 0 es el que tantas veces hemos encontrado en las guias. La

conservacién de py, p, y h conduce a la siguiente ecuacién para ©:

(P — Py cos0)?
21sin% 0

116% + + mglcos0 = C. (5)
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En términos de los dngulos y de sus velocidades, las constantes py, y p, son

Py =13 <1i)+(f)cose> ,  Pe =7Pycosd+ I@sin? 0. (6)

Las condiciones iniciales definen los valores de las constantes:

Py =1:Q, p,=Ilw, C =1l (7)
Con esto, la Ec. se escribe como
1107 + Vig(0) = JTIw?, (8)
donde el potencial efectivo es
V(o) = U@ L;Qcos0)" | mgl cos 0. 9)

2Isin? 0
La particula describird un circulo en el plano z = 0, si 0(t) = %7{ es solucién del problema

efectivo. Entonces, V,;(0) debera tener ahi un punto estacionario,
1
(3m) =0. (10)

A medida que uno calcula la derivada puede ir evaluando en 6 = 17 El resultado es

(31 = 13Qw — mgl. (11)
Si esto debe ser cero, entonces
mgl
= —, 12
=109 (12)

m Problema 2. Considere la siguiente transformacién, donde o y 3 son constantes:

Q="r P=pa” (13)

a) ¢Bajo qué condiciones la transformacién es canénica?
b) En tal caso, obtenga una funcién generatriz.
c) Aplique la transformacién para resolver el problema de un oscilador cuyo hamiltoniano es

H = 1(p? + w?q?). Es decir, encuentre q(t) y p(t).

m Solucién. Para que la transformacion sea invertible, debemos restringir el intervalo de variacién

de q. Vamos a tomar q > 0. La transformacién es candnica si [Q, P] = 1. Explicitamente,

[Q,P] = [%,qu] = af [E qz} =2qop [E q] =2aB [p, q] = —2ap. (14)

De modo que para que la transformacion sea canénica debe ser aff = —1.
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Puesto que es sencillo escribir la transformacion en términos de las variables q y Q, busque-

mos una funcién generatriz de tipo F;. Debe satisfacer las ecuaciones

oF1(q, Q) ok (q,Q)

34 =p(q,Q), T:—P(Q»Q)- (15)
Explicitamente,
oF:(q,Q) _ qQ oF:(q,Q) _ , >
T Al TR e (16)
Integrando la primera ecuacion, resulta
2
Fi(6,Q) = 12 +1(Q). 17)

20
Derivando esta expresion con respecto a Q y comparando con la segunda Ec. (10]), se obtiene

2

q_ / _ 2
o+ 1(Q) = —Ba (18)
Esto implica dos cosas: primero, que f'(Q) = 0y, segundo, que «p = —1. Llegamos asi a la

misma condicién que con los corchetes de Poisson. En definitiva, podemos tomar

2
Fig,Q =92, (19)

2x

Es facil ver que también existen funciones generatrices de tipo 3 y 4, pero no de tipo 2.

Para resolver el problema del oscilador, una eleccién cémoda es x = —1, 3 = % De esta

forma, las ecuaciones de transformacion (13)) implican

q=V2P, p=-V2PQ. (20)
Notando que
qz = 2P, pz = ZPQZ) (21)

la transformacion lleva del hamiltoniano H(q,p) = 3 (p? + w?q?) al hamiltoniano
K(Q,P) = PQ? + w?P. (22)
Las ecuaciones de Hamilton para las nuevas coordenadas son
Q=w?+Q% P=-2PQ. (23)

Integrando la primera, obtenemos

Q(t) = wtan w(t — to). (24)
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La segunda Ec. (23) puede escribirse entonces como

dlogP
dt

= —2wtan w(t —tp). (25)

Podemos integrar esto directamente. Pero también podemos notar que

tan wt = 2:)2 C::C = —%% log(cos wt) . (26)
Luego,
log P = 2log[cos w(t — to)] + C. (27)
Finalmente,
P(t) = Py cos? w(t —to). (28)

Para obtener la evolucién de las coordenadas originales, recurrimos a las Ecs. (20)),

q(t) = /2Py cos w(t — to),
(29)
p(t) = —w+/2Py sin w(t — to).

Segun notamos al comienzo, esto es vélido para q > 0. Pero si la solucién es continua y

diferenciable, las ecuaciones anteriores deben valer en general.

m Problema 3. Una particula de masa m se mueve en el eje x en un potencial V(x) = %k (Ix| — a)2 ,

donde k y a son mayores que cero.

a) Grafique el retrato de fase y muestre que el plano de fase se divide en tres regiones, en cada
una de las cuales hay movimiento de libracién.

b) En cada una de las regiones, calcule la variable de accién J(E).

m Solucién. La siguiente figura muestra el potencial V(x).

V(x)

Ika?
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El retrato de fase puede construirse a partir de este grafico. Para energias menores al valor critico
€ = Tka?, (30)

las orbitas son elipses disjuntas, centradas en el eje x en a y —a. Justo en E = € las elipses
se tocan en un punto. En rigor, la recta x = 0 no pertenece al espacio de fase, porque ahi el

potencial no es diferenciable. Para energias mayores que ¢, las 6rbitas son la unién de dos arcos

\
)

II: x<O0OAE<E, (31)

de elipse que se intersectan en el eje p.

Las tres regiones en las que se divide el plano de fase son:

(1 x>0AE<e,

III : E>e.

\

Debido a la forma del potencial, evidentemente en cada regién hay movimiento de libracién. En
las regiones Iy II, las 6rbitas son elipses definidas por la ecuacién

p’ ] 2
— + =k(x £ =E. 2
m + 2 (x £ a) (32)

El &rea encerrada por cada una de estas orbitas es
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Por lo tanto, las variables de accién en estas regiones estaran dadas por

JE) =S = —. (34)

No es inesperado encontrar la misma expresion que para un oscilador armoénico. En estas
regiones la particula nunca ve otra cosa que no sea un potencial cuadrético.
En la region 111, el calculo es un poco més complicado. Conviene integrar explicitamente. El
area encerrada por una 6rbita de energia E puede escribirse como
x(E)

A(E) = 4Jo dx \/2mE — w?m?2(x — a)?, (35)

donde x(E) es el valor positivo de x en el que se anula el argumento de la raiz cuadrada, es decir,
el punto de retorno. No hay ninguna necesidad de calcular x(E). La integral que necesitamos es

de \/1—xZ:%<arcsinx—|—xx/1—x2>. (36)

Queda

N

E mw?a? mwzaz\/ mw?a?
E)=— T 41 =
AR =35 (z aresin g TE e g 2F

(g )

Finalmente, en la region III,

J(E) = ZE( —I—arcsm\/> fF) (38)

Dos verificaciones: cuando E — ¢, deberiamos obtener el doble de la variable de accién de las

N

regiones I o II. En efecto,

J(e) = —. (39)

p> |1 2.2
L - 4
m +5mawx E, (40)
que es
2mE
A (E) = =, (41)
w

Eso se obtiene cuando se considera el comportamiento de la expresion (37)) para E — oo.
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m Problema 4. Un sistema con dos grados de libertad estd descripto por el hamiltoniano

H(X,Y, Px, Py, t) = Pxpy coswt + 1 (pz — pfj) sin wt. (42)
a) Resuelva la ecuacién de H-J dependiente del tiempo para la funcién S.
b) A partir de S, encuentre x(t) e y(t).

c) ¢Cudl es la trayectoria en el plano xy?

m Solucién. La ecuacién de H-] dependiente del tiempo es

@)2 . (gﬂ in wt = 0. (13)

Puesto que las coordenadas x e y son ciclicas, proponemos una solucién de la forma

05 0505
ot oxoy 2

S(x,y,t) = T(t) + pxx + pyy. (44)

Obtenemos asi la siguiente ecuacién diferencial para la funcién T(t)

T'(t) = —pypy cos wt — 5 (p7 — p; ) sin wt. (45)
Integrando,
T(t) = —ptsy sin wt + — (pi — pﬁ) cos wt. (46)

La constante de integracion es irrelevante. La funcion S se escribe entonces como

xPy . 1
S Y, pxy Pyy t) = _]% sin wt + 7% (pi —pfj) cos Wt + pxx + pyy. (47)

Los nuevos impulsos coinciden con los originales. Las ecuaciones de transformacién para las

nuevas coordenadas son

0S x
Qi = op. =X— %sinw’ﬂ— %coswt,
3 (48)
Q2= a =y— %sinwt— %COS(,U’[.
Debido a que las coordenadas Q; y Q, son constantes
x(t) = Q1+ % sin wt — % cos wt,
, , (49)
t) = Zsinwt+ 2 t.
y(t) = Q2+ " sin wt + o cOoS W
Es facil ver que
2 4 2
Px TP
(x—Q1)* + (y— Q2)? :Tya (50)

de manera que la trayectoria en el plano xy es un circulo.



