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Introducciéon

Se ejemplifica el uso de las ecuaciones de Lagrange para el caso de fuerzas conservativas
(que derivan de un potencial). Es importante:

» Identificar el caracter del movimiento de cada particula, el niimero de grados de libertad
del sistema, y una buena eleccion de coordenadas generalizadas.

» Calcular la energia cinética 7" a partir del calculo de las velocidades de las particulas
en el sistema.

» Evaluar correctamente los potenciales que entran en V| regla fundamental: el potencial
gravitatorio crece con la altura, por lo que si el eje vertical apunta para abajo entonces
se le debe agregar un signo —.

= Los dos problemas tratados tienen una o dos masas con movimiento en un plano, y las
coordenadas generalizadas apropiadas son coordenadas polares, la velocidad se expresa
como es sabido por
vV = pp+ pood
y su cuadrado (por ser coordenadas curvilineas ortogonales):

02:p2+p2¢2

= Siendo ambos problemas sistemas conservativos se conserva la energia £ = T + V.
Mas adelante veremos como derivar esto a partir de las simetrias del Lagrangiano.
Como ejercicio en el problema 6a realizaremos una primera integral de la ecuacién de
movimiento radial (pasar de ecuaciones de segundo orden en el tiempo a primer orden).
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Figura 1: Problema 6a

Recordemos el Lagrangiano y las ecuaciones de Lagrange para este caso conservativo:

d (0L(qi,qi,t)\  OL(qi, di,t)
dt( dq; ) - aq; @

donde ¢;, ¢; las coordenadas y velocidades generalizadas.

Problema 6.

De la figura se deduce que la masa m; posee un movimiento plano por lo que las coordena-
das son polares en dicho plano: p y ¢. La masa ms se mueve en el eje vertical, su coordenada
seria z (positivo hacia abajo). El vinculo es la longitud de la soga: L = z + p, por lo que los
grados de libertad son solamente dos. Elegimos como coordenadas generalizadas:p, ¢.

Teniendo en cuenta lo puntualizado anteriormente, obtenemos:

T ="+ + 5007 V= —mag(L—p)

(mq + ma)

5+ pP0?) + mag(L — p) (2)

L(p,d,p) =



Ecuaciones de Lagrange

Usamos ahora las ecuaciones de Lagrange (1]) con el Lagrangiano para ambas coorde-
nadas:

Para p:
oL . d (0L . oL . :
8_p' = (m1 +ma)p = ar <8_p) = (m1 +ma)p, 8_p = mip¢” — ma(L — p)* — mag cos(¢)

(M 4 ma)p = mypd* — mag (3)

esta ecuacion también se obtiene sumando dos de las ecuaciones de Newton (jcuales?),
por lo que la tension de la cuerda se cancela.

La ecuaciéon de Lagrange para ¢:

oL
09

oL

= mip’d 0_¢ = 0, (coordenada ciclica) py = mipo

d

= mp*d) =0 4

De se deduce la conservacién del momento generalizado py:
my p% = [, momento angular constante

despejando de aqui ¢ y reemplazando en obtenemos:

d. I
at’ = mqp?

(m1 + ma) — mayg ()

multiplicando esta ecuacién por p (factor integrante) y usando que :

. dp  dpdp dp 1dp?
t _——-— = )— = ——
o) = G = oa = a2 dp

se obtiene: ,
my =+ Mo -2 lz

dp® =

— mayg)dp



Potencial efectivo
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Figura 2: Problema unidimensional equivalente. Eqy es la energia de movimiento circular, las otras
dos energias tienen dos puntos de retorno (cuando Ver(p) = E).

que puede ser integrada para obtener:

my —I—mg(_2 ,2) ( lg > ( lz )
—(p" — =( - —m —( = —m
B P —Po 2map? 29pP oM 2900
finalmente queda:
e m2'2+V()—E tante, donde  V,(p) = : (6)
.+(p) = E constante, donde Lr(p) = ~ — Mo
5P r(p 1(p) =5 — ma9p

La ecuacion (@ define un problema unidimensional equivalente en la coordenada p. Al

’ . 2 . . /e . .
término 5—:— se lo denomina potencial centriifugo pues es repulsivo y proviene de un valor
mip

no nulo de momento angular .
Como en el caso unidimensional esta conservacién nos permite definir para valores dados

de E (energia) y de [, (momento angular) los valores posibles de la coordenada p (usando
que la parte cinética debe ser positiva):

Condiciones iniciales

Para el problema se tiene que a t = 0:
y . mi1 o
pP=po PoPo=1vo =Ll.=mipvo po=0 = FE= 7% + Magpo

En este caso E es la energia a menos de una constante —msygL, o tomando el cero de potencial
en z = —L para la masa mo.



Pregunta ;Cuanto debe valer vy para que m; tenga una trayectoria circular de radio p,?

De la Fig. 2 la energia debe ser la minima posible, para lo cual p, debe satisfacer %/—;f po =0

y E = V.¢(po). Usando @ y el valor de [, obtenemos una condicién sobre vy:

ma

Vo =/ —9pPo
mi

como py = 0, se cumple tiene £ = V,;(py) = %ngp()

Se pide al alumno que verifique este resultado usando movimiento circular uniforme para
la masa mq, caso en el cual la fuerza centripeta es la tensién que es igual al peso de ms.

Es util parametrizar la velocidad inicial en funcién de un parametro s,

Vo = +/S539P0

tal que si s = s9 = my/my se tiene un movimiento circular. Si s < s, 7hog es el menor punto
de retorno, si Si s > sqg, po es el mayor punto de retorno. Los puntos de retorno se obtienen
de:

E = %(5 + 250)gpo = (%)29/)03 +magp = (54 2s0) = su’+2su donde u= ,0_
0

se verifica que u = 1 es solucién, por lo que p = py es un punto de retorno. Factorizando
(u—1) de la ecuacién ctibica se obtiene una ecuacién cuadrética para u cuyas soluciones son:

s+ /82 + 8sps

480

u =

solamente la raiz positiva es la fisicamente correcta, por lo que el otro punto de retorno es

el valor positivo de:
., SE/s?2+8sps
p = 1 Po

Tension de la cuerda

En esta parte de la guia usaremos una de las ecuaciones de Newton para hallar la fuerza
de vinculd'] Basta plantear la ecuacién de movimiento para la masa ms :

- m29))

1 2

(

meZ =—T+mqg = T:m2<g—

my + mg “myp?

donde aqui 7T es la tension de la cuerda, y se ha usado .

!La otra alternativa es usar mutiplicadores de Lagrange.



