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1. Breve introduccién tedrica

Recordemos brevemente el formalismo de Hamilton-Jacobi. Es una trans-
formacién canénica cuya funcién generatriz S(g, P,t) lleva a un Hamiltoniano
K =0, por consiguiente obedece la ecuacién:

9S(q, P, t)) 0S(q, P,t)
dq ot

K=H <q, =0 (1)
Esta ecuacién en derivadas parciales se resuelve usualmente por el método de
separacion de variables. Como K = 0 los nuevos momentos P y nuevas coor-
denadas @ son constantes pues son ciclicos. La solucién general del problema
depende de n constantes a; que se toman como los nuevos momentos P; = «;.
Las nuevas coordenadas constantes se las denomina @); = ;. Finalmente se
vuelve a las coordenadas y momentos originales usando las ecuaciones de trans-
formacién (tipo Fy en este ejemplo):

05(q, a,t) dS(r, a, t)

p= dq ) B = T) (2)

Vamos a explorar un problema que nos ayudara con el problema 4.

1.1. Particula libre

En este caso la ecuacion de H-J es:
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Vemos que todas las coordenadas y el tiempo son ciclicos. Usemos las separacién
en las coordenadas proponiendo:

S(q, Pt) = aaw + oy + a2+ 6(t) = o 1+ §(t) (4)
remplazando en (2) obtenemos que:

M) = —a> = o) = ——a’t (5)

:2m T 2m

donde a? es el cuadrado del vector o = (v, vy, ;). Las constantes de separa-

cién «; son los momentos lineales conservados en cada direccién. En este caso
la energia E = ﬁoﬂ, no se usa como constante de separaciéon. Dejamos al
alumne que termine de obtener la solucién de la particula libre en coordenadas

originales.



1.2. Particula de carga ¢ en campo E(¢) uniforme

En este caso la ecuacion de H-J es:

L|(98Y, (98), (95

2m |\ Oz dy 0z
donde se us6 que el potencial de la particula de carga ¢ en un campo uniforme
E(t) es V = —¢E(t) - r. Vemos que ahora ni las coordenadas ni el tiempo son

ciclicos. Usaremos nuestra experiencia con la particula libre para proponer el
anzat:

dS(q, P,t)

—qE(t) -r+ e

=0, (6)

S(r o t) =~(t) - r+ o(t), (7)
lo que hemos hecho es usar que el momento cambia con el tiempo en presencia
de un campo E(t). Usando la primera ecuacién de transformacién

p(t)=atq [ BE)) —a-qAw) AWM= [ B ()

to to

remplazando (7) en (6), usando A(t) obtenemos que:

. 1 ot

t) = —(a — qA(t))? = t:—/ o —qAt)%dt" (9

ot) = 5 (o — qA(?)) o) =5~ to( qA(t")) (9)

donde a? es el cuadrado del vector o = (v, ay, @;). Tomamos a las constantes

de separacién «; como los nuevos momentos P; = a; son los momentos lineales
iniciales en cada direccién.

La funcién generatriz, que se denomina funcién principal de Hamilton queda:

Str.at) = (@~ A (D) ry - [ (o= gAw)Pdr (10)

Ahora vamos a usar (7) para resolver el problema original. De la ecuacién
de momentos:

p(t) = p(to) —qA(t o))  Alt,to) = */ E(t')dt (11)

to

evaluando en t = ¢y obtenemos a = p(ty).
De la ecuacién de coordenadas:

1 ! ! !
ﬂ:r—m/to(a—qA(t,to)dt (12)

evaluando en t = t( se obtiene que: 8 = r(tg).
Finalmente la solucién en funcién de las condiciones iniciales es:

£ =x(0)+ - [ (B(0) AW t))a (13)
p(t) = p(to) — qA(t, o)) (14)



1.3. Electrén en campo laser E(t = Ejcos(wt)Z (aproxima-
cién dipolar)

Si la longitud de onda del laser es grande con respecto a las dimensiones
atomicas se usa la aproximacién dipolar para el campo eléctrico del ldser E(t) =
Ej cos(wt)Zz. Si el 1aser es intenso, al actuar sobre un dtomo dado, el electrén con
menor potencial de ionizacién es ionizado. Consideremos el caso en el caso en el
cual el electrén se libera del nicleo en el origen de coordenadas con velocidad
inicial nula al tiempo t = t3. La evolucién no trivial se da en la direcciéon de
polarizacién del léser (z). Usando lo obtenido tenemos:

t
E
A, (t tg) = —/ Eq cos(wt’)dt' = —Uo(sin(wt) — sin(wtp))
to

. Usando z(to) =0y p,(to) = o, = 0:

A(t) = qwﬂ /t (sin(wt’) — sin(wto))d’ (15)
_ q(t —to) {—Eo sin(wto) — Fo (cos(wt) — cos(wtp) (16)
w wt — wity

nos interesa los casos en que el electrén vuelve al origen (recolisiona con el &to-
mo) a un tiempo t = ¢, , entonces z(t,.) = 0, por lo que, usando (16) necesitamos
cumplir:
diE(wt)lto _ E(wt,) — E(wtp)
wt wt, — wtp

La solucién gréfica de esta ecuacién se obtiene cuando la recta tangente a a
E(wt) en t = tg intercepta E(wt) en algin(os) wt,, como se muestra en la figura
1.

Este caso sirve para entender los experimentos de generacion radiacion de al-
tos arménicos cuando se aplica un ldser infrarojo sobre gases nobles (frecuencias
de radiacién emitidas wy ~ Nw, N ~ 10?2 — 103. El modelo usado se denomina
de tres pasos (simple-man model) consiste en plantear que un electrén escapa
del 4tomo por efecto tunel, inicialmente con velocidades cercanas a cero, cuando
el campo estd cerca al maximo, luego el electrén evoluciona basicamente en el
campo del laser, finalmente la mitad de los electrones vuelven a las cercanias del
atomo (ver figura 2). Se puede calcular que la méxima energia con que se vuelve
es de 3,1 U,. La energia ponderomotriz U, es la energia media adquirida por el
electron en el campo del laser. Finalmente se pueden producir varios fenémenos,
todos ellos medidos y observados experimentalmente:

1. Que el electrén que vuelve, interactia con el nicleo y pierde su energia
en forma de radiacién emitiendo fotones con frecuencia wy = Nw, con N
grande, proceso llamado HHG (High Harmonic Generation). El modelo se
valida pues de usarse ldser circularmente polarizado, el proceso de HHG
decae exponencialmente, en contraste con el suave comportamiento (pla-
teauw) medido con la polarizacién lineal. También, el plateau se centra en
energias alrededor de valor predicho.



Figura 1: Método grdfico: se traza una tangente (verde) a F(t) ent = to. El instante
en el que se cruza con F(t) define el (primer) tiempo de recolision ti.
Dependiendo del valor de to, puede ocurrir mds de una recolision. En el
ejemplo dado, hay dos intersecciones adicionales ent = t2 yt = t3. Observe
que, en el ejemplo, el valor de to estd justo después de un mdzimo de E(t),
de modo que t1 estd muy cerca (pero no es idéntico) a 3w /2. Es posible ver
que la mitad de las trayectorias al azar vuelven al origen.
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2. Puede ser que al volver el electrén choque de frente con el nicleo y se
produzca la retro dispersién eldstica (backscattering) proceso en el cual el
electrén se ioniza con altas energfas del orden de 10 U, (high-order above
threshold ionization HATT).

3. Podria también suceder que el electrén que vuelve interactia con otro
electron del atomo y que le transmita energia suficiente para ionizarlo,
quedando dos electrones ionizados, proceso denominado doble ionizacién
secuencial. También observado experimentalmente.

Estos descubrimientos han abierto la puerta a la llamada fisica del atose-
gundo (10718s), que permitird seguir y manipular la dindmica del electrén, a
diferencia de la fisica del femtosegundo (10~1%s) por la cual se otorgé el premio
Nobel de 1999 al profesor de Caltech Ahmed H. Zewail, que permite seguir y
manipular la dindmica del 4tomo en las reacciones quimicas. El premio Nobel
de 2018 fue para los que permitieron obtener pulsos laser de duracién femto-
segundo, que son usados para generar los actuales pulsos laser de duracién del
orden de atosegundos (el tiempo caracteristico de la evolucién del electrén en el
atomo es de este orden). Les dejo una referencia a los interesados.


http://materias.df.uba.ar/mca2023c2/files/2023/11/Becker_2018_J._Phys._B__At._Mol._Opt._Phys._51_162002.pdf

Figura 2: Esquema grdfico del modelo de tres pasos. La evolucion temporal de un
campo ldser polarizado linealmente E(t) estd representada por la linea ro-
ja de trazos largos, el potencial combinado del dtomo + campo ldser, se
representa en negro, mientras que el electron y su velocidad estdn en azul.

o H’\:E[f‘_l 2 3
™~ i r
L 8 W(r)=A(r) Vel 1 )RA(f)  Varin=—2A(1)
- Ocg—n

Actualizacién 2023. El texto de arriba fue escrito el ano 2020, hace unas
semanas se otorgé el Nobel de Fisica 2023 a Pierre Agostini, Ferenc Krausz y
Anne L’Huillier por sus métodos experimentales para generar pulsos de luz de
una duracién de attosegundos para el estudio de la dindmica de los electrones en
la materia. Se recomienda el video. Para mas informacién sobre las posibilidades
en el area de la salud ver la pagina de attoworld.de, o en particular pegarle una
mirada a la revista.

1.4. Caso cudntico: ¥(r,t) = exp{(iS/h)}

El teorema de Ehrenfest garantiza que los valores medios de magnitudes
cudnticas estan dadas basicamente por evoluciones clésicas.

Mas alla de esto, se puede buscar lo que se denomina una solucién cuasiclasi-
ca, a primer orden en la constante de Planck k. Para ello usaremos la ecuacion
de Schrodinger dependiente del tiempo:

L O0U(r,t)
Zhi@t

(_;;W — qE(t) -r> U(r,t) (17)

proponiendo una solucién del tipo ¥(r,t) = exp{(iS/h)} procedemos con el
célculo del Laplaciano y de la derivada parcial con respecto al tiempo:

V(exp{(iS/h)}) =

Ve {(i5/1))) = V- (V) expl(is/m} ) (19)

(V) exp{(iS/h)} (18)

St .

= (%)(VQS) exp{(iS/h)} + (%)Q(VS) : (;L(VS> exp{(iS/h)})
(20)
o) _ i) 05

o = ()5 ep{ S/} (21)


https://www.youtube.com/watch?v=5e83QRGoRCo
https://www.attoworld.de/fileadmin/user_upload/tx_attoworld/News/NewsLetter/Content/2022_V03_Newsletter.pdf

usando estas expresiones en la ecuacién de Schrodinger cancelando factores co-
munes no nulos obtenemos:

1o 08 e

Esta ecuacién da una fase real S si consideramos el caso cuasiclasico, en el cual
h — 0, por lo que la funcién de onda en esta aproximacién es la ecuacién de
Hamilton Jacobi para la fase Si.:

8830
ot

%stc —qE(t) v+ =0 (23)
Esto es consistente con haber cancelado la fase comin, pues S, es real.

Sin embargo para nuestro problema, el valor obtenido para S satisface la
ecuacion de Hamilton Jacobi y es lineal en r por lo que su Laplaciano se anula
y no necesitamos invocar a la aproximacién cuasiclasica.

Por consiguiente ¥(r,t) = exp{(iS/h)} con S dado por la ecuacién (2) es
solucién exacta de la ecuacién de Schrodinger (17).

wirt) = expf (1o~ aA@) x5 [ (@ —aA@)Par} @)

Notemos que soluciones exactas de la ecuacién de Schrodinger dependiente
del tiempo se cuentan con los dedos de una mano. Esta solucién se denomina
funcién de onda de Volkov. Y se obtiene en un curso de Mecéanica Clasica.
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