Mecanica Clasica - 1ler cuatrimestre de 2024

Guia 2: Principios variacionales y simetrias.

Principios variacionales

1. Se sabe de manera empirica que una particula cae (cerca de la superficie terrestre) una determinada
distancia h en un tiempo t. = y/2h/g, pero no conocés el tiempo de caida para otras alturas distintas
a h. Suponé que también se conoce el lagrangiano del problema pero, en lugar de resolver la ecuacién
de movimiento, probas una forma funcional y(¢) = at® + bt + ¢, tomando y = 0 en el suelo con el eje
y apuntando hacia arriba.

(a) Encontrd relaciones entre los coeficientes a, by ¢ para que se cumplan las condiciones de contorno
y(0) = hyy(t:) = 0.

(b) Reemplazando estas relaciones en la integral / = [ £ dt, mostrd que la misma resulta un extremo
cuandoa = —g/2,b=0y c = h.

2. Una particula estd sometida a un potencial del tipo gravitatorio V' (r) = —k/r. Encontré la relacién
entre el periodo 7 y el radio a de las drbitas circulares (o sea, la tercera ley de Kepler) considerando
pequeiias variaciones respecto de las mismas y usando el principio variacional de Hamilton.

3. Una particula de masa m se mueve en un potencial anarménico V (z) = kx?/2 + Bz*/4. En principio,
no conocemos la solucién de la ecuacion de movimiento pero, por la forma del potencial, sabemos que
el movimiento es periédico y pasa por x = 0 cada medio periodo. Es decir, z(0) = 0y z(7/2) = 0,
con 7 = 27 /w. Proponemos, entonces, una familia de soluciones de la forma:

z(t) =a+ct+ Z by, sin(nwt)
n=1
(a) Si la amplitud es pequeiia, el potencial es similar al arménico y es sensato considerar b, = 0
Vn # 1. Usé el principio de Hamilton (con el potencial completo) para obtener los tres pardmetros
restantes y halld 7(b;).

(b) La solucién exacta (que podés hallar ayudandote con algiin programa) es:
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donde K es la denominada integral eliptica completa del primer tipo, z = A?B/ky Aes la

amplitud del movimiento. De acd podemos definir un factor de correccion anarmonico f(z) como

T = 10f(2), donde 15 = \/2;— es el periodo del oscilador armonico sin el término andrmonico.

/m

Compari los factores de correccion obtenidos por el procedimiento aproximado y del resultado
exacto. Pensa que usaste solo el primer término de la serie. ;Qué opinds de la comparacion?

4. Una particula de masa m estd sometida a un potencial arménico V' (z) = kz?/2. Encontré la ecuacién
de movimiento minimizando la accién de la siguiente manera:

(a) Dividi el intervalo de integracion, [t;, ], en n partes iguales de tamafio At = %

(b) Discretiza la coordenada x segin z, = x (¢At) (con ¢ = 0,...,n) y hacé lo propio con las
derivadas: ©, = W (conf =0,...,n —1). Reemplaz4 la integral por una sumatoria.



10.

(c) Imponé la condicién de extremo 05/0z, = 0 V/¢. Tomd el limite n — oo e interpretd el resultado.

Para pensar: ;por qué en este problema obtuvimos la ecuacion de movimiento mientras que en los
anteriores obtuvimos las soluciones r(t) -es decir, las soluciones a las ecuaciones de movimiento-?

. Halla la curva de longitud minima que une dos puntos dados sobre la superficie de un cilindro.

. Segun el principio de Fermat, la luz sigue la trayectoria que extremiza el tiempo empleado en recorrerla,

que en dos dimensiones puede escribirse como

to 1 2
7':/ dt:—/ n(z,y)ds,
t1 c 1

donde n = ¢/v es el indice de refraccion del medio que la luz atraviesa. Rail maneja un rastrojero
por la Ruta 12 camino a Crespo, Entre Rios. Es un viernes calurosisimo de Febrero y el indice de
refraccion del aire puede aproximarse segin n(z,y) = no(l + y/h), donde y es la altura sobre el
piso, mientras que ng ~ 1y h ~ 10m son constantes. Mostrd que la trayectoria de la luz estd dada
por y(x) = —h + acosh((z — z¢)/«a), donde ' y x( son constantes de integracién. Graficd algunos
ejemplos de los rayos que le llegan a Radl.

Simetrias

. Halla qué magnitudes, ademads de la energia mecénica, se conservan para una particula sometida a los

siguientes campos gravitatorios/electrostéticos (;importa cudl de los dos es?). En cada caso, indica
claramente donde estds ubicando el sistema de referencia y qué coordenadas generalizadas utilizés.
Nota: considerd que todos los cuerpos mencionados son homogéneos.

(a) El producido por una esfera.

(b) El producido por un cilindro infinito. ;Como serian las orbitas de los planetas si el Sol fuera esto?
(c) El producido por un plano infinito.

(d) El producido por una hélice circular infinita.

(e) El producido por una red unidimensional de puntos separados uno del otro una distancia d.

(f) El producido por un toro circular.

. Escribi, usando coordenadas esféricas, el lagrangiano de una particula sometida a un potencial con

simetria esférica. ;Son ambos dngulos ciclicos? ;No deberian serlo si se conserva el momento angular
como vector? ;Por qué el lagrangiano parece tener rota una simetria que estd presente en el problema
fisico?

. Dos particulas interactian mediante un potencial V' (r; — rg). Demostrd que el impulso angular se

conserva si y s6lo si V(r; — ry) = U(|r; — ral), es decir, si el potencial depende Gnicamenente de la
distancia entre las particulas. Relaciona esto con lo discutido en el problema 4 de la guia de repaso.

Considerd una particula de masa m en presencia de un campo gravitatorio uniforme g. La particula
estd unida a un punto fijo por medio de una varilla sin masa de longitud ¢ (péndulo esférico para Ixs
amigxs).

(a) Escribi el lagrangiano del sistema tomando como coordenadas generalizadas los dngulos esféri-
cos, con el eje z alineado con el campo gravitatorio y el origen coincidiendo con el punto fijo.
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(b) Notd que el lagrangiano posee simetria de traslacién temporal y, por lo tanto, la funcién de energia
h es una constante de movimiento. Mostrd, ademds, que h coincide con la energia mecénica F.

(c) Nota que el problema también posee simetria de rotacion en torno al eje z. ;Qué coordenada
resulta ciclica debido a esta simetria? Hall4 la magnitud conservada asociada. ;Te es familiar?

(d) Usando la conservacion anterior, escribi la energia mecanica en términos de un tnico dngulo y su
derivada temporal. Identificd un término efectivo de energia cinética y otro de potencial efectivo.
Grafica este ultimo y describi cualitativamente los posibles movimientos del péndulo esférico.

(e) Indica qué condiciones iniciales debemos darle al sistema para que la varilla mantenga un dngulo
fijo o con respecto a la vertical (es decir, para que el movimiento sea el de un péndulo cénico).

11. Tres particulas de masas m;, mo y mg estdn enhebradas en un aro. Las particulas
interactian de a pares a través de tres resortes iguales con V' (6;,0;) = 5(0; — 0;)?,
donde 7,7 = 1,2,3, y x es una constante (;qué unidades tiene?). Usando el

teorema de Noether, halld las magnitudes conservadas.

m;

12. Usando coordenadas cartesianas, escribi el lagrangiano de una particula moviéndose en un campo
gravitatorio g = —gé,. Mostrd que una traslacion infinitesimal en la direccién z deja invariante a la
variacién de la accidn y, por ende, a las ecuaciones de movimiento. Si esto te sorprende, intentd explicar
por qué es razonable que el problema presente esta simetria. Una vez superada la sorpesa, usa el
teorema de la buena de Emmy para hallar la ley de conservacién asociada, junto con las conservaciones
asociadas a traslaciones en x e y.

El lagrangiano también tiene tres simetrias galileanas. Pensd como se escribe un cambio infinitesimal
de sistema de referencia, y encontrd otras tres cantidades conservadas. Mostrd que las seis leyes de
conservacion obtenidas te permiten resolver de manera algebraica la evolucion temporal del sistema
sin resolver ninguna ecuacidn diferencial.

13. Considera nuevamente el problema 7 de la guia 1, utilizando el sistema de referencia y de coorde-
nadas sugerido en el inciso (b) del mismo. El lagrangiano depende explicitamente del tiempo y la
Unica coordenada generalizada que describe al sistema no resulta ciclica, por lo que no hay cantidades
conservadas que se desprendan por inspeccion directa del lagrangiano. Halld una transformacion de
Noether asociada a alguna simetria del problema y obtené la cantidad conservada asociada. Interpreta.

14. El problema de tres cuerpos que interactian gravitatoriamente es sumamente complejo, pero si uno de
ellos es mucho menos masivo que los otros dos, se puede tomar el siguiente atajo: resolver analitica-
mente el problema de los dos cuerpos de mayor masa y luego estudiar el movimiento del cuerpo liviano
en un potencial dependiente del tiempo dado por el movimiento (ya predeterminado) de los otros dos.
Con esto en mente, considera un sistema binario formado por dos estrellas de masa similar que orbitan
una en torno a la otra manteniendo constante la distancia entre ellas, siendo 7 el periodo de dicha 6rbita.
Usando soélo esta informacién, obtené una cantidad conservada para la trayectoria de un planeta que
habita este sistema binarid’l

Ayuda: mird el problema 7 de la guia 1

*Notd que lo tnico que tenés que saber sobre la interaccidn gravitatoria es que es conservativa y que satisface la version fuerte
de la tercera ley de Newton. En otras palabras: se deriva de un potencial que depende tinicamente de la distancia entre los cuerpos.



