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Guia 3: Fuerzas centrales y dispersion

1. Una particula de masa m se mueve en un potencial generado por un centro de fuerzas fijo en el origen.

El potencial tiene la forma V'(r), siendo r es la distancia entre la particula y el origen de coordenadas.
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(Cuantos grados de libertad tiene el problema? Pista 1: la respuesta es tres.

A partir de las simetrias del problema, indicd las cantidades conservadas. En particular, mostra
que el vector momento angular de la particula se conserva. Conclui que el movimiento sera plano.
(Es vélido decir que dicha conclusién le impone un vinculo al problema? Pista 2: ver la pista 1.

Sabiendo que el movimiento serd plano, elegi un sistema de coordenadas generalizadas amigables
y mostrd que la evolucion de una de ellas serd completamente trivial (se mantiene constante).

Después de haber discutido y comprendido todo lo anterior, podés relajarte y escribir un la-
grangiano L(r, 7, ¢) sin sentirte unx delincuente. Hacelo y obtené la ecuacién de Euler-Lagrange
para r. A partir de ella, y definiendo u = r~!, deriv4 la ecuacién diferencial para la 6rbita:

donde ¢ es el mdédulo del momento angular.

Mostrd que las Orbitas serdn simétricas respecto de el/los punto/s de retorno.

Desde aqui y hasta que termine el problema, particulariza la ecuacion de la 6rbita para V (r) = —%

con k > 0 (problema de Kepler), Mostra que la solucién mds general puede escribirse como:
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donde definimos la excentricidad ¢ = %.

de la ecuacidn de la orbita y, por ende, quedan determinadas a partir de las condiciones iniciales.

Noté que € y (o, son las dos constantes de integracion

(Como se relacionan € y ¢, con la posiciéon de maximo acercamiento al centro de fuerzas?

Mostrd que la excentricidad puede escribirse en términos de la energia y el momento angular de

la 6rbita segun:
202

mk?

Verificd que las orbitas son secciones conicas y clasificalas en funcién de los posibles valores de

e=1/1+

€. “Verifica” significa que podés simplemente googlear la forma polar de las secciones conicas.

En el caso de orbitas ligadas (es decir, las elipticas), mostra que la érbita puede escribirse:
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donde a es el semieje mayor de la elipse y tomamos la convencion usual de elegir ¢g = 0.

Siguiendo en el caso de 6rbitas elipticas, demostrad la tercera ley de Kepler. Ayuda: mostrd primero
que la velocidad areolar es constante y escribi dicha constante de manera conveniente.



2. A veces, la ecuacion diferencial que obtuviste en el inciso (d) del problema 1 resulta un poco intimi-
dante. En esos casos, puede ser mds ameno disponer de una relacién integral entre v y ¢. Para ello:

(a) A partir de la conservacion de la energia mecdnica 'y del momento angular ¢, mostra que:
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con C una constante de integracion. Notd que, de ser resuelta, esta integral nos da r(t) y, reem-
plazando en la conservacion de {, obtenemos p(t) (y por ende o(t)); lo cual resuelve el problema.

(b) Usd la conservacion del momento angular para eliminar dt¢ de la expresién anterior y obtener:
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(c) Particularizd la dltima ecuacion al caso de un potencial que sigue una ley de potencias V (1) = kr®
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y verificd que, en el caso s = —1, recuperds la 6rbita de Kepler. Nota: esta integral también es
resoluble de forma analitica y cerrada en el caso s = 2 (oscilador isotropo). Tenela a mano.

3. Dos particulas interactian gravitatoriamente y orbitan una en torno a la otra de manera ligada. El
periodo del movimiento es 7. En el instante de maximo alejamiento entre las particulas, éstas se
detienen subitamente. Hall4, en funcion de 7, cudnto demoran en chocar usando estos dos enfoques:

(a) Enfoque conservador: escribi la ecuacion diferencial para r y expresa el tiempo en términos de
una integral. Evalud la integral ayuddndote con una computadora.

(b) Enfoque canchero: la 6rbita subsiguiente al instante en que las particulas se detienen puede pen-
sarse como un tipo muy particular de elipse. Pensa como es esa elipse y obtené el resultado
usando Unicamente la tercera ley de Kepler.

Aplicacion: si un dios decidiese repentinamente detener el movimiento orbital de la Luna con respecto
a la Tierra; ;cudnto tiempo tendriamos para arrepentirnos de nuestros pecados?

4. Una particula de masa m se mueve bajo el potencial V = kr?/2 (oscilador is6tropo).
(a) Halla el potencial efectivo y describi las orbitas posibles en funcion de las condiciones iniciales.
(b) Encontré el periodo de las orbitas circulares.

(c) Escribi el lagrangiano en cartesianas y resolvé las ecuaciones de movimiento en el caso general.
Mostrd que las drbitas son elipses. ;Qué diferencia tienen con las elipses del problema de Kepler?
Obtené la ecuacion de la drbita (). Discuti la diferencia (si la hay) entre ¢ y w = \/k/m.

5. Una particula de masa m se mueve en un campo de fuerzas F(r) = (—k/r2 + ¢/r®) é, con ¢, k > 0.
(a) Escribi la ecuacion diferencial para u = 1/r en funcion del dngulo ¢ y resolvela. Mostrd que:
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(b) Mostra que si redefinis el angulo ¢ y el momento ¢ de manera conveniente, la ecuacion diferencial
de la orbita de este problema se reduce a la de Kepler. Concilia esto con el resultado anterior.
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(c) Mostra que la orbita resulta una elipse que precede en el tiempo. La frecuencia de precesion puede
definirse como el cociente entre el desplazamiento angular del perihelio y el periodo (entendiendo
por periodo el tiempo que demora la particula en volver a alcanzar el perihelio). Calculala.

6. Una particula de masa m se mueve bajo la influencia de un potencial central V (r) = k/r2.

(a) Hallé la ecuacion de la trayectoria de la particula como funcién de constantes de movimiento
para el caso en que el potencial sea repulsivo y £ > (. Interpretd el movimiento bidimensional
(r, ) en términos del problema unidimensional equivalente. Dibujé la trayectoria. Calcula las
direcciones de las asintotas, si las hubiere. ;Qué ocurre cuando £ = 0? Verificd que en el limite
k — 0 la solucidn hallada es la fisicamente correcta.
Nota: fijate que en este caso podés hacer una redefinicion similar a la que hiciste en el problema
5 (b) y recuperar un viejo conocido. ;Quién es ese viejo conocido?

(b) Suponé ahora que el potencial es atractivo y que [? < —2mk y FE < 0. Interpret4 el movimiento
bidimensional en términos del problema unidimensional equivalente. Dibuja la trayectoria. Cal-
culd el tiempo que tarda la particula en llegar al origen si partié de un punto de retorno. Para
calcular la trayectoria, es comodo tomar ¢ = 0 en el punto de retorno ry.

(c) ¢Qué ocurre cuando /2 > —2mk > 0?

Ayuda: te encontrards con integrales espeluznantes. Mantenete cerca de Wolfram Alpha.

7. Una particula de masa m se mueve en un campo de fuerzas central F'(r) = (—kr + ¢/r3)é,.
(a) Escribi el lagrangiano y halla las constantes de movimiento.

(b) Halld r (). Podés volver a aprovechar la triquifiuela de redefinir el 4ngulo y el momento angular.
(c) Grafica cualitativamente la trayectoria de la particula para ¢ = 0 (joscilador isétropo!) y ¢ # 0.

(d) Pensa en qué casos la 6rbita no serd cerrada y calculd la velocidad angular de precesion.

8. Una particula de masa m se acerca al origen de coordenadas bajo la accién de un potencial V' (r) que
tiende a cero cuando r — oo, de modo que en el infinito la trayectoria es una linea recta con velocidad
vy parametro de impacto s.

(a) Encontrd una relacion entre s y el dngulo y en el que la particula se desvia respecto de su trayec-
toria original.

(b) Aplicé el resultado a potenciales de la forma V' = k/ry V = k/r?, donde las constantes k pueden
tener cualquier signo.



