Mecanica Clasica - 1ler cuatrimestre de 2024

Guia 7: Ecuacion de Hamilton-Jacobi y variables de dngulo accion.

1. Una particula de masa m se mueve en una dimension bajo la influencia de un potencial V().

(a) Escribi la ecuacién de H-J dependiente del tiempo y encontrd, por separacion de variables, la
funcién S en términos de una expresion integral para la funcion W, donde S(z,t) = W(x) — Et.

(b) A partir de la funcién S, considerada como una funcién generatriz de tipo F5 que conduce al
hamiltoniano K = 0, encontrd una ecuacién implicita para z(¢). Mostra que el mismo resultado
se obtiene por los métodos elementales de Fisica 1.

(c) A partir de la funciéon W, considerada como una funcidn generatriz de tipo F, que conduce al
hamiltoniano K = F, encontrd una ecuacién implicita para x(¢) y observa que es equivalente a
la del item anterior.

2. Una particula estd sujeta a una fuerza que aumenta linealmente con el tiempo, de modo que su hamil-

toniano es
P
H=— —mAitx.
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Resolvé la ecuacién de H-J y a partir de la solucién encontrd el movimiento (x(t), p(t)) de la particula.
(Qué representa fisicamente la constante arbitraria que aparece en S?

Pista: La ecuacion no es separable, pero se puede proponer una solucién de la forma S(x,t) = f(t)x +
g(t).

3. Una particula de masa m se mueve en el plano § = 7/2 bajo la influencia de un potencial central
V(r). Separando la ecuacién de H-J en coordenadas polares, encontrd las ecuaciones implicitas que
determinan 7(t) y (). Mostrd que los mismos resultados se obtienen por los métodos elementales de
Fisica 1.

4. Una particula de masa m se mueve bajo la influencia de un potencial central V' (r). Sin asumir que
el movimiento es plano, separd la ecuacion de H-J en coordenadas esféricas. Usando las relaciones
pi = 05/0q;, encontra potenciales efectivos para el movimiento en 7 y en 6, e interpretd fisicamente

las constantes de separacion.

5. Considerd un sistema fisico cuya energia cinéticaes 7' = %(q% +43)(¢3 + ¢3) y cuya energia potencial
resulta V = (¢? + ¢5)!, donde q1, ¢2, ¢1 'y ¢2 son coordenadas y velocidades generalizadas. Cudl
es la ecuacion de Hamilton—Jacobi para este sistema? Resolvé esta ecuacion para encontrar la funcién
principal de Hamilton S. Deduci de alli el comportamiento dindmico del sistema.

6. Mostra que en los siguientes casos la ecuacion de H-J es separable:

(a) En coordenadas cilindricas, una particula sujeta a un resorte fijado al origen.

(b) Usando los dngulos de Euler, un giréscopo.



(c) En coordenadas esféricas, una particula en un potencial de la forma
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V(r.0,¢) =a(r) +
En todos los casos, encontrd potenciales efectivos para los momentos.

7. Para una sujeta a un resorte que se mueve en una dimensién (oscilador arménico):

(a) Hallé el hamiltoniano y las ecuaciones de Hamilton. Repasd los diagramas de fase.

(b) Usando la funcién generatriz Fi(q, () encontrada en el ejercicio 10 de la guia anterior, que
resultaba en el hamiltoniano K (Q, P) = wP, mostrd que (), P) son variables dngulo accion.
Hall4 el 4rea encerrada por las curvas de F (energia) constante en el espacio de fases, y compara
con el drea encerrada por las del item (a).

8. Un oscilador arménico bidimensional (no is6tropo) tiene un hamiltoniano dado por
1
H = 5(p1 +p3 + wid) +widy).

(a) Mostra que la ecuacién de H-J es separable y escribi su solucion en términos de integrales.

(b) Usando la parte independiente del tiempo de la solucién, encontrd la ecuacién que relaciona ¢
con ¢, y la que relaciona ¢y, go y t. A partir de estas dos ecuaciones, encontrd ¢, (t) y ga(t).

(c) Calcula las variables accion Ji(q,p) y J2(q,p) y escribi el hamiltoniano en funcién de ellas.
Calculd las frecuencias de las variables angulo.

(d) Calculd las variables dngulo w1 (q, p) y wa(q, p).

9. Considera el hamiltoniano H = ﬁpf + #(pg — kq1)%. Resolvé el problema utilizando la técnica de
Hamilton—Jacobi. Encontré la 6rbita general de la solucién de la ecuacion de H-J. ;Qué sistema fisico

podria corresponder a este problema? Resolvé este problema de otras tres maneras:

(a) Escribiendo y resolviendo las ecuaciones candnicas.

(b) Haciendo una transformacién canénica con Q)1 = Ap;, P = B(py — kq1), eligiendo Qs y P
convenientemente (A y B son constantes), resolviendo para (); y P; y luego antitransformando.

(c) Por medio de variables de dngulo—accion.
10. Considerd un péndulo fisico, es decir, un pingiiino real (no puntual) que puede moverse en un plano

vertical con alguin punto fijo sobre su eje de simetria. El momento de inercia del pingiiino respecto al
punto fijo es /. Hay gravedad.

(a) Mostra que el hamiltoniano resulta H = %I (pi — 2a? cos 1)), donde v es el dngulo que forma el
eje del pingiiino con la vertical, p,, su momento conjugado y v una constante a determinar.

(b) Arma los diagramas de fase. Halld puntos de equilibrio y discuti su estabilidad. Obtené la curva
separatriz y dibujala. Determind los movimientos de libracidn y rotacion posibles y sus periodos.
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(c) Mostra que el area encerrada por la separatriz es 16«. Conclui que el maximo valor de la variable
de accion para el movimiento de libracién es 8a/7.

11. Un pingiiino de masa m se mueve en el potencial V' (z) = mz)‘Q (|| — a)®. Obtené las ecuaciones de

Hamilton y dibuja los diagramas de fase, prestando especial atencidn a los cercanos al origen. Mostra

que el espacio de fases se divide en 3 regiones invariantes, y en cada una se definen distintas variables
de dngulo—accién. Halla la variable de accion en funcién de £ en cada caso.

12. Considerd una particula con hamiltoniano H = % + V(q) para cada uno de los siguientes casos:
V(g) = —k*/q+1*/2mq® y V(q) = ymw’q® + I /2mq”.

(a) Dibujd los diagramas de fase, escribi las ecuaciones de las curvas separatrices e indica las regiones
que corresponden a movimientos de libracién y rotacion.

(b) Para los movimientos de libracidn, escribi la variable de accién en funcion de la energia y halld la
relacién ¢ = (g, J), donde ¢ es la variable de dngulo. ;Cual es la frecuencia del movimiento?

(c) Encontrd la energia de las trayectorias con J = nhy [ = ph (n, p nimeros naturales; i constante).
Discuti este punto con la almohada, con tus compaierxs y con tus docentes (en ese orden).

13. Una particula se mueve en el espacio bajo la accién de un potencial central V' (|r|).

(a) Usando los resultados del ejercicio 3 (o no), calculd las variables de accién para la parte angular
del movimiento. ;Como se expresa el médulo del momento angular como funcién de las mismas?
(Bajo qué condiciones el movimiento serd peridédico?

(b) (Dificil!) Mostra explicitamente que para el problema de Kepler y para el oscilador arménico el
movimiento es periédico pero que para un potencial de la forma V' = a/r? no lo es. Halld la
frecuencia de movimiento como funcién de la energia.

(c) (Cual es la energia de las 6rbitas definidas por las relaciones J; = n;h? ;Cudnto vale el momento
angular de las mismas? (n; entero y A constante).



