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Guia 3 - Fuerzas Centrales

Hagamos un pequeno repaso tedrico para que tengan las herramientas necesarias para hacer
los ejercicios. Suponemos que tenemos un sistema de dos cuerpos en presencia de un potencial
central. El Lagrangiano se separa en una parte para el centro de masa y en otra para el
movimiento de la diferencia entre las posiciones de los cuerpos, que llamaremos 7= 1 — 7

Ly =

M 5 [T m1Mo mM1Ms
—RAy =V =L L = = 1
2 CM+2T () oM+ £, . my + mo M ()

Como Vgy = cte (usar E-L) nos enfocamos en L. Lo préximo es usar que el movimiento
es plano debido a que la fuerza es central. jPor qué? Por un lado L se conserva en médulo y
direcciéon, porque L=7FxF=0 (ver también ejercicio 13 de la guia 2). Por otro lado, 7 L=0.
Es decir que L apunta siempre en una direccién (que la tomaremos como 2) y 7 es perpendicular
a esa direccion, por lo que el movimiento es plano. Usando coordenadas polares

Lirig) =T =V = L6 +1°%) = V(r) (2)

Las ecuaciones de E-L (r y ¢) y de conservacion (h) nos dicen que
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Como ¢ es ciclica, obtenemos la conservaciéon del momento angular en 2, {. En cuanto a h,
podemos hacer la cuenta explicitamente y ver que h =T + V es la energia en este caso. O més
rapido, podemos argumentar que h = E debido a que la cinética es homogénea de grado dos
en las velocidades, T'(r, A\r, \p) = N*T'(r,7,¢), y el potencial no depende de las velocidades.

Se abren dos caminos para resolver la dinamica. Una opcién es resolver la ecuacién diferen-
cial de E-L en r. Otra opcion es reducir el problema a uno unidimensional reemplazando la
conservacion de £ en la de F
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Si queremos més informacién podemos integrar esta expresién para hallar r(¢). Sin embargo,
esa integral suele ser muy complicada de realizar. Un poco mds simple resulta pasar de r(t)
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a r(p) usando la relacién entre dy <> dt dada por la conservacién de ¢ en (4). En ese caso
debemos resolver la integral
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Resulta que resolver la integral en (7) sigue siendo bastante dificil. Hay dos casos en que
la integral es simple y se puede hacer analiticamente: una es la gravitatoria/Kepler/Coulomb,
V = —k/r, y otra es la eldstica isétropa, V = kr?/2. Ambas llevan como solucién la ecuacién
de las conicas. El truquito estd en usar la siguiente integral [Goldstein Eq. (3.51)]
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La soluciéon depende de las condiciones iniciales y del potencial.



Ejercicio 2: Nos dan el potencial de un oscilador isétropo, V(r) = §r2.

a) Escriba el Lagrangiano justificando por qué el movimiento es plano. Estudie el problema
unidimensional equivalente.

Lo que nos pide el inciso es lo que hicimos més arriba hasta la ecuacién (6), lo puse como
introduccién porque vale para cualquier potencial central. El potencial efectivo es
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donde suponemos que tenemos una sola particula, por eso aparece m en vez de p.

b) Grafique el potencial efectivo para un caso general. Encuentre el radio, la energia y el periodo
para el caso en que la orbita es circular. Analice su estabilidad.

Podemos decir que hay dos formas de dibujar V.¢(r). La primera, més cualitativa, seria
graficar los dos términos de V.s(r) por separado y luego dibujar su suma. El problema es
que, dependiendo del valor de las constantes del problema (como k,{), pueden haber varios
casos posibles, dificultandose enormemente para potenciales mas complejos. La segunda, mas
cuantitativa, es hacer un “andlisis funcional” del V,;(r).

El andlisis funcional consiste en mirar:
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dv, 2
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De los limites vistos en el andlisis funcional sabemos que el grafico debe tener la pinta
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En cuanto a la estabilidad, para el oscilador r. resulta ser un minimo (les dejo la cuenta de
derivar dos veces y reemplazar). Notar que no siempre es necesario hacer la cuenta, a veces se
puede ver la estabilidad graficamente. Aqui, como la funcién empieza y termina en +oo y hay

un dnico punto critico, no le queda otra que ser un minimo. Ahora si podemos graficar el V. ¢(r)
de la figura 1 (r > 0 siempre), con un valor arbitrario de energia en rojo.
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Figura 1: Potencial efectivo del oscilador is6tropo bidimensional.

Podemos completar el anélisis hallando los puntos de retorno, definidos como los puntos
donde 7 =0 y por lo tanto £ = V.;(r)
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Vemos que r_ corresponde al radio minimo y r, al radio méaximo.

Este potencial aparece en el ejercicio 20 de la guia 1, donde se resuelve usando cartesianas,

hallando z(t) e y(t). La version de la guia 3 serfa resolverlo hallando () segin la ecuacion (7),
usando el truquito de la ecuacion (8). Pero aqui no nos piden tanto.

De acd viene el famoso dicho de Sidney Coleman (fisico de altas energias) ‘la carrera de un
fisico consiste en resolver el problema del oscilador armoénico en niveles crecientes de abstrac-

cion’. Y lo van a volver a hacer, en su versiéon cuantica. Y de campos. Y de campos cuantica.
Y en la guia 6 y 7, usando el formalismo Hamiltoniano.

ORBITA CIRCULAR

Ya hallamos su radio r.. Como el radio es constante, entonces ©» = 0 y la energia es

E.=V(r.) = Eczu/%:k:rg (12)

Para un movimiento general, encontrar el periodo no es tarea simple porque se necesita ha-
llar una expresién para ¢(t). Recordemos que estamos usando polares, asi que el periodo de



revolucién 7, se define como
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Pero si la 6rbita es circular el asunto se vuelve casi trivial. La clave estd en notar que, debido a
la conservacion de momento angular (4), si el radio es constante entonces también es constante
la velocidad angular

(pc:—: _EWSD — TLPZ— (14)

c¢) Discuta los movimientos posibles en funcion del valor de la energia. ;Cdémo se modifica el
movimiento si, manteniendo la energia constante, aumenta el momento angular? Piense en el
limite £ — Q.

Primero que nada, para que haya movimiento la energia debe ser mayor o igual a E.. Si £ = E.
la orbita serda un circulo de radio r.. En un caso general podemos interpretar cualitativamente
como es la érbita a partir de la figura 1: la particula describe un movimiento acotado entre
dos radios (si E # E.). Y eso es todo lo que podemos decir mirando el V.¢(r). ;Seran elipses?
.Seran rombos? Solo aquel que halle r(¢) lo sabra.

Las c.i. nos fijan el valor de E' y £. En el ejercicio nos preguntan por el caso en que las c.i.
varian de forma tal que ¢ cambie pero E no. En la figura 2 estd el grafico del potencial efectivo
para dos valores de ¢ con la misma energia.
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Figura 2: Potencial efectivo del oscilador para distintos valores de ¢, con E fija.
Como vemos 7, aumenta y 7,4, disminuye. También podiamos ver esto de la ecuacién (11),

que graficamos en la figura 3 en funcién de ¢. Chequeemos algtn caso limite. Vemos que si £ — 0
entonces 7,,;, — 0. La trayectoria resultante seria una recta cayendo hacia el origen.
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Figura 3: rp, (izquierda) y e (derecha) en funcién de £ param =1,k =2y E = 19.

d) Describa la naturaleza de las drbitas cuando difieren levemente de la orbita circular. En-
cuentre la frecuencia de oscilacion radial. Haga este mismo cdlculo para el problema de Kepler
y compare ambos casos.

Si la drbita difiere de la circular en una cantidad e pequena, entonces podemos hacer un
Taylor del potencial efectivo alrededor de r =r. + €
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donde el término lineal se anula porque r. es un minimo del potencial. Si reemplazamos esta
expresion en la ecuacion diferencial de (6) (es derivar la ecuacién de la energia), llegamos a la
ecuacion de un oscilador
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Orbitas que difieren levemente de la circular oscilan entre dos radios con frecuencia radial w,
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r(t) = r. + Acos(w, t +9), Wy = \/

Como 7 ~ 1/w = 7, = 27,. Para una elipse centrada
en el origen (que es nuestro caso) esto tiene sentido: si
empezo en el semieje mayor r,,,., cuando la particula
recorra media vuelta de A a C el radio volvera a su
valor original del semieje mayor r,,4,, completando un
periodo radial. Cuando recorre toda la vuelta, volvera
al valor de r,,,, completando dos periodos radiales.

. Qué pasa en Kepler? Reinterpreten esta explicacién.



