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Guia 6 - P5

METODO HAMILTONIANO

ECUACIONES DE HAMILTON

1. Encontrar £(q,q,t).

oL
2. Defininiendo p; = obtenemos p(q, ¢, t). Invertiendo hallamos ¢ en funcién p.

A
3. Usando ¢(q,p,t) encontrar H(q,p,t) = pi(q,p,t) — L(q,4(q,p, 1), 1).

4. La dindmica se describe mediante las 2n ecuaciones de Hamilton (1° orden).
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Si alguna coordenada ¢; es ciclica, su momento conjugado p; se conserva. La misma relacion
hay entre H y ¢ (en Noether vimos la conservacién de h asociada la homogeneidad del tiempo).
Si el Hamiltoniano no depende explicitamente del tiempo, H(q,p,t) = h se conserva y es la
funcién h que definfamos antes (bueno no es una funcién... es una constante), que en muchos

casos suele coincidir con la energia.



Ejercicio 5

Nos dan una particula en un campo magnético uniforme B = BZ. Vimos en la guia 1 que
existen varias formas de elegir el potencial vector B = V x A debido a la invariancia de gauge.
Por ejemplo podemos elegir el gauge de Landau o el gauge simétrico. Vimos en la guia 1 que el
Lagrangiano en el caso general era (en unidades SI)
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Si calculamos el momento vemos que
. oL .
Pk(XaX7t):_-(X7Xat) = P:p+qA (3)
(%k

En presencia de campos electromagnéticos los momentos conjugados se generalizan de la defi-
nicién de momento mecdnico usual p = mv al momento canonico P = p + gA. Esto se debe a
que el potencial U depende de las velocidades por la presencia de fuerzas magnéticas. Notar que
P depende del gauge (depende de A), mientras que p es invariante de gauge. El Hamiltoniano

resulta ser (chequeenlo)
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GAUGE DE LLANDAU

En el ejercicio nos dicen que usemos el gauge de Landau A = Bzxgy. Ademds ¢ = 0 (no hay

campo eléctrico). El Hamiltoniano se reduce a
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Recordemos de la guia 1 que el movimiento era helicoidal, asi que ya voy adelantdndome
definiendo la frecuencia de ciclotrén w = ¢B/m. En z no hay fuerzas, por lo que aparece como

coordenada ciclica y obtenemos la conservacion de impulso candénico en esa direccion
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Vemos que y también es ciclica
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Debido a la invariancia traslacional en y, P, se conserva. Pero depende del gauge. Curioso, no?

La funcién h también se conserva porque H no depende explicitamente del tiempo.



Por ultimo en z tenemos
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Juntando ecuaciones y definiendo z = P,/mw tenemos
i =—wir—1) z(t) = +Rcos(wt + @) +
= (9)
y=—w(x—1TI) y(t) = —Rsin(wt + ¢) + ¥

La de arriba es la ecuacién de un oscilador
con origen en 7, y la de abajo me relaciona
el movimiento en y con el de z. La solucion
de la derecha es la misma que vimos en la
guia 1 usando el método Lagrangiano: el
movimiento esta descrito por el helicoide

de la figura, de radio R y centrado en R =
(z,9,0).

Si B = B2 el sistema también tiene invariancia traslacional en z... jpor qué P, no se
conservo? Porque nuestro gauge rompié esa simetria. Pero la cantidad conservada asociada a

la simetria del sistema existe. Combinando distinto las ecuaciones podemos encontrarla

P, =mwy = P,—mwy=mi—mwy=cte=P, (10)

Lo que se conserva en nuestro gauge de Landau no es el momento mecanico P, = mz, sino
este nuevo ‘momento’ P,. Usando la solucion hallada se ve que este momento también define

el centro del helicoide con § = — P, /muw.



GAUGE SIMETRICO

En la segunda parte del ejercicio nos dicen que usemos el gauge simétrico A = (B x r)/2 =

(Bzy — Byz)/2. Como ¢ = 0 (no hay campo eléctrico), el Hamiltoniano se reduce a
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con w = ¢B/m. Nuevamente, P, = mz = cte y h = H se conservan, mientras que
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donde lo que hicimos al final fue reemplazar el lado izquierdo en el derecho. Resolviendo el
sistema recuperamos la solucién helicoidal (9) hallada en el gauge de Landau, les dejo eso.

Miremos que pasa con la conservaciones
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Che pero, json estas las mismas cantidades conservadas que las del gauge de Landau? En ese
gauge notamos que P, se conservaba, pero dependia del gauge. ;Osea que la cantidad conservada
va a variar segun el gauge? Pero el sistema fisico es el mismo, la cantidad conservada debe ser
la mismal

Bueno, lo es. Lo que cambia es la definicién de momento canonico P = p 4+ ¢A en cada gauge,
por eso a veces se conserva y a veces no. La tabla que sigue aclara esto: las cantidades con

mono se conservan

Gauge Landau Gauge Simétrico
PL =mi P% = mi — mwy/2

Pl =my+ mwz | Py =my+ mwz/2

PS5 = PS5 — mwy/2

pS _ pS
Py =P + mwzx/2

Al final, en ambos gauges se conservan las mismas cantidades P, = ma —nmwy, P, = my+mwzx.



GAUGE SIMETRICO - CILINDRICAS

Encontramos 4 cantidades conservadas: {]533, f’y, P,,h}, asociadas a las invariancias traslacio-
nales del sistema, tanto espaciales como temporales. Pero si B = BZ, también hay simetria de
rotacion en Z... j por qué no aparecié L,? Bueno en realidad si aparecio, solo que no explicitamen-
te: combinando las ecuaciones de movimiento en cartesianas se puede encontrar la conservacién
de L,.

En el gauge de Landau habia invariancia explicita en y. En el gauge simétrico no habia ni
en  ni en y. Pero si lo escribimos en cilindricas vemos que A = B2 x (r# + 22)/2 = (Br/2)6.
Para calcular H hay que tener un poco de cuidado con que py = mr20 no tiene unidades de

momento lineal, sino angular. Finalmente

H
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donde Py = py + qrAy. Vemos que en este gauge 6 es ciclica: se mantiene explicitamente la
simetria rotacional! Trivialmente obtenemos, en este gauge con estas coordenadas, la conserva-

cién del momento angular candnico L, = Py = mr20 + mwr?.

Resumen: En H, en vez de E y B aparecen los potenciales de gauge ¢ y A. Por lo tanto,
H y los momentos candnicos P dependen del gauge. Esto hace que en cada Hamiltoniano
aparezcan distintas coordenadas ciclicas, con sus momentos conservados asociados. Sin embargo,
el problema fisico real, junto con todas sus conservaciones, es independiente del gauge que
elijamos usar para describirlo. Y efectivamente podemos chequear con cuidado que en cada

gauge las soluciones y las cantidades conservadas (que son varias) son las mismas.



Ejercicio 3

Nos dicen que una particula en un campo gravitatorio uniforme se mueve sobre la superficie
de una esfera. Pero nos dan un vinculo especial: el radio de la esfera no es fijo, sino que varia
en el tiempo segin alguna funcién conocida r = r(t).

El Lagrangiano en esféricas, imponiendo el vinculo r = r(t), viene dado por
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Es MUY importante notar que, debido al vinculo, el Lagrangiano no es funcién de (1,6, ¢),
sino de (0, ¢,t). Es decir que este Lagrangiano si depende explicitamente del tiempo, por lo
que la funcién h no se conserva. Claramente lo mismo se obtiene si lo vemos del punto de vista

Hamiltoniano. Les dejo chequear que

H(O, ¢, Do, Do t) = pel + psd — L

2 2
= ——(t)? + — (r?fy + T<t)f§in29) +mgr(t)cost (16)
Notar que en la definicion de H no incluimos a r porque ya no es una variable. H también
depende explicitamente del tiempo, por lo que no se conserva.

En el capitulo 8.2 del Goldstein (2° Edicién) hay otro ejemplo con vinculos dependientes
del tiempo que puede ser ilustrativo. La intencién es resaltar una diferencia sutil entre £ y H.
Mientras que la magnitud de £ = T — V no se altera con distintas elecciones de coordenadas
generalizadas (aunque su forma funcional sf), la magnitud de H si cambia. Con esto queremos
decir que puede que en un sistema H sea una cantidad que conserve, pero que en otro conjunto
de coordenadas sea una cantidad completamente distinta que no se conserve. Veamoslo con un
ejemplo.

Supongamos una masa unida a un resorte cuyo extremo esta fijo en un auto sin masa que

se mueve con velocidad constante vy.
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Figura 1: Problema del Goldstein.



Sistema 1: Tomamos como coordenada generalizada la posicion x de la masa en un sistema fijo.

El Lagrangiano es

ma?

L(x,2,t) =T -V =— ——(x—vt)> = mi=—k(z—uvyt) (17)
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Una forma simple de resolver esta ecuacion es definir la cantidad
¥=x—vt — mi'=—ka (18)

donde 2’ es el desplazamiento de la masa relativo al auto. Esta ecuacién nos dice entonces que
para un observador en el auto la particula exhibe un movimiento oscilatorio arménico, como

esperariamos del principio de Relatividad de Galileo. El Hamiltoniano viene dado por
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H(x,p,t)—T—l—V—Qm—I—Q(x vo t) (19)

El Hamiltoniano es la energia total, que no se conserva porque depende explicitamente del
tiempo. Esto se debe a que existe un mecanismo externo (el motor) que ejerce una fuerza no
conservativa que hace trabajo para mantener el auto moviéndose con velocidad constante frente

al movimiento del resorte.

Sistema 2: Tomemos ahora a la coordenada relativa ' como coordenada generalizada. Recor-
demos que no podemos escribir a £ desde un sistema no-inercial. Lo que hacemos es reemplazar

r=1a+uvyten (17)
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L, i) = mg + muy &’ + % — z (20)
El Hamiltoniano resulta
oL , (p —muo)?  ka'?  mud mua
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El Hamiltoniano cambié en magnitud: ahora H’ no es la energia total del sistema, pero si se
conserva. F’ es la energia de la masa desde el auto en movimiento. Se puede verificar que ambos

sistemas describen el mismo movimiento de la particula.



