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Capitulo 1

Mecanica de Newton

La mecénica de Newton (también llamada mecdnica vectorial) se basa en
sus tres leyes que adaptamos aquf a la nomenclatura de la materia:

i) Un punto material (o particula) sobre el que no actian fuerzas per-
manece continuamente en reposo o en movimiento rectilineo y uniforme.
(Esta ley establece el marco de referencia en el que son validas las otras
leyes; se entiende que no actian fuerzas sobre el punto material si no existe
ningin agente que las ejerza, tal como otra particula o cuerpo extenso, hilos,
resortes, cuerpos muy masivos que produzcan atraccién gravitatoria, cuer-
pos cargados y corrientes eléctricas si el punto material tiene carga eléctrica,
etc.. Si en tales condiciones el punto permanece en reposo o se mueve con
velocidad constante, entonces se estd en el marco adecuado, que es el que
conocemos como sistema de referencia inercial).

ii) Si sobre la particula actian fuerzas la tasa de cambio de la cantidad
de movimiento lineal de la particula es igual a la fuerza total. (Se entiende
por cantidad de movimiento lineal al producto de la masa de la particula por
su velocidad, y por tasa de cambio la variacién por unidad de tiempo; nétese
ademas que las fuerzas se dan por conocidas o determinables independiente-
mente del cambio de estado de movimiento de la particula)

iii) Cuando dos particulas interactian la fuerza que la primera ejerce
sobre la segunda es igual en intensidad y direccién, pero opuesta en sentido,
a la que la segunda ejerce sobre la primera.

Para trabajar con estas leyes debemos definir los vectores involucrados;
en particular, el vector posiciéon de cada particula respecto de algin origen
conveniente. Llamamos x; al vector posiciéon de la particula i y escribimos
la segunda ley para cada particula ¢ (de masa m; y sobre la que actiia una
fuerza F;) como (los puntos indican derivacién temporal y el nimero de ellos
el orden de la derivada)



CAPITULO 1. MECANICA DE NEWTON 4

1.1. Transformacién de Galileo

Si tenemos un sistema de referencia S en el que valen las leyes de Newton
y elegimos describir la dindmica de un dado sistema de particulas desde otro
sistema S’ que se mueve respecto del primero con velocidad constante U,
las coordenadas espaciales y temporal de cualquier particula en S’ estardn
relacionadas con las correspondientes en S por una transformacion de Galileo
expresada como (con notacién evidente y suponiendo que en ¢ = 0 los origenes
de ambos sistemas coinciden)

x = x +U¢,
t = t.

Esta transformacién es puramente cinemadtica. La invarianza de las leyes
de Newton frente a esta transformacion; esto es, la validez de las mismas
leyes, expresadas de igual manera, pero ahora en términos de objetos referi-
dos al sistema S’, requiere que las masas y fuerzas sean invariantes ante la
transformacién. Esta tltima es una hipétesis basica de la dindmica de New-
ton que, de hecho, es vdlida para transformaciones genéricas, a sistemas de
referencia acelerados de manera arbitraria.

1.2. Sistema de varias particulas

Llamando p; = m;X; a la cantidad de movimiento de la particula i, la
cantidad de movimiento total P del sistema de N particulas es

N
P = Z Pi,
i=1

de la cual podemos decir que

dP dp;
%—Z i ZF@MZZ% (1.1

i=1 j#i

donde se ha diferenciado entre las fuerza externa neta sobre cada particula,
F¢* )y la interna sufrida por la particula i debida a la j, f;;. Por la tercera
ley de Newton es f;; = —f;;, por lo que la doble suma en (1.1) se anula y
resulta entonces

N
=Y F" =F (1.2)
=1
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Usando ademds que

N
dP  d . dXeon
& @ R EM

donde se ha introducido la masa total del sistema M = sz\il m;, y la posicién

N o .,
del centro de masas X¢y = (Zi:l mixl-) /M, puede escribirse la ecuacién
de movimiento del centro de masas como

Si definimos ahora la cantidad de movimiento angular (o momento angu-
lar) respecto de un punto fijo O,

N
Lo - ino X Pi, (13)
=1

donde se entiende que x;, es el vector posicién de la particula i referido al
origen 0. Tenemos entonces

N N
dC]l;;O = Zfiz’o X p; + ino X Pi.
i=1 i=1

Dado que x;, es paralelo a p; cada término de la primera sumatoria es nulo,
mientras que el segundo se escribe, usando la segunda ley de Newton

dL N N
dto = ZXio X fot + ino X Zflj
=1 =1

J#i

Si escribimos que
Xjo = Xio + AXj,

al efectuar la doble sumatoria se tendréan pares de términos de la forma
X;0 X f” + Xjo X fﬂ = X;o X fl] + X;o X fﬂ + AXU X fjl
= X X (fZJ + fﬂ) + AXij X fﬂ

El paréntesis del segundo renglén se anula por la tercera ley de Newton,
mientras que si la fuerza interna f;; tiene la direccién del vector que une las
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particulas ¢, j (forma fuerte de la tercera ley) el tiltimo producto vectorial se
anula también, con lo que se obtiene finalmente

N
= xj x ™. (1.4)
=1

Tenemos entonces de (1.2) y (1.4) que si no actian fuerzas externas sobre
las particulas del sistema, entonces P = cte y L, = cte; la constancia de L,
es valida cualquiera sea el punto fijo O considerado.

Si, conocido el valor de L, en un instante dado (no estamos pidiendo que
se conserve), queremos calcular el momento angular respecto de otro punto
fijo O, basta escribir en (1.3) que x;, = X;y + Xy — X,, con X, y X, los
vectores posicion de los puntos O y O', respectivamente, para obtener

Lo - szo/ X pz o Zpl
— LO, + (X, —X,) x P,

con lo que
Ly=L,— (Xy —X,) x P.

Conocido el valor del momento angular L, respecto del origen O de un
sistema de referencia S, se plantea ahora calcular el momento angular L/,
respecto del origen O’ de un sistema de referencia S’'que se mueve con veloci-
dad arbitraria U (t) respecto de S. Si X () es la posicién de O’ respecto de
O (por supuesto, es U (t) = X, (t)), tenemos

N

L,—Zx xmik) =Y (x; — Xg) x m; (%, — U),

=1

que, expandiendo los productos, se puede escribir como

N N
L;, = in X mlkl — XO/ X Zmp'(, —
z:lN i=1 N
<Z mx) x U+ Xy x (Z mi> U
=1 =1

= LO—XOIXP—MXCMXU—i-MXO/XU.

En particular, si se elige el C'M como origen ', la expresion se simplifica a

Ly, =L, — Xcu X P,
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que escrito en la forma m&s cémoda
Lo = L/CM +XCM X ].:)7

nos indica que el momento angular de un sistema respecto de un punto
cualquiera puede descomponerse en el momento respecto al centro de masas
(lamado momento angular propio o de spin) més el debido al movimiento
del sistema de particulas como conjunto (momento angular orbital).

Consideremos finalmente la variacién de energfa cinética 1" de un sistema
de particulas (el punto indica producto escalar de vectores)

dt — ( Zmz |Xz > Zmzxz X27

que por la segunda ley de Newton es igual a

Z X; - Femt + ZXZ Z fi;.

i=1 J#i

Si las fuerzas entre pares de particulas derivan de un potencial (independiente
del tiempo) V;; = Vj; = V; (|x; — x,|) tenemos

oVi;

aXi ’

fij:_

con lo que

0 oV
D fi= 5 2 Vi =~
j#i o ox;
donde V) = 37, Vi;. Si se define adicionalmente V = 3 SV, VO tenemos
que, para cualquier i, A
ov. oV
8XZ' - 8xi ’

con lo que podemos escribir

Ny av
ZXz Z _;Xi'a_xi:_%a

JFi

y, finalmente,

T+V ZXI Fewt
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Asi, si no existen fuerzas externas, la energia mecdnica £ = T + V, suma
de las energfas cinética T y potencial V', se conserva. Mds atn, si la fuerza
externa deriva también de un potencial independiente del tiempo

B 8veagt
aXi ’

ext __

podemos deducir de manera semejante

%(T+V+V”t):0.

1.3. Teorema del Virial

Si definimos la funcién virial de un sistema de particulas

N
i=1

tenemos que su variacién temporal se escribe

A% al al
=1 i=1

N
= 2T+ in . (Ffl’t + Zfij) :
i=1

JFi

Si, como en el fin del punto anterior las fuerzas entre particulas son derivables
de un potencial, y no existen fuerzas externas, se tiene

ay oV
— =2T — i )
Si, ademéds, el potencial V' es una funcién homogénea de grado k (kK = —1

para el potencial gravitatorio y k = 2 para el potencial eldstico)

N
in LV = KV,
i=1 28

con lo cual Py
— =2T — kV. 1.5
o (1.5)
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Calculemos ahora el promedio temporal de esta variacién, definido como

DN _ i 2 [V YO ZVET)
dt o027 J__ dt T—00 2T

Si ninguna particula se aleja al infinito, ni sus velocidades divergen, de la
definicién del virial, su valor serd finito siempre y tendremos por lo tanto

dy
i
()
con lo cual resulta el teorema del virial:
2(T) =k(V).

Dado ademds que no hay fuerzas externas,

(T)+ (V) =E,
con lo que se concluye

kE

T = ——

& 24k
2F

Vy = ——.

Vi 2+ k

En el caso gravitatorio (k = —1), dado que T' > 0, debe ser entonces

E <0y (V)=—=2(T). En el caso eldstico es (V) = (T) = E/2.
Consideremos ahora una funcién auxiliar w definida como

LN
w= 5 ;mixi X, (1.6)

que por derivacién directa da
N
dw )
= E m;X; - X; =V,
i=1

con lo que, volviendo a derivar, y usando (1.5),

dPw  dV

En el caso gravitatorio tenemos entonces

d?w
—— =2T+V=T+E>F
pTE + + L 2 b,
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desigualdad que, al integrar dos veces resulta en

w = ~Et? + 0 (0)t +w(0).

DN | —

De esta ecuacion se deduce que si la energia del sistema de particulas con
interaccion gravitatoria es positiva, entonces w — oo cuando t — +o0, lo
que significa, de la definicién (1.6) de w, que al menos una de las particulas
se aleja indefinidamente.



Capitulo 2

Mecanica analitica

2.1. Definiciones basicas y notacion

En muchos casos los vectores posicién no son los mds convenientes para
describir el movimiento de las particulas de un sistema mecédnico. Claramente
es mds sencillo dar la ubicacién de un planeta por su distancia al sol y un par
de dngulos apropiados que por las tres componentes cartesianas de su vector
posicién. Llamemos entonces q1, g2, ..., g3y a las 3N variables que sirven para
determinar en forma completa el estado de un sistema mecédnico formado
por N particulas. Determinar el estado de un sistema mecénico se entiende
como dar las posiciones (en un dado instante) de todas las particulas dotadas
de masa que lo conforman. Expresado en ecuaciones, para cada particula
i (1 <17 < N) podremos expresar su vector posicién como una funcién
X (Q1, qz, .-, q3N)'

Las g son llamadas coordenadas generalizadas y el espacio que determi-
nan se denomina espacio de configuracion. Al evolucionar el sistema en el
tiempo las coordenadas generalizadas describen trayectorias gy (¢) en el espa-
cio de configuracion, por lo que podemos definir las velocidades generalizadas
qx (t). Las ecuaciones dindmicas que se deducirdn permiten la determinacién
(al menos en principio) de las trayectorias g () e involucran funciones que
dependen de las coordenadas y velocidades generalizadas y del tiempo.

Cuando existen vinculos que ligan algunas o todas las particulas entre sf
o con cuerpos externos, el sistema de /N particulas sigue siendo descripto por
3N coordenadas generalizadas, pero éstas no son independientes; se habla
entonces de ligaduras o vinculos entre las variables.

Si existen m ligaduras independientes entre las n variables se denomina
numero de grados de libertad, o simplemente grados de libertad, al valor n =
3N —m . Este nimero es una propiedad del sistema y no de las variables que

11
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se utilizan.

La pregunta es entonces si es posible trabajar con sélo n variables ¢;. La
respuesta es que esto depende de si se puede, al menos en principio, usar
las ecuaciones de vinculo para escribir m de las variables en términos de las
3N —m restantes; cuando esto sucede se dice que los vinculos son holénomos.
Los vinculos que no permiten esto se denominan no holénomos.

Un ejemplo extremo es el de un cuerpo rigido (sélido), que podemos
pensar como constituido por un nimero enorme de particulas ligadas por
la condicién de que sus distancias relativas permanezcan constantes. Estas
ligaduras reducen el nimero de variables desde el impensable nimero 3N a
sélo 6; tres de las cuales son, por ejemplo, las coordenadas del centro de masa
del cuerpo; las otras tres serdn dangulos que determinan la orientacion.

Si el solido estd ademés forzado a rotar alrededor de un eje fijo, basta
con dar un solo dngulo para determinar su estado; las ecuaciones de lig-
adura serfan que dos de los dngulos que determinan la orientacién son fijos
y que cada coordenada del centro de masa se puede escribir como funcién
del tercer dngulo. Estas ligaduras son holénomas de manera que uno podria
efectivamente hacer la reducciéon de variables hasta s6lo una.

Si el sélido es una esfera que se mueve sobre una superficie horizontal la
altura de su centro es fija (ligadura holénoma), por lo que sélo hacen falta
dos coordenadas para determinarlo; si ademads rueda sin deslizar, su punto
de contacto con la superficie estd instantdneamente en reposo, lo que vincula
la velocidad instantdnea de su centro con su velocidad de rotacién. Esto
iltimo corresponde a dos ligaduras no holénomas porque la ligadura de estas
velocidades no alcanza para determinar el vinculo entre las coordenadas del
centro y los dngulos de orientacién mismos, y no hace posible la eliminacién
de unos en favor de otros (una esfera, partiendo del mismo lugar y con igual
orientacién, puede llegar a un mismo punto con distintas orientaciones, segiin
el camino que haya seguido, aun respetando punto a punto la ligadura entre
velocidades; por otro lado, un cilindro que rodara sin deslizar tendria una
lnica relacién entre coordenada de su centro y éngulo rotado, por lo que en
este caso el vinculo dado por la rodadura es holénomo).

Asi, para un sélido no ligado es n = 6, para uno que gira sobre un eje
fijo es n = 1; para una esfera que se mueve sobre una superficie deslizando
libremente es n = 5; si rota sin deslizar n = 3, pero se requieren 5 variables,
ligadas por dos vinculos no holénomos, para describir el estado de la esfera.

Finalmente, los vinculos (holénomos o no) pueden depender explicita-
mente del tiempo; por ejemplo, el eje alrededor del que es forzado a rotar
un soélido o la superficie sobre la que rueda una esfera pueden seguir un
movimiento prefijado. Los vinculos dependientes del tiempo se denominan
reonomos y los no dependientes del tiempo esclerénomos.
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2.2. Principio de los trabajos virtuales (D ’Alem-
bert)

La introduccién de ligaduras en el sistema mecdnico lleva al concepto de
fuerza de vinculo, que es justamente la que se ejerce sobre la particula para
forzar el cumplimiento de la ligadura. Esta fuerza de vinculo se diferencia
de la denominada fuerza aplicada que es aquella determinada independiente-
mente de cualquier otra fuerza, dando sélo las posiciones (y a veces también
las velocidades) de las particulas. Asi, si dos particulas estan ligadas por un
resorte la fuerza que ejerce el resorte sobre una de ellas es una fuerza apli-
cada, que depende de la posicién de ambas particulas; también son fuerzas
aplicadas el peso, la fuerza eléctrica sobre una particula cargada, la fuerza
magnética (que depende de la velocidad), etc. Por otro lado, la fuerza que
ejerce un riel que gufa el movimiento de una particula es una fuerza de vin-
culo, que no puede ser determinada sin conocer las otras fuerzas que actian.

Una restriccién adicional que imponemos a las fuerzas de vinculo es que
puedan ser tan grandes en magnitud como fuera necesario para imponer la
ligadura, lo que es una idealizacién de los vinculos reales (los hilos se estiran,
las varillas se doblan o se quiebran, pero trabajamos dentro de los limites en
lo que esto no pasa o su efecto puede despreciarse).

Un problema con la condicién anterior lo dan las fuerzas de rozamiento. Si
las condiciones del problema son tales que el rozamiento es suficiente para im-
pedir que haya deslizamiento (rozamiento estético), la fuerza de rozamiento
se considera entonces de vinculo. Si pudiera haber deslizamiento (rozamien-
to dindmico) deberfamos considerar al rozamiento como una fuerza aplicada
anémala (ya que no cumple con ser independiente de otras fuerzas dado que
su magnitud depende de la fuerza de vinculo normal), pero ya no puede ser
considerada fuerza de vinculo.

Otro concepto fundamental es el de desplazamiento virtual, que es un
desplazamiento infinitesimal de la posicién de una dada particula, realizado
instantaneamente (de aqui la condicién de virtual, ya que no es posible re-
alizarlo efectivamente); es decir, a velocidad infinita, sin que transcurra el
tiempo durante el desplazamiento. Aparte de ser instantdneo, el desplaza-
miento es arbitrario, no relacionado con el movimiento real de la particula
en el instante considerado. Sin embargo, los desplazamientos virtuales méds
ttiles son los que respetan los vinculos; esto es, no violan las condiciones
de ligadura del sistema (no sacan la particula del riel que la gufa, no defor-
man los cuerpos rigidos, no estiran los hilos, etc.; sin embargo, aun asf no
corresponden necesariamente al movimiento real). Estos desplazamientos se
denominan compatibles con los vinculos.
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Es importante notar que si los vinculos fueran dependientes del tiempo,
al ser instantdneo el desplazamiento virtual, los vinculos permanencen en el
estado en que se encuentran en el instante del desplazamiento, por lo que
los desplazamientos virtuales compatibles con los vinculos deben respetar la
condicién impuesta por éstos en ese dado instante.

El trabajo virtual de una fuerza es entonces el trabajo que ella realiza en
el desplazamiento virtual.

Finalmente, el principio de los trabajos virtuales de D ’Alembert postula
que la suma de los trabajos virtuales de todas las fuerzas de vinculo de
un sistema es nula, para cualquier conjunto de desplazamientos virtuales,
compatibles con los vinculos, de las particulas del sistema.

Es esencial incluir todas las fuerzas de vinculo en la suma, ya que el traba-
jo virtual de una dada fuerza de vinculo es en general no nulo; la cancelacién
se da entre todos los sumandos. Nétese que las fuerzas aplicadas (no de vin-
culo) producen un trabajo total no nulo en general; el principio se aplica s6lo
a las fuerzas de vinculo.

Algunos autores deducen este principio de la tercera ley de Newton,
aunque esta ley mdas bien puede hacerlo plausible, verificando el principio
en casos concretos, y no realmente probarlo de manera general.

Notamos R; a la fuerza de vinculo (total o neta) que actia sobre la
particula i, y F; a la fuerza aplicada (también total o neta) que actia sobre
esta particula. Si 0x; es el desplazamiento virtual de la particula i, el prin-
cipio de D ’Alembert asegura que (el punto simboliza el producto escalar de
vectores)

N
5WR = ZRI . 6Xz’ = 0,
i=1

para todos los dx; compatibles con los vinculos.

Nota histérica: El principio de los trabajos virtuales como es presen-
tado aquf es el resultado de muchas contribuciones a lo largo del tiempo.
Inicialmente se aplicé en forma elemental y medio velada a problemas de
estdtica comenzando por Aristételes (384-322 AC) y pasando por Stevinus
(1598-1620) y Galileo (1564-1642). En su forma més explicita y general (siem-
pre en el caso estatico) fue dado por Juan Bernoulli (1667-1748) alrededor
de 1717. Fue D ’Alembert (1717-1785) quien formulé su principio, que dice
en realidad que un problema dindmico puede reducirse a uno estético en el
que se han agregado a las fuerzas reales (de vinculo y aplicadas) las fuerzas
de inercia, de expresion —m;X;, permitiendo asfi el uso del principio en ca-
sos dindmicos. Denominar principio de D ’Alembert al presentado aqui es
entonces no del todo correcto, aunque usual.
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2.3. Ecuaciones de Lagrange

Si escribimos la ecuacién de movimiento de la particula ¢ denotando am-
bos tipos de fuerzas actuantes

multiplicamos escalarmente esta ecuacion por el desplazamiento virtual dx;
de la particula y sumamos para todas las particulas, el principio de D ’Alem-
bert nos dice que podemos escribir (pasando todo al lado izquierdo)

N N

Como existen vinculos los desplazamientos de las distintas parti culas no son
independientes entre si (recuérdese que aqui los desplazamientos virtuales
deben respetar los vinculos). Supongamos tener m vinculos holénomos entre
las particulas, que pueden escribirse como m relaciones entre las posiciones
de las particulas

Gr (x1,X2, ..., XN, 1) =0, 1 <7 <m, (2.3)

donde se ha puesto de manifiesto que las relaciones de vinculo pueden de-
pender explicitamente del tiempo, como se discutié mas arriba. La condicién
de que los desplazamientos respeten los vinculos se escribe entonces

N
Y VG, 6% =0,1<r<m, (2.4)
=1

donde V; representa el gradiente respecto de las coordenadas de particula <.
Si los vinculos no son holé nomos, de cualquier manera pueden expresarse
en general de forma diferencial como en (2.4), sélo que en lugar de V,G,
aparecerd una cantidad vectorial A;. (x1,Xa, ..., Xy, 1) que no puede ser ex-
presada como el gradiente de una funcién respecto de las coordenadas x; (se
deduce m4s adelante su forma general). Escribimos entonces en general para
vinculos holénomos o no las m condiciones sobre los desplazamientos como
(1<r<m)

N
=1

La idea es multiplicar cada una de las relaciones (2.5) por una funcién
escalar desconocida A, (x1, X, ..., Xn, t) (multiplicador de Lagrange) y sumar
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todas ellas para escribir (cambiando el orden de las sumatorias)

N m
Z ( )\TAiT‘) : 6Xi = 07
1 r=1

i=

que a su vez podemos sumar a (2.2) para escribir (agrupando todo)

N m

i=1 r=1

Como existen las m relaciones (2.5) entre las 3N componentes de los
desplazamientos 0x;, podemos elegir 3N — m de éstas en forma arbitraria,
y las m restantes estardn dadas como funcién de las anteriores (que son
independientes). La idea entonces es elegir los A, para que se satisfagan las
ecuaciones

m

mi%; —Fi+ > AA;, =0, (2.7)
r=1

para los m componentes no independientes de los desplazamientos dx;. De

esta manera, en (2.6) sélo sobreviven las 3N — m componentes independi-

entes que, son por ser arbitrarias, indican que debe ser nulo cada uno de los

factores que las multiplica. Asi, para todas las particulas se debe satisfacer

la ecuacién (2.7) que reescribimos

m
r=1
denominadas ecuaciones de Lagrange de primera especie.
En particular, si comparamos (2.8) con la ecuacién (2.1) vemos que las
fuerzas de vinculo estdn dadas por

Ri - — il )\TAiT'

Por supuesto, como se tienen m funciones incégnita A, adicionales a las
N coordenadas x;, se requieren m ecuaciones adicionales. Si los m vinculos
son holénomos, las ecuaciones adicionales son las (2.3). Si algunos vinculos
son no holénomos éstos estdn dados por una expresién de la forma (2.5) que
no es posible integrar para obtener una expresion que relacione a las x;; sin
embargo, las ligaduras no holénomas son debidas en general a que se tiene
una relacién entre las velocidades de la forma genérica

N
Z A, % =a,, (2-9)
i=1
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que sirven entonces como las ecuaciones auxiliares. Las (2.5) se deducen de
estas expresiones al multiplicar por ¢ y luego tomar 6t = 0 considerando que,
por ser virtual el desplazamiento, es |X;| — 0o, de manera que 0x; = X;0t es
no nulo, pero a0t = 0.

Una forma mucho mas 1til de las ecuaciones de Lagrange se obtiene si se
usan coordenadas generalizadas y si, ademads, los m vinculos son holénomos,
de manera que pueden emplearse las relaciones de ligadura para eliminar m
variables y trabajar con n = 3N —m variables independientes. Asi, es posible
expresar las posiciones de cada particula por una funcién de n coordenadas
generalizadas independientes

X; :Xi<q17QZ7'“7qn7t)7 (210)

donde hemos incluido la posibilidad de que la relacién dependa explicita-
mente del tiempo. Asi, para los desplazamientos virtuales se tiene (el tiempo
se mantiene fijo, t = 0)

"L 0%,

“ Ogi

0X; = Sqr, (2.11)

que al reemplazar en (2.2) da

Z z:nmcZ —5qk — Z ZF axzéqk =0. (2.12)

=1 k=1 i=1 k=1

Escribimos ahora

ox; d 0x; d [ 0x;
..i. z:_ '7;' ) _.i._ ) 7 213
x @qk dt (X 8qk> X dt (8qk> ( )
y notamos que
% — aXi _'_ 6’xl .
i (9t a = 4k,

de donde vemos que Xx; es una funcién lineal de las velocidades generalizadas

Gr que cumple

od.  Oqi’

(2.14)

Por otro lado,

d 8xi - 8xi . 8).(1
— = — 2.15
(aqk) 5100 " - a0 = gy (2.15)
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Usando (2.14) y (2.15) escribimos entonces (2.13) como

%. Oxi  _ i(x %>—x 9%
" Ogy dt \"" Oy " Ogy

B 10]%i|” 10 |%,]?
B dt 2 iy 2 Oqp
Usando que la energfa cinética del sistema de particulas es
Y1
T = ] -i 2 )
; S ||
y definiendo la fuerza generalizada
N 0x;
DI
i=1 O

podemos escribir la ecuacién (2.12) como

; [% (0—T> Spa. Qk} ogr, = 0. (2.16)

gy, gy,

Notemos que al ser las variaciones d¢, arbitrarias e independientes debe
anularse el corchete para cada k, con lo que resulta la forma 1til de las

ecuaciones de Lagrange

d (0T aT

— | == —5——Qr=0. 2.17
dt (aqk) @ (2.17)

Si las fuerzas aplicadas se derivan de un potencial independiente de las
velocidades, F; = —V,;V, entonces

ox; oV
v,V t = 2.18
Z Oqy 3% ( )

por lo que, usando que 9V/dq;, = 0, podemos reescribir (2.17) como
d (OL OL
— (=)= =9 2.19
dt <8qk) qu ’ ( )

donde se ha definido el lagrangiano L = T — V. Las (2.19) se denominan
ecuaciones de Lagrange de segunda especie, o simplemente ecuaciones de
Lagrange.
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Si algunos de los vinculos son no holénomos no es posible reducir el
nimero de coordenadas generalizadas hasta el nimero de grados de libertad
n. Supongamos que se han usado algunas de las ligaduras holénomas (pero
no necesariamente todas) para reducir en algo el nimero de coordenadas g
y se tiene entonces s de ellas, con 3N > s > n. Todas las deducciones que
llevan desde (2.10) hasta (2.16) siguen siendo validas con s en lugar de n,
s6lo que ahora las variaciones ¢, no son independientes entre si, sino que
estan ligadas por las s — n ligaduras no usadas para reducir el nimero de
variables (sea porque no se ha querido usarlas o porque las ligaduras son no
holénomas y no es posible hacerlo). Las relaciones entre las ligaduras estarén
dadas por s — n expresiones del tipo

Z B og, =0, 1 <r<s-—mn, (2.20)
k=1

donde las By, son de la forma 0G, /g sélo si la ligadura r es hol6noma.
Usando el método de los multiplicadores de Lagrange multiplicamos estas
expresiones por funciones desconocidas A, y sumamos los s — n expresiones
a la (2.16) (en la que se ha reemplazado n por s) para obtener

~|d (or\ oT —
— =) - = - A By | 0qi = 0.
; [dt (3%) Dar Qk+; kr | OGk
Procediendo como se hizo con (2.6) se obtiene finalmente

d (0T oT —
— (=) -==0:- \Bw, 2.21
i (5 )~ 5 = > A5 (2.21)

que deben completarse con las ecuaciones de vinculo no usadas

Gr (qla q2,---,4s, t) = 07

en caso de vinculos holénomos. En el caso de vinculos no holénomos se tiene
ecuaciones anglogas a las (2.9) vistas arriba

> Biedn = br.
k=1

Si las fuerzas son derivables de un potencial (ver (2.18)), entonces podemos
reescribir (2.21) como

d (oL OL —
= (a_q) “ 3= > A Bi. (2.22)
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Nota histérica: Fue Lagrange (1736-1813) quien en su obra Mécanique
Analytique de 1788 desarrollé la mecédnica analitica, que denominé asi por
el uso que hace en ella del andlisis matemédtico, junto con el método de
multiplicadores y técnicas variacionales (a ver en el punto siguiente).

2.3.1. Particulas en campos electromagnéticos

El caso de una particula cargada en un campo electromagnético es un
ejemplo importante de existencia del lagrangiano para fuerzas dependientes
de la velocidad. La fuerza electromagnética sobre la particula de carga e y
velocidad u es (en unidades del SI)

F=e¢(E+uxB),

donde E es el campo eléctrico y B el magnético en la posicién de la particula.
En términos de los potenciales escalar y vector es

F:e{—V¢—%+ux(VxA)].

Si desarrollamos explicitamente, se tiene para la componente cartesiana x

p_ [ 20 A (0A, 0AN (04 oA
v or Ot Y\ ox oy “\ oz or )|

Si a esta expresion le sumamos y restamos u,0A,/Jx, podemos escribirla
como

[ 96 dA, O

donde
dA, 0A 0A 0A 0A,

= S Uy Uy —— + U——.
dt at " or Y oy 0z

Tenemos asi que podemos escribir en general

dA
dt |-

F—=—¢ |:V(¢—UA)+—
Esta expresion nos lleva a proponer el “potencial”
V=c(d—u-A),

de donde tenemos inmediatamente (con expresiones andlogas para las otras

componentes)
d [0V ov
e Y R,
dt \ Ouy ox
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Para un conjunto de N particulas tenemos

N
V= ei(d,—%i- Ay), (2.23)
i=1
donde
¢i = ¢(Xi,t>, Al = A(X“t) .
Asi,
P i ov B A%
L dt (95(, aXZ‘7
y
N N N
aXZ’ d ov aXi ov aXi
— F, . — — Bl N _ )
O ; Y g Z:; dt (ascz-) O ; ox;  Oq

B gi vV ox, _iav_i % _iav_axi
dt 4 ox; Oqy — 0%x; dt \ Oqy — 0x; Oqy
oV 0% _ZN:aV_axi_Zav.axi
O%;  Oqy, i1 O%; gy, i Ix; gy,

_ 4 (V) _oV
N dt 8qk qu’

y es entonces posible definir L =T — V| con el potencial (2.23).

2.4. Principio de Hamilton

Un punto extremadamente importante es que la forma de las ecuaciones
(2.19) es la misma que las denominadas ecuaciones de Euler-Lagrange del
célculo de variaciones.

Un ejemplo caracteristico del cdlculo de variaciones es encontrar la funcién
y = f (z) que hace que la integral

x2
I / Fly. . z)de, (2.24)

1

sea extrema (méxima o minima). En (2.24) F' es una funcién conocida de sus
tres argumentos, la prima indica derivacién respecto de z, y se considera que
en los limites de integracién la funcién y toma valores dados y;, y». Si para
una dada f (z) la integral es un extremo, cuando f (x) se reemplaza por una
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funcién ligeramente modificada f (z)+en (z) (¢ es una constante infinitesimal
y 1 (x) una funcién arbitraria que vale cero en 1, xs para cumplir que el valor

de y en los extremos estd fijado) la integral no debe variar a primer orden en
e. Asi

2

T2

51 :/ F(f+€77,f’+€n',a:)dx—/ F(f, f',x)dx=0. (2.25)
1 xr1

Si escribimos desarrollando a primer orden en serie de Taylor para e

8F "

OF
F(f+enf +en,o)=F(f f,z )+—677+@ ;

0

(donde se entiende que las derivadas de F'se evalianeny = f (z),y = f' (z))
podemos escribir (2.25) como

OF = OF
51_5/961 (a 3 )dx—O (2.26)

OF ,_d (OF N d (0F
oy dx \ oy dx \ 0y g

al integrar por partes el segundo término del integrando de (2.26) y usar que
n (z1) = n (z2) = 0 podemos escribir

2 [oF d [(OF
‘”‘g/xl [%“(ayﬂ”dx‘o

pero como 7 (z) es una funcién arbitraria (podria en particular elegirse igual
a la funcién que multiplica, con lo cual se tiene la integral de una magnitud
definida positiva en todo punto) debe anularse el corchete y se tiene entonces

la ecuacién de Euler
oF _d (oF
Jy 8y

Si F'es funcién de 2n variables yx, yi.: F' (Y1, Y1, Y2, Yay <oy Uns Yb, ) y deben
hallarse las n funciones y, = fi (z) que extreman la integral

Dado que

x2
]:/ F<y17y/17y27y57"'7yn7y;mx)dx7

xr1

con valores de las y, fijos en los limites de integracion, se tiene que al variar
las n funciones: fi, (x) — fi (x) +exny (x), la integral no varfa, por lo que un
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célculo andlogo al anterior (desarrollando ahora en Taylor en cada uno de los

) lleva a
" < d (OF
51—/ - { ( )} iz — 0. 2.7
o Z k ayk 0yk N a-x ( )

Si no hay ligaduras entre las funciones yy, los 7, son independientes (y arbi-
trarios) por lo que puede elegirse a todos salvo uno igual a cero y, asi como
antes, ver que debe ser para cada 1y

OF d [OF
_ =0. 2.28
OYr, <3y2> (2.28)

Si hubiera m ligaduras de la forma
GT (ylayQa"wyn)x) 207 1 S r Sm, (229)
como tanto las f; como sus variaciones deben respetar las ligaduras, tenemos

Gr (f1y oo frn®) = G (f1 + 101y ooy fro FEany, ) =0, 1 <1 < m,

Al desarrollar la segunda serie de ecuaciones en serie de Taylor a primer orden
en los ¢; (y usar también la primera serie de condiciones) se tiene

Zz—:ka N, =0, 1<r<m.

Usando el método de los multiplicadores de Lagrange multiplicamos estas
ultimas ecuaciones por funciones a determinar A, (y1, Y2, ..., Yn, ), ¥ SUMAMOS
las m ecuaciones a la (2.27) para obtener

vz OF d (OF " 0G
- — — =)+ )\T_T
/xl 2 5y " @ <ayg> Z Iy

k=1

Como siempre, elegimos los m multiplicadores A\, para que se anulen m
términos de la sumatoria en k, por lo que sobreviven n — m términos que
podemos tomar entonces como independientes, con lo que el resultado final
es que, para todas las y, se tiene

g_yi Rz (ay) Z > (2:30)

que deben completarse con las (2.29).

ndr = 0.
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Es claro entonces que las ecuaciones (2.19) y (2.28) (o las (2.22) y (2.30);
si las ligaduras fueran no holénomas la deduccién de (2.30) es equivalente a
la dada, sélo que en lugar de 0G,./Jyy, se tendria funciones By, no reducibles
a derivadas) son totalmente equivalentes si se identifican

L < F

Gz <= Yk

t «— «

En otras palabras, las trayectorias del sistema en el espacio de configu-
racion (las g (t)) son las que extreman la integral

to
S = / L(q1,q1, -, Gn, Gn,t) dt, (2.31)
t1
sujeta a la condicién que las ¢, tomen valores dados en los instantes t; y 5.
Este es el principio variacional de Hamilton, denominado también principio
de minima accion, y la integral S es denominada la accion del sistema.
Notemos que S es una funcién de ¢4, t5, y de los valores de las coordenadas
en estos instantes; por otro lado S depende de la forma de las trayectorias
qr (t) en t; <t < ty, esto es, distintas funciones g (t) dan distintos valores
de S. Se dice entonces que S es una funcional de las gy (t).

2.4.1. Principio de Maupertuis

Para sistemas mecdnicos en los que se conserva la energifa mecdnica F =
T4V es posible escribir un principio variacional que determina directamente
la forma geométrica de las trayectorias del sistema, sin considerar cémo son
recorridas al transcurrir el tiempo (el tiempo desaparece de la formulacion).
Para ver esto usemos que L =T — V, junto con £ =T + V', para escribir la
accion (2.31) como

to to
s_/ (2T—E)dt_/ At — B (ts— 1),
t1

t1

y consideramos que T tiene la forma genérica (las a;; dependen sélo de las
q’s)

1,J

1 iy 1
T = 5 Z Wiidids = 52 zZJ: aijdqidg;,

de donde podemos despejar el diferencial de tiempo

Zi,j aideide

dt =
2T ’
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y reescribir la accién como
/ \/ZTZ a;;dgidq; — E (ta — t1) .

Como ya impusimos la constancia de E, el término E (t2 — t;) no varfa al
variar S, por lo que podemos descartarlo y considerar sélo la primera integral
que denominamos accion reducida Sy

So = / \/2Tzawdqquj,

y que podemos escribir en términos de sélo las ¢’s al reemplazar T' por £ —V
y tomar a una de las ¢’s, digamos la ¢;, como coordenada independiente (que
integramos entre valores fijos arbitrarios ¢; y ¢})

da; d
Sy = /\/ 2E-V)Y ”dq dgidq

Al tomar entonces variaciones arbitrarias de las ¢; (con i # 1 y con valores
fijos en los limites de integracién) e imponer 6.5, = 0 obtenemos las ecuaciones
de la forma geométrica de las trayectorias. Este es el principio de Maupertuis.

Nota histérica: Los principios variacionales se usaron desde tiempos
remotos en forma méds o menos elemental, como por ejemplo en el problema de
hallar el drea méxima encerrada por una curva de perimetro dado (problema
de Dido) conocido por los geémetras de la Grecia antigua. Su desarrollo
moderno comenzo6 con el planteo de Juan Bernoulli en 1696 del problema de
cuél es la curva de descenso més rapido (braquistocrona) entre dos puntos
dados en un plano vertical, por la que desciende una particula sin rozamiento
con el peso como tinica fuerza aplicada; problema que fue resuelto por Newton
y Bernoulli en forma casi simultdanea. Maupertuis en 1746 postulé su principio
de minima accién en forma elemental (que formularon luego correctamente
Euler y Lagrange), al que consideraba como una expresién de la “economia”
de la Naturaleza. Lagrange en su Mécanique Analytique de 1788 desarroll6
la metodologia mé&s general de resolver problemas variacionales y utilizé el
principio de minima accién en la forma vista aqui. Previamente Euler (1707-
1783) dedujo las ecuaciones que llevan su nombre y también consideré un
principio de minima accién basado en lo que llamarfamos hoy dfa energia
potencial. Finalmente Hamilton en 1834 desarroll6 su dindmica (ver mds
adelante) considerando variaciones mas generales de la accién, en las que
varfan también los valores en los extremos de integracion.
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2.5. Invarianza de las ecuaciones de Lagrange
y simetrias

Un punto importante de las ecuaciones de Lagrange es que la forma de
las ecuaciones es la misma en cualquier sistema de referencia. En efecto, si
hacemos una transformacién de las coordenadas generalizadas, incluso de-
pendiente del tiempo, y escribimos las coordenadas ¢, en términos de otras
coordenadas @ (no confundir con las fuerzas generalizadas, que no apare-
ceran de ahora en més en estos apuntes)

G = fr(Q1, s Qnyt), 1< k<, (2.32)

al reemplazar las variables originales por las variables nuevas en el lagrangiano
se obtiene éste en funcion de las nuevas variables; por supuesto, reemplazando
también las velocidades generalizadas

3fk Zaag =g (Ql,Qla---vaQ”’t>’

para obtener L (Ql, Q1, ', Qn, O, t). Transformaciones del tipo (2.32) son

denominadas de punto o de contacto. Sin embargo, el valor de L y de Lesel
mismo en cada instante dado (s6lo que expresado en coordenadas transfor-
madas unas de otras), por lo que la accién (2.31) se expresa de igual manera
en las nuevas coordenadas

S = /tz L (Ql,Ql, o O, Qn,t) dt

t1

y las ecuaciones de Lagrange correspondientes obtenidas al extremar la accién

tienen igual forma
d { OL oL
—|— | —-—===0. 2.33
dt <8Qk> 0Qy, ( )

Noétese que las nuevas coordenadas podrian ser, por ejemplo, coordenadas
del sistema mecdnico en un sistema de referencia no inercial y, sin embargo,
no hay necesidad de incluir ninguna fuerza de inercia o algo equivalente
(aquf se ve la ventaja de la formulacién variacional; si hubiésemos usado el
principio de D ’Alembert tendriamos que haber calculado la aceleracién de
cada particula y el trabajo virtual de las fuerzas de inercia para deducir (2.33)
en un sistema no inercial).
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Por otro lado, la covarianza de las ecuaciones de Lagrange nos permite us-
ar las coordenadas mejor adaptadas al problema, siempre y cuando podamos
expresar la funcién lagrangiana L en términos de ellas.

Otro punto importante es que si a L se le suma una derivada total del
tiempo

d
L_>L+dtM(QI" o qn, t) (2.34)

la accién cambia a

S_>S+M|t:t2_M’t:t17

pero como en la variaciéon de S se mantienen fijos los valores de las coorde-
nadas en los extremos, las ecuaciones obtenidas son exactamente las mismas;
ambos lagrangianos llevan a las mismas ecuaciones de movimiento. Asi, por
ejemplo, términos como C1¢; = d (Ciq) /dt, o Ciqigy = d(C1q?/2) /dt, con
(' constante, sumados a L no aportan a las ecuaciones de movimiento. Trans-
formaciones del tipo dado por (2.34) son denominadas de gauge.

De enorme importancia son las transformaciones continuas a las variables
4k, que son aquellas que pueden escribirse de la forma

qk:fk (q/17"'aq;usat)7 (235)

donde s es un pardametro que puede variarse continuamente desde, digamos,
sp tal que cuando s = sp es fr = ¢, de manera que ¢, = ¢ en s = so. De
esta manera podemos pensar que las coordenadas generalizadas son trans-
formadas desde sus valores originales en forma continua al variar s.

De las (2.35) deducimos la transformacién de las velocidades generalizadas
(para un s dado)

: ; af K Ofr

U = + Z dq / dj»
por lo que al reemplazar en el lagrangiano L (q1, G1, .-, Gn, Gn, t) Obtenemos un
L(q},41, -, 4., 4., 1), que en s = sy coincide con el lagrangiano original. Con-
sideremos ahora una variacién infinitesimal ds en el entorno de s = sg, que

(a valores fijos de las ¢},) induce una variacién infinitesimal en el lagrangiano
que podemos escribir como
> Js, (2.36)
Ss=50

oL 0
5L — Z fk
8qk 88
donde notamos que en s = sy es L = L, q. = ary ¢, = x Notese que

el lagrangiano L varfa en general al variar s porque las ¢ varfan como lo
especifica (2.35) aun manteniendo fijas las ..

oL dj
aqk 0s

s=$0
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_ 4 (OL) 0%
50 dt 8qk 0s

y tenemos en cuenta las ecuaciones de Lagrange, podemos escribir a § L como

5L—6—< OL Oy )

8qk 0s
De esta expresiéon obtenemos un resultado de mucha importancia: si para al-
guna transformacién continua de la forma (2.35) el lagrangiano es invariante
(0L = 0), entonces la magnitud

Z oL 0 fk
8qk 88
es una constante de movimiento. Este resultado es una versién simplificada
del teorema de Noether (Emmy Noether (1882-1935), publicado en 1918);
al final de este punto veremos el teorema general. Cuando el lagrangiano es
invariante ante una transformacion continua se dice que posee una simetria
continua.

Supongamos, por ejemplo, que el lagrangiano no varfa si alguna coorde-
nada ¢, se incrementa en una cantidad arbitraria ¢, — ¢, +s = ¢, por lo

que podemos escribir la transformacién como f, = ¢, — s (aqui es so = 0).
La cantidad conservada serd entonces

Si usamos que

oL Of, d <aL Ofs (237

dgr 9s | dt \ g Os|_

s=S0

(2.38)

$=80

Por supuesto, que L no varfe ante cambios arbitrarios de ¢, significa que es
independiente de esta coordenada, dL/0q, = 0, por lo que las ecuaciones
de Lagrange nos dan inmediatamente la misma informacion (el teorema de
Noether es, por supuesto, mucho més general).

La derivada de L respecto de una velocidad generalizada 0L/dq, se de-
nomina impulso generalizado p,, y si el lagrangiano es independiente de una
coordenada generalizada se dice que ésta es ciclica. Asi, el impulso generaliza-
do correspondiente a una coordenada ciclica es constante durante la evolucién
del sistema.

Finalmente calculemos la derivada temporal total de L:

dL 0L <~ [ 0OL OL ddy
dt — ot +;(aqk “ T D dt)
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oL qu B oL . oL
dg, dt gk g Qk A,
reescribimos como
dL oL .
2o [za—qk——(aqk)]qk i (o),
y, usando las ecuaciones de Lagrange, (y escribiendo py por 0L /g ) tenemos
dL
E =57 dt (Zm%) ,
por lo que que si L no depende explicitamente del tiempo, OL/0t = 0, resulta
d n
— n—L ] =0.
u (z i )

Asi, la magnitud entre paréntesis es constante durante la evolucién del sis-
tema, y se identifica con la energfa de éste,

que, usando

E=> puix— L. (2.39)
k=1
Notemos que si para tal sistema es V (qq, ..., qn) ¥
1 ..
) Z fij (@1, s @n) Gidy,
i\j

entonces es inmediato ver que (2.39) corresponde a £ = T + V| la energia
mecdanica; pero si, por ejemplo, T' no fuese bilineal en las velocidades general-
izadas, la energia conservada no corresponde a la suma de la energias cinética
y potencial.

2.5.1. Teorema de Noether

Veamos ahora la forma més general del teorema de Noether. El punto es
que la invarianza de L es a veces una condicién muy restrictiva. De hecho, un
sistema mecdnico posee tal o cual simetria si las ecuaciones de movimiento la
tienen, para lo que basta que la accién sea invariante, aunque el lagrangiano
no lo sea (la inversa no es cierta por la posibilidad de las transformaciones de
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gauge vistas arriba (ver final de este punto)). Ademds, para generalizar atin
mas el tipo de transformacién, permitamos que se efectie una transformacion
continua a la variable de integracién de la accién, esto es, al tiempo ¢, de la
forma

t=fold, ... d,,s,t),
tal que para s = sg es fy = t/, y escribimos la transformacion de las coorde-
nadas en forma andloga a las (2.35)

qr = fk (qlla "'7q;mSut/) .

Como hicimos antes veamos cémo se altera la accién por un cambio infintes-
imal ds en el entorno de s = sy, de manera que

t =1t +6000s, q = q,+ 0is,
donde se han definido
2% _ o
0s PR T s

s=50
en las que, al estar trabajando a primer orden en §s, sus argumentos se han
tomado como los ¢ y t (en lugar de los ¢}, y '), por lo que podemos escribir
en forma totalmente explicita la transformacién inversa (ésta es una ventaja
de las transformaciones infinitesimales)

t'=1t—00(q1, s qn,t) 08, @ = qr — Ok (q1, .-, @u, t) 05, (2.40)

Debe tenerse cuidado con las velocidades transformadas, ya que éstas son
derivadas de las g, respecto de t' (y no de t), por lo que podemos calcular,
usando las (2.40) (evaluando todo a primer orden en ds),

0o

Y

s=s0

;o day _dg 1 Gy —040s
T it~ dt dtjdt 1 — o

~ (q’k — 9k53> <1 + 90&9) ~ g + (q’kéo - 9k> 0s. (2.41)

Por otro lado, la accién transformada se escribe en general

ty
S — / Tl ')t
t

en la que los limites de integracién t] y t, son los que corresponden a t; y
to en las variables originales. De esta manera, en el cambio infinitesimal de
coordenadas se induce un cambio infinitesimal de la accién dado por

ty to
65:5/_52/ L(Q17q1177Q;17Q;17t/)dt/_/ L(Q1,Q1a>Qn>Qn>t)dt
t t1
1 (2.42)
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Usando las (2.40) y (2.41) podemos escribir, desarrollando L a orden uno en
0s en el entorno de s = s,

~ oL " [OL oL /. . .
L=IL+"-"2(-0 j — =L L
+ 57 (—0085) + ?:[c‘m( 0uds) + 5o <qk00 ek) 53] 4oL,

(2.43)
y, ademas,

' = (1 - 9053) dt,

con lo que (2.42) se reescribe a primer orden en Js (los limites de integracién
han vuelto a ser t; y ts porque la integracion es en la variable )

5S = / (L4 o1) (1 . 9053) dt — / * Lt = / : <(5L . L9055> dt, (2.44)

t1 t1 t1

con el 0L definido en (2.43). En este punto integramos por partes el segundo
término del integrando

to . L
E / Lbodt = 6sLby|? — s / eod dt,
t1 ! t1 d

donde, por supuesto, es

L _ oL Zn: oL.  oLd.
it~ ot e ™ T B dar |

Con esto, los pasos a seguir son directos y se dejan como ejercicio; se requiere
usar la expresion de 6L dada en (2.43), integrar por partes algunos términos
y usar las ecuaciones de Lagrange, para poder finalmente escribir a S en
términos de sélo expresiones evaluadas en los extremos de integracion

69 = ds [(Za—qqu— )90—25—%9k]

Si tenemos entonces la informacion adicional que la accién es invariante ante
la transformacién, .5 = 0, el témino entre corchetes debe valer lo mismo en t;
y en ty, 0 sea, debe ser constante ya que t; y t, son arbitrarios. Asi obtenemos
una constante de movimiento dada por

"\ OL "\ OL
C = —qr. — L | 0y — — 0. 2.46
( oL, ) 3Ly, 2.40

k=1

[2)

(2.45)

t1
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Noétese que si no hacemos ningin cambio en ¢, con lo que la invarianza de
S equivale alade L, es 6y = 0 y se reobtiene la (2.38). Si no hacemos cambios
de las coordenadas (o sea 0 = 0) y la accién no varia ante una translacién
temporal ' = t + s (lo que requiere que L no dependa de t), es 0y = —1
y se recupera la constancia de la energia (2.39). Sin embargo, més general-
mente la acciéon puede ser invariante ante transformaciones combinadas de
las coordenadas y del tiempo, en cuyo caso la utilidad de (2.46) es clara.

Una versiéon mds completa del teorema de Noether involucra directamente
la invarianza de las ecuaciones de movimiento mismas, lo que implica que la
accion S” difiere de la S por sélo una transformacién de gauge. El cambio
infinitesimal de la accién serd entonces, 05 = ¢ g (g, ..., qn,t)|§f, con g una
funcion explicita de las coordenadas y el tiempo por lo que, usando (2.45),
es (hacemos ahora ¢ = §s, ya que cualquier diferencia puede absorberse en
la definicién de la funcién g (¢, ..., ¢n, t))

— OL — OL
( —qr — L) 0o — Z a—q,kﬁk — g = cte. (2.47)

k=1 O, k=1

2.6. Accion como funcién de las g °s

Mencionemos finalmente una interpretacién adicional de la accién que
serd util més adelante. Sabemos que la accién definida por (2.31) fue definida
entre tiempos fijos, con lo que la tinica dependencia libre es entonces respecto
de las funciones ¢; (t), y decimos por esto que es una funcional de las g;.
Podemos alternativamente definirla como

t
S:/ L(qlaql7"‘7Qn;Qn7t/>dt/,
to

donde ty es un tiempo fijo en el que las ¢; tienen también valores fijos. Ademds
imponemos que las ¢; (¢') son las soluciones de las ecuaciones de movimiento,
con “valor inicial” ¢; (to) y “valor final” ¢; (). De esta manera S serd una
funcion de t y de las ¢; () (éstas no estés fijadas porque en ty sélo se dan
los valores de las ¢;, pero no los de sus derivadas; la trayectoria real estd
entonces definida por los posibles valores finales ¢; (t)). De esta manera, si
mantenemos fijo ¢ y variamos los valores finales ¢; (t) (con lo que variaremos
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las trayectorias) estaremos haciendo variaciones de S de la forma
¢ 0L oL
0S = —8q; + =—0¢; | dt’
/to Z (a% ! +3Qi q)

! oL d (0L d (0L ,
= [ [ (Gion) - (57 ) oo

oL
= i 0_%5% —zi:pﬂs%

donde para pasar al iltimo renglén se usé que las ¢; satisfacen las ecuaciones
de movimiento, y que las variaciones de las ¢; son nulas en ¢y, donde estdn
fijados sus valores. Deducimos asi que

oS B
0g; B

Di- (2.48)

Por otro lado, si derivamos S respecto de ¢

aS_, 05 05

de donde, usando (2.48) y (2.39),

oS
— =L-) pigi=-FE. 2.4



Capitulo 3

Ecuaciones canonicas de
Hamilton

3.0.1. Transformacién de Legendre y ecuaciones de Hamil-

ton

La ecuaciones de Lagrange pueden ser transformadas en un sistema de
ecuaciones de primer orden en las derivadas temporales. Para esto analicemos
una transformaciéon muy importante descubierta por Legendre; comencemos
con una funcién de n variables independientes

F=F (u17u27 S un) )
y consideremos la transformacién desde las variables u; a nuevas variables
vy, definidas por las derivadas de F
_OF
= Fu
Sabemos del andlisis matemédtico que para que las n variables vy sean in-

dependientes entre si el Hessiano de la transformacién debe ser distinto de
cero; el Hessiano es el determinante de la matriz de n x n formada por las

derivadas Jv;/0u;; o sea
O*F
det 0. 3.2
Si se cumple (3.2) las (3.1) pueden ser resueltas para hallar las u’s en funcién

de las v’s, con lo cual podemos definir una nueva funciéon G de las n variables
U COMO

(3.1)

Uk

k=1

34
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Si calculamos el diferencial de G tenemos

dG = Z (devk + deuk - —duk) Zukdvk,

donde se us6 la propia definicién (3.1) para cancelar los ltimos dos términos
de la sumatoria. Vemos entonces que

oG

U =
que al comparar con (3.1) nos indica la notable simetria (o dualidad) de la
transformacién; dadas las variables u; y la F' podemos pasar a las v, y de
éstas a las uy, se puede volver con una transformacién equivalente a través de
la G.

Si en la F' tuviéramos otras m variables w; que no entran en la transfor-
macién (variables pasivas)

F = F (u1,ug, .., Up, W, Wa, ..., Wy, )

las vy v la G se definen como antes, pero al calcular dG,

dG = Z <ukdvk + deuk - 3_ukdUk> Z awj

k=1
= Zukdvk — Z oF —dw;,
wj

de donde resulta, ademds de (3.4),
oG __oF

dw;  Ow; (3:5)

La idea es aplicar una transformacion de Legendre tomando como vari-
ables uy a las velocidades generalizadas ¢, como variables pasivas a las g, y al

tiempo t, y como funcién F al lagrangiano L. Asi, se definen las equivalentes

de las vy, de (3.1),

0L
que son los impulsos pi. Como funcién G, de (3.3), se define a la funcion
hamiltoniana H (o hamiltoniano)

H=> g — L, (3.6)
k=1
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de la que tenemos entonces, de (3.4),

. OH
mientras que de las (3.5) es
OH oL
ot _ oL 3.8
Ay, gy, (3.8)
' OH oL

Si usamos las ecuaciones de Lagrange podemos escribir las (3.8) como

OH _d (oL) .
dgn  di \9g,) "

que, junto con las (3.7), nos da un sistema de ecuaciones de primer orden

para las 2n variables q; y px, conocido como sistema de ecuaciones candnicas
o de Hamilton, que reescribimos

oH oH

e = — = —— 3.10

en las que el hamiltoniano se calcula del lagrangiano a través de la (3.6), luego
de reemplazar las ¢, en términos de las p; (y de las gx), lo que es siempre
posible si se cumple la condicién (3.2), que reescribimos en términos de las

variables de interés,
9%L )
det (| ==+ | #0
(3%3%’

Vemos de (3.9) que si el lagrangiano no depende explicitamente de ¢
tampoco lo hace H. Recordemos que en tal caso se conserva justamente la
cantidad que hemos definido como H, que identificamos en tal caso con la
energia del sistema F.

Para concluir notemos que la accién S puede ser escrita, de (3.6 ), como

to to n
S:/ Ldt:/ > pdn — H | dt, (3.11)
t t \ k=1

en la que si hacemos una variacién arbitraria de las funciones py, (t) obtenemos

2 (< oH
0S8 = / 1:0px — =—0 dt =0,
. <kz; qkOPk s pk)
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en virtud de las ecuaciones de la transformacién (3.7). Vemos entonces que
una variacién arbitraria de las pp no tiene efecto sobre S. De esta manera,
podemos determinar las ecuaciones de Hamilton (3.10) al extremar la accién
S (escrita como en la segunda igualdad de (3.11)) con variaciones arbitrarias
e independientes de las gy (t) y las py (t). Si hacemos esto tenemos

tz2 2 o OH OH
0S = / (pk5Qk + quopr — =—0q; — —5pk) dt,
no I Ok

que al integrar por partes, de la manera usual, el primer témino entre parén-
tesis (y usar que las variaciones son cero en los extremos) da

t2 O OH OH
5= [ 32 [(=pe= G ) o+ (0= 5 ) o]
. ; Pk dar gk gk £ Pk

de donde las ecuaciones de Hamilton resultan inmediatamente al pedir 5 =
0.

Nomenclatura: El espacio generado por las 2n variables g, pi se de-
nomina espacio de fases del sistema, y se dice, para cada valor de k, que g
y pr son variables conjugadas entre si.

Nota histérica: Hamilton (1805-1865) publicé su trabajo On a General
Method in Dynamics en 1834, en el que deduce las ecuaciones presentadas
aquf siguiendo un método diferente, a través de lo que él denominé funcién
principal (ver tltimo punto de estos apuntes).

3.0.2. Formalismo simpléctico

Un formalismo muy conveniente es el denominado simpléctico, en el cual
se trabaja en el espacio de vectores

q1
n = qn
- I
N
Pn
con lo que las ecuaciones de Hamilton pueden escribirse en forma matricial
compacta como

H=J—, (3.12)
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donde la matriz simpléctica J de (2n x 2n) estd definida por

J = ( O(nxn) I(nxn) > ,
_I(nxn) 0(n><n)
donde los bloques de (n X n) son ceros o la matriz indentidad I, con el signo

asignado.
Propiedades ttiles inmediatas de la misma definicién de J son

J' =7, (3.13)
y, dado que
I 0
JTJ _ (nxn) (nxn) ) -1 X 2m)s
( O(nxn) I(nxn) (2nx2n)
es
JI =31 (3.14)
y
J? = —Tanxan).- (3.15)

3.1. Transformaciones candnicas y corchetes
de Poisson

3.1.1. Transformaciones candnicas

Vimos que las transformaciones de punto no cambian la forma de las
ecuaciones de Lagrange. Queremos ver ahora qué tipo de transformaciones
hace lo propio con las ecuaciones de Hamilton. Si de las variables (g, py), en
las que el hamiltoniano es H, cambiamos a las variables (Qg, Py), en las que
el hamiltonano pasa a ser H , la cuestion es cudles transformaciones llevan a
que en las nuevas variables las ecuaciones sean

OH - OH

= ——, D= ———. 3.16
Qk ap. T o (3.16)

Una forma conveniente de proceder es a través del principio variacional
de Hamilton en la forma (3.11). Es claro que se obtendrén ecuaciones de la

forma (3.16) si al transformar a las nuevas variables se tiene

. — H = P —H+ —, 3.17
;kak ; @k i ( )
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donde hemos tenido en cuenta que el agregado de una derivada total del
tiempo dM /dt no modifica la variacién de la accién.
Si multiplicamos (3.17) por dt y reordenamos tenemos

AM =" pdgy — 3 PdQy + (ﬁf . H) dt, (3.18)
k=1 k=1

que nos dice que

- ) -

_ oM 3.19
P ag, " 0Qx (319)

De esta manera, para una funcién arbitraria M (qu, ..., ¢n, Q1, ..., Qn, t) €l
primer grupo de ecuaciones en (3.19) nos permite despejar la expresion de
las @’s en funcién de las ¢’s y las p’s, que al ser reemplazadas en el segundo
grupo nos da la expresién de las P’s. La funcién M es denominada funcion
generatriz.

Podemos facimente determinar relaciones como las (3.19) para funciones
generatrices que dependan de otro par de grupos de variables efectuando
una transformacién de Legendre (vista en el punto anterior) de la siguiente
manera. A ambos lados de (3.18) sumamos (o restamos) un diferencial exacto;
por ejemplo,

dM +d (Z Pka> = dM + Z PrdQy + Z QrdPy
k=1 k=1 k=1

= Y mday+ > QP+ (H - H) d,
k=1 k=1

de donde, llamando

M'=M+ ) PGy,

k=1
tenemos a0’ oM a0
7 = H=H+-— 3.20

que define la transformacién en términos de una funcién generatriz nueva
M’ (qh «es Qn,y P17 st Pn)

Si a ambos lados de (3.18) restamos d () ,_, pkqxr) obtenemos de manera
similar oL
e P =

Opr,

Ml/ N M//
S

00 o (3.21)

qx =
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con

M" =M =" pai.
k=1

Finalmente si a ambos lados de (3.18) sumamos d[Y,_, (PeQk — Pras)]
tenemos

aM/// aMl// ~ aM//l
H

- = H

= 22

qx =
con

M" =M+ PQu— Y puti-
k=1 k=1

De esta manera, a través de las funciones generatrices obtenemos las posi-
bles transformaciones que preservan la forma de las ecuaciones de Hamil-
ton. Estas transformaciones se denominan transformaciones candnicas. Esta
metodologia nos permite generar transformaciones candnicas al precio que
debemos resolver ecuaciones algebraicas, en general complicadas, para obten-
er la forma explicita de la transformacion.

Usando el formalismo simpléctico, para el caso que las variables 1’ resultan
de una transformaién canénica independiente del tiempo desde las variables
n, 0" (n), podemos escribir que para una variable genérica 7, con 1 < k < 2n,
es

2n ’
./ nk .
m, = n,;. (3.23)
' ; on;
Asi, definiendo la matriz M de (2n x 2n) con componentes

_ O,
on;’

J

My;

podemos reescribir (3.23) en forma matricial como
i = Mi,

que usando (3.12) se escribe

Como a su vez
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que matricialmente se escribe
8_H _ MT@H _ MTaH,
on o' o'
donde la ultima igualdad resulta por ser la transformacién canénica indepen-
diente de t, con lo que tenemos finalmente

OH
on'’

y la condicién que la transformacién sea candnica corresponde a

7 = MJIM”"

MIM” = J. (3.24)

De (3.24) tenemos, postmultiplicando por (MT)_l,

MJ=J(M7),

a la que, al premultiplicar por J y postmultiplicar por J”, conduce inmedi-
atamente a, usando (3.13), (3.14) y (3.15),

IM = (M")7'J,

que luego de premultiplicar por M? da finalmente una forma equivalente de
la (3.24),
M”7IM = J.

Veamos finalmente que (3.24) es vilida en general, ain cuando la trans-
formacién canénica depende del tiempo, 7' (1,t), y por la tanto

2n
i = o, o, i
k= R
ot = on;

por lo que, procediendo como antes es

on’ OH
7 ==~ +MIM"
=%t o

(3.25)

donde ahora H # H. Consideremos entonces que la transformacién canénica
se deriva de una funcién generatriz M, de tal manera que

PRY
k apz’
Ly oM
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Notemos que en la primera linea M corresponde a una dependencia tipo M’,
y en la otra a una tipo M (ambas representan sin embargo la misma transfor-
macion, sélo que expresada en términos de funciones de diferentes variables
primarias; ademds, en ambos casos las derivadas son a variables originales
(q1, .-, qn) constantes). Con el formalismo simpléctico podemos entonces es-
cribir

oM
f=J—
TI 677/ Y
que, junto a
~  OM
H=H-%2
ot ’
nos permite escribir (3.25) como
82 M OH 8?M
7 =1 MIM"—— — MIM”
T= Y T o Dt

con lo que (3.24) nos dice inmediatamente que

o

./:J
77 a/r],7

y vemos asi que (3.24) es condicién suficiente, también cuando la transfor-
macioén canénica depende del tiempo.

3.1.2. Transformaciones canodnicas infinitesimales

Consideremos ahora transformaciones canénicas infinitesimales genéricas

Qi = qz_'_gz (Q17 -y Qn,y D1, 7pn7t) ) PZ = pl+nz <Q17 <oy Qn,y D1, 7pn7t) ) (326)

donde &; y n; son funciones infinitesimales. En relacién con esto la funcién
generatiz de la forma (3.20) es especialmente importante pues, entre todas
las posibles, contiene la transformacién identidad @Q; = ¢;, P; = p;, que es
generada por

k=1

La transformacién candnica infinitesimal (3.26) serd entonces generada por
una funcién de la forma

M/ = ZQkPk+W(q17-"7qnapla"'7Pnat)a

k=1



CAPITULO 3. ECUACIONES CANONICAS DE HAMILTON 43

con W una funcién infinitesimal que, por (3.20), nos da

ow ow
i — {3 A Z:PZ )
Q q+83 p +8qi

de donde, comparando con (3.26), podemos identificar

ow ow

Por otro lado, como P; difiere infinitesimalmente de p; y W es ya infinitesimal,

puede reemplazarse en W a P; por p; y escribir entonces la transformacion
inifinitesimal canénica general en forma ezplicita como

ow ow
i=q¢+ 55— bi=pi— : 3.27
Qi=a+t5 P g (3.27)
Un punto importante es que si se toma W = Hdt, entonces
0OH .
Q: = ¢+ —=——dt =q; + g;dt,
Ip;
oOH
P = Pi—3 dt = p; + pidt,

que nos dice que las variables (); y P; son en este caso los valores de ¢; v p;
evolucionados en un dt. De esta manera, podemos interpretar la evolucién
temporal como una transformacién canénica generada por el hamiltoniano
mismo.

La forma simpléctica de las transformaciones infinitesimales es

ow
n=n+J——.
on

Que una trasnformacién de este tipo es candnica se prueba al construir
la matriz M correspondiente, que resulta simplemente

OPW
M = 19,420 +J=——, 3.28
(2nx2n) T onon ( )
de donde (usando las propiedades conocidas de J)
0?W oPW
M = Iiznx2n I" =Tonvam) — 3—5-J
(2nx2n) T onon (2nx2n) onon”

con lo que

oW oW
T = — =
MIM? = (J +35; anJ) (I(znxgn) G anJ) J,
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al orden uno en W, que prueba la condicién candnica.

Una consecuencia importante es que en esta prueba no se usé la condicién
que la transformaciéon candnica infinitesimal sea independiente del tiempo,
por lo que tenemos la prueba de que la condicién canénica (3.24) es también
necesaria en general (se puede pasar de una transformacién infinitesimal a
una finita integrando en el pardmetro infinitesimal).

3.1.3. Teorema de Liouville

Consideremos un dado volumen en el espacio de fases

V:/dql...dqndpl--~dpm
U

determinado por el conjunto de puntos contenidos en una regiéon U del mismo.
Si tomamos cada conjunto de puntos (g, ..., Gn, D1, --., pn) dentro de U como
las condiciones iniciales del movimiento de un sistema mecénico de hamilto-
niano H, podemos preguntarnos cémo evoluciona este volumen al transcurrir
el tiempo. En un dt los puntos dentro de U evolucionan y llenan otra regién
U’ de volumen

V':/ dq;...dq,dp}...dp.,,

donde las coordenadas de cada punto han evolucionado de acuerdo a

OH

¢ = @+ qdt =g+ 5 —dt, (3.29a)
Op;
H

P, = pi+pidt =p;— g—th, (3.29b)

que nos permite determinar el volumen V' a través del jacobiano de la trans-
formacion (3.29)

V':/ dqi...dqédp’l...dp'n:/qul...dqndpl...dpn, (3.30)
' U

con el jacobiano dado por

d(qy.--q, py...0l) (OX()
I'= & 2 — det L,
0(q1.--qnp1---Dn) 0X;

donde hemos denotado por X!y X; al conjunto (ordenado) de las coordenadas

(q1y s Gy Py o 0) Y (@1 vy @y P15y -y Pr) TesSpectivamente, con 1 < i < 2n.
Con esta notacién podemos reescribir las (3.29) como

X! =X, + hidt,
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donde h; es el conjunto ordenado de valores

(8H OH OH OH )
op” " Op.” Oq” T Oqn)’
con lo cual on

I =det (6 + =——dt ),

‘ < e )

donde ¢;; es la delta de Kronecker, que vale uno si ¢ = j, y cero si @ # j.
Si usamos ahora la relacién general (¢ es un factor infinitesimal y A;; una
matriz cualquiera)

det (6;; + €Ayj) = 1+ e Traza (A;;) + O (%),
podemos escribir, a orden uno en dt,

2n 8hl
i=1 0Xi:

I'=1+dtTraza (g)}?j) =1+dt

Pero es claro de las definiciones de las h; y X; que > 0h;/0X; = 0, con lo
cual I' = 1 y resulta entonces de (3.30) que V' = V. En otras palabras, el
volumen de una regién cualquiera del espacio de fases se conserva durante
la evolucién de un sistema mecédnico regido por una funcién de Hamilton.
Este es el teorema de Liouville, de gran importancia en mecdnica estadistica
y teorfa de Caos.

Notemos que de igual manera podemos deducir que una transformacién
candnica infinitesimal arbitraria (3.27) preserva el volumen de una regién
cualquiera del espacio de fases (usando W en lugar de Hdt). Si pensamos
ademads en una sucesién de transformaciones infinitesimales podemos ver que
el volumen es preservado también por transformaciones canénicas finitas, que
es una propiedad importante de éstas.

El teorema de Liouville tiene una prueba muy simple usando el formalismo
simpléctico, dado que, de la definicién misma de M, es

[' = [det (M)],
pero por (3.24) es
det (M) det (J) det (M”) = [det (M)]* det (J) = det (J),

con lo que
[det (M)]* =1,

yI'=1.
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3.1.4. Corchetes de Poisson

Pasemos ahora a considerar los denominados corchetes de Poisson. Se
define un corchete de Poisson de dos magnitudes f (g1, ..., qn, D1, e, Pnst) ¥

9(q1; - Gn, P15 -+, P, t) cOMO

=Y (ﬁ@ - ﬁ@) — {0.f). (3.31)

0q, Opy, Opy Oqy,

Veamos algunas propiedades importantes de estos corchetes. Es inmediato
de la definicién que se tiene

{Qi7Qj} = {pi7pj} =0, {C]zij} = 04, (3.32)
Por otro lado, también es ficil ver que

0 0

Otras relaciones muy ttiles que también se deducen de la sola definicién
(3.31) son

{fi+fog9y = {fig} +{f2 9},
{fif, 9y = filfe, g} + fo{f1 9},

) of dg

cuya deduccion es inmediata, y la importante identidad de Jacobi entre tres
funciones cualesquiera

{f {9, h}y +{g9.{h, f}} +{n.A{f 9}} =0, (3.34)

cuya comprobacién puede hacerse por el siguiente argumento. Es facil con-
vencerse de que si se desarrollla (3.34) usando la definicién de los corchetes
se tiene una suma de términos, todos los cuales contienen alguna derivada
segunda de alguna de las funciones f, g, h. Sin embargo, si se consideran los
términos que contienen derivadas segundas de sélo una dada funcién, dig-
amos [, se comprueba facilmente que la suma de todos éstos se anula. Como
lo mismo pasa obviamente con cualquiera de las otras dos funciones, la suma
de todos los términos debe anularse, con lo que se comprueba la identidad.
Veamos entonces los términos que contienen derivadas segundas de f; éstos
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provienen claramente de sélo los dos tltimos términos de (3.34), los cuales
podemos desarrollar usando la propiedad de distribucién de la suma como

oo - Sogi)- ki{ 5;;3;;}

k=1
B 8f g - af 99

de los cuales los que contienen derivadas segundas de f son sélo (por propiedad
de distribucién del producto)

Z{ 31%}0% ,;{ 8qk}0pk

k=1
af } 6 { of } Jg

h, h, — ¢ —,
;{ 8% Opy ; Opr ) Oq

la suma de los cuales se ve fdacilmente que se anula, con lo que probamos la
identidad.

Consideremos ahora la derivada temporal de una funcién cualquiera f,
que se expresa CoOmo

df  of of of
i E+;<7qk+_pk>

_ Z<8faﬂ_ﬁa_ff)

0q, Op,  Opy, Oqi,

donde para pasar al segundo rengléon se han usado las ecuaciones de Hamilton.

De esta manera, si la magnitud f es constante de movimiento del sistema
(df /dt = 0) y, ademds, no depende explictamente del tiempo (9f/0t = 0),
entonces su corchete de Poisson con H es nulo

{f,H} =0,

que nos proporciona una manera de verificar si una funcién no dependiente en
forma explicita del tiempo es constante de movimiento. Ademds, un teorema
debido a Poisson nos dice que si dos magnitudes f y g son constantes de
movimiento su corchete de Poisson { f, g} también lo es; lo que a veces permite
encontrar nuevas constantes de movimiento. La demostracién para el caso
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en que f y g no dependen explicitamente del tiempo es sencilla; usando la
identidad de Jacobi (3.34), con el hamiltoniano H en lugar de h, se tiene

{f {9 2}y +{g.AH, 1} +{H{f . 9}} = O;

dado que por hipétesis {f, H} = {g, H} = 0, resulta inmediatamente que

Si f y/o g dependen explicitamente del tiempo basta calcular la derivada
total de {f, g}:

SUhat = S Uhah+ ), )
_ {%,g}+{f,%}+{{f,H},g}+{f,{g,H}}

_[F dg .
- {%79}4_{]07%};

donde para pasar al segundo renglén se usé la identidad de Jacobi (3.34) y
propiedades anteriores. Como por hipétesis df /dt = dg/dt = 0, se prueba el
teorema.

Finalmente, veamos que los corchetes de Poisson no dependen de las vari-
ables usadas para calcularlos, siempre que estas variables correspondan a
transformaciones canénicas de unas a otras; en otras palabras, los corchetes
son invariantes ante transformaciones canénicas. Si llamamos,

X (af a9 Of 9y

{f?g}q,p - ; (8_%8_% B a_pka_q}f) 7
[ 0f 09 Of Oy

{fag}Q,P - Z (an 8Pk B aPk 8Qk) 7

k=1

entonces {f, g}, , = {f, g} p si la transformacion Qx (q1, ..., gn, P1, - Pn, 1),
Pi(q1, .-, Gny D1, -, Pny ) €8 canénica. Para ver esto calculemos

- (8Qz’ dg aQi@)

{Qi7g}q,p - Z oqi, Opy. B Opr. Oqi

k=1

Si consideramos la transformacién canénica generada por una M’ (g, P) ten-
emos

0Q; 0 oM’ 0 oM’ Opg

dqn  Oq 0P, 0P dq, OB
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mientras que si la consideramos generada por una M" (p, P) es

0Qi 0 aM™ 9 IM"  Og
8pk<_ 8pk 8}1 8F’ 8pk N 6}%’

con lo que obtenemos

~= (O Og | Oqy Og
{Qz,g}q,p - Z (ap. Opr: + OP; Oq,

k 1

= aP {Q17g}QP7

donde para la ultima igualdad se usé (3.33). Andlogamente se prueba que

{Pi? g}q,p = {]Dla g}Q,P .
0

Ahora bien, en el entorno de cualquier punto (Q9Y,...,Q°%, P}, ..., P?%) del
espacio de fases podemos desarrollar a una funcién f de estas variables a
primer orden (no hace falta mas pues sélo se requieren derivadas primeras
en los corchetes) como

f(@P)—f(@%P“HZ%(@k—Qg)+Z§—]£;(Pk—P,?).
k=1 k=1

Evaluando {f, g}, en (QY,...,Q), Py, ..., P)) con este desarrollo de f, y us-
ando propiedades bésicas de los corchetes, y las relaciones recién deducidas,
obtenemos finalmente

{f’g}qm - Z {Qk’ }qp_l_z {Pk’g}qp
= Z {@k,g}QP+ZaP {Peg}or

B of dg af dg
= ;a@a—& kZaP g0, = 9ar:  (330)

que es lo que querfamos probar.

Procediendo a la inversa, si se verifica (3.36) para cualquier par de fun-
ciones, basta reemplazar g con H y f con (J o P, para concluir que la
transformacién de las qi, pr a las Q, P es candnica. De hecho, basta con
verificarlo para sélo las Q. y Py, de las que se deduce (como se hizo para la
(3.36)) que vale para cualquier f y g. Asi, de las (3.32), si se cumple

{Qia Qj}%p = {P’H Pj}qw = 07 {Ql? Pj}q,p = 6@']’7
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la transformacién es candnica, que es un método préactico de determinar si
una transformacién dada tiene esta propiedad.
Con formalismo simpléctico los corchetes de Poisson se escriben en forma

matricial como
of
I9 —( ) J=
{f,q} an o

y la prueba de que su valor es independiente de las variables usadas (siempre
que sean canonicas) es mucho mds simple que la vista. En efecto, dado que

9f _ ~ Of Onf of
p— M ;
oy, = O O Z on; "
que en forma matricial es
of _\rot
on on'’

se tiene

{f.o}, = (ﬁ)TMJMT—

AR T

donde para pasar a la segunda linea se usé la condicién de transformacion
canénica (3.24).

Finalmente, consideremos el cambio de una funcién ante una transforma-
ci6én canénica infinitesimal (ver (3.27))

of 0
o5 = > (Bsu+ 2on)

B i(a_faw_ af oW
0qi; Op ~ Opr Ogy,

)=y,

En particular, si se toma a f como el hamiltoniano,
0H ={H,W}.

Vemos entonces que si el hamiltoniano es invariante frente a la transforma-
cién candnica infinitesimal debe ser {H, W} = 0; pero si W no depende
explicitamente de t esto significa que W es constante de movimiento. En
otras palabras, analizando sélo las propiedades de simetria de H pueden en-
contrarse las constantes de movimiento del sistema considerado.



Capitulo 4

Ecuacion de Hamilton-Jacobi

Las ecuaciones de Lagrange para un sistema descripto por n coordenadas
generalizadas son n ecuaciones de segundo orden de derivacién en el tiem-
po. El mismo sistema puede ser estudiado de acuerdo a Hamilton con 2n
ecuaciones de primer orden. Existe una notable alternativa, la descripcién de
Hamilton y Jacobi, que se reduce a una tinica ecuacién en derivadas parciales.
Esto puede verse como sigue.

Si se pudiera encontrar una transformacién canénica tal que el hamilto-
niano H expresado en las nuevas variables @i, Py fuese una constante (que
conviene, sin pérdida de generalidad, tomar igual a cero), las ecuaciones de
Hamilton serfan simplemente

. OH . OH
con la solucién inmediata
Qr = ai = cte, P, = (3, = cte. (4.1)

De las relaciones (3.19) tenemos que la funcién generatriz M (qi, ..., gn, Q1,
que genera la transformacién buscada debe cumplir (tomamos H = 0)

oM

H(G1, ooy Gy D1y ooy D) + —— = 0.
(q1y s Gns D1y -y Dn) + T

Antes de continuar veamos que, de la ecuacién (3.17), teniendo en cuenta
que H =0y @ = 0, obtenemos

vy Qi )
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de donde (consideramos, sin pérdida de generalidad, que M (¢y) = 0, con t,
fijo pero arbitrario)

M (t) = /t t (Z Prdk — H) dt, (4.2)

que, al comparar con (3.11), nos indica que M no es otra cosa que la accién
S del sistema, considerada como funcién del limite superior de integracioén, y
en la que las g () y px (t) usadas en su evaluacion son las trayectorias reales
del sistema en el espacio de fases. De esta manera llamamos de aqui en més
S a la funcién generatriz buscada. Con esto, si usamos ademds (también de
(3.19) o (2.48)) que

S
- &2 4.
la (4.2) se reescribe como (véase la (2.49))
a5 oS a8
H — ey — =0. 4.4
(Qh »dn, aqla ) aqn) + ot 0 ( )

Esta ecuacién, denominada de Hamilton-Jacobi, resulta entonces ser una
ecuacién diferencial para la la funcién generatriz S (qi, ..., ¢n, @1, ..y Qn, t)
que, por (4.1), es funcién de sélo las g y del tiempo ¢, con las Q = a4, s6lo
constantes de integracion.

Para resolver un problema de esta manera se procede entonces asi:

1) Se encuentra una solucién completa de la ecuacién (4.4); esto es, una
solucién que contenga n constantes de integracion ag: S (g1, ..., Gn, @1, ..., Qi T).

2) Usando, de (3.19) y (4.1), que 05/0Qy = — P, = —f3,,, derivamos par-
cialmente la solucién encontrada respecto de las constantes «;, y las igualamos
a las constantes [3;: .

o = —f (4.5)

3) Resolvemos las n ecuaciones (4.5) para hallar las g, en términos de las

constantes ay, 3, y del tiempo t:

gk (aly ‘“70477,7/617 7577,71:) .

Con lo que se obtiene la solucién dindmica completa del problema ya que
se encuentran las n coordenadas generalizadas como funciones explicitas del
tiempo y de 2n constantes de integracién que permiten ajustar condiciones
iniciales genéricas.

No existen métodos generales para obtener soluciones completas de la
ecuacién de Hamilton-Jacobi; sin embargo, existen casos importantes en los
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que es posible obtener una solucién completa de ésta por el método de sepa-
racion de variables. Si consideramos hamiltonianos que no dependen explici-
tamente del tiempo, sabemos que H = E, por lo que se propone

S(G1y ooy Gy Q1 ooy Oy £) = So (G1y ooy Gy A1y oy ) — E (v, oy ) ;- (4.6)

donde hemos definido la accion reducida Sy, que simplifica la ecuacién de
Hamilton-Jacobi a
H ( . 95, aso) —E. (4.7)

qis--y49ny 5 5y 3
aql 8Qn

Ansglogamente, si H no depende de alguna coordenada (coordenada ciclica),
digamos ¢, entonces se puede plantear

S (qla ooy Qn, O, -'->an7t) = S, ((J27 <oy Qn, O, O, "'7an7t> + a14a,

05’ 05’ 05’
H{ g g, 22, 22 —0
(Q27 y Qn, Q1 8(]2 aqn) + 6t

que lleva a

con una variable menos.
Para coordenadas no ciclicas la idea es proponer que la accién reducida
es de la forma

SO = Sl ((]1, Qaq, ...,ozn) + ...+ Sn (qn,()él, ...,an) s (48)

y reemplazar en (4.7). La ecuacién resultante debe poder separarse en grupos
que dependan de sélo una coordenada cada uno. Como la suma de estos
grupos (o en general una combinacién més complicada de éstos) es igual a la
constante F para cualquier combinacién de las variables ¢y, esto es posible
sélo si cada grupo es constante. Asi, igualamos el grupo que depende de cada
qr a la constante «y, para escribir, por ejemplo, £ = a1 + s + ... + «, (éste
es el caso mds sencillo; en general se obtiene una forma mas complicada).
Por otro lado, cada grupo igualado al ayj correspondiente nos provee de una
ecuacion diferencial ordinaria de primer orden, que puede entonces resolverse
por cuadraturas. Nétese que las constantes de integracién (las ay) provienen
de la separacién de variables y no de constantes de integracién de estas
cuadraturas, que no son esenciales ya que suman a una constante aditiva a

S.

4.1. Variables angulo-accién

Supongamos ahora que tenemos un sistema separable con accién del tipo
(4.6), con Sy de la forma (4.8). Cada py, depende de sélo su variable conjugada
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qk, ya que py = 0S/0q;, = 0Sk/0qx. Ademds, ocurre muy frecuentemente que
el rango de variacién de cada par (g, px) es limitado; tipicamente porque gy,
corresponde a un dngulo.También ocurre habitualmente por lo siguiente; al
ser H cuadrético en los impulsos, la condicion H = E junto a la condicién de
separabilidad de la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi lleva a relaciones de la forma
i+ f (qr) = cte, donde f es una funcién de sélo gx; esta ecuacién cuadrdtica
generalmente tiene soluciones reales sélo si ¢, varfa dentro de ciertos rangos.

Por la razén que fuera, al ser el rango limitado, en su evolucién temporal
cada par (g, pr) repite su movimiento. Esto no implica que el movimiento
sea periédico ya que cuando ¢, y px vuelven a tomar un valor dado, sus
“velocidades” ¢ y pr son en general distintas porque éstas dependen de los
valores de todas las otras variables (considere las ecuaciones de Hamilton),
que no retoman sus valores en el mismo instante que el par considerado (salvo
casos muy especiales).

Suponemos entonces que todos los pares de variables conjugadas tienen
movimientos ciclicos, lo que nos permite calcular las integrales

Ji = ]{pdek, (4.9)

para un ciclo completo de cada par de variables conjugadas. Pero como p; =
0Sk (qx, a1, ..., ) /Ogy, resulta

Jk = Jk (041, ceey Ozn) s
las cuales uno puede invertir para determinar
. — O (Jl,...,Jn). (410)

que al reemplazarse en (4.8) nos da (usamos el mismo simbolo para la funcién
So, si bien la forma funcional ha cambiado)

S() (ql,...,qn,Jl,...,Jn) (411)

La idea es ahora tomar a la accién reducida (4.11) como una nueva funcién
generatriz; tenemos entonces que los J; son las coordenadas ) de la nueva
transformacién candnica, cuyas variables conjugadas P estdn dadas por

95
Po=——
k aJk )
a las que conviene denominar —0; /27, de manera que
05,
0), = 2m—— (4.12)

OJy
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Como 05y/0t = 0, el nuevo hamiltoniano coincide con el original y, como
H = E, al reemplazar las (4.10) en la expresién de E (ver (4.6)) tenemos

H=E(J,...J), (4.13)
de donde, consistentemente con lo hecho, las .J; resultan ser constantes,

. . 9H OF
— = — = —2 _—
i = Qr ap, "og,

mientras que las ecuaciones de evolucién de las 6}, son

: : OH OF
0, = —2nP, = 2r—— = 2r—— = cte.
k T Wan WaJk cte
Si llamamos wy, a estas constantes,
oF
=2T— 4.14

las nuevas impulsiones tienen la ecuacién de movimiento

Para ver el significado de estas variables consideremos cudnto varfa una de
ellas, digamos 6;, cuando una de las coordenadas ¢;, realiza un ciclo completo,
manteniendo a las demads quietas,

Ab; = dg, =2 —dq,, = 2r— dg, =2 = 279;
(4.16)

donde se usaron las definiciones (4.9) y (4.12). Tenemos entonces que cuando
qr describe un ciclo la variable 0, varia en 27 mientras que el resto de las
; no son afectadas. Las 0, son naturalmente llamadas variables de dngulo,
y las Jy variables de accion (ya que tienen dimensiones de accién). Las Ji y
0, son también conocidas como variables de Delaunay, por ser el astrénomo
francés Delaunay (1816-1872) quien las introdujo en 1848 en su estudio del
movimiento de la luna.
De su definicién (4.12) es

9k = Gk (ql, ey Qn,y Jl, vy Jn) s

que podemos invertir para obtener la solucién

qr = 4k (917 "'79717 J17 reey Jn)
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con 0y (t) dado por (4.15). El hecho que cuando cada 6 varia en 27 la vari-
able ¢, correspondiente vuelve a tener el mismo valor, indica que las ¢; son
funciones periddicas de las variables de dngulo y por lo tanto expresables
como serie miiltiple de Fourier de senos y cosenos de argumentos

N16y + Noby + ... + Ny,

donde los Ny, son enteros. Por las expresiones (4.15) las ¢ dependen entonces
del tiempo como serie de Fourier de senos y cosenos de argumento

(lel + NQWQ + ...+ ann) t, (417)

lo que nos dice que el movimiento serd periédico sélo si todas las frecuen-
cias angulares wy dadas por (4.14) estan relacionadas entre si por factores
racionales (de esa manera existen valores de ¢ finitos en los que todos los
argumentos de la forma (4.17) difieren de los correspondientes a un ¢ dado
en un nimero entero de veces 27). Si alguna o varias frecuencias estdn en
relaciones irracionales con las otras esto no se cumple nunca y el movimien-
to no es estrictamente periédico. Por otro lado, como los irracionales pueden
aproximarse con tanta precisién como se quiera por nimeros racionales, dado
un t cualquiera existirdn otros instantes en los que el sistema se acerque tanto
como uno quiera al estado que tenfa en ¢. De esta manera, al transcurrir el
tiempo el sistema va “llenando” todo el espacio de fases a su disposicion, lo
que no ocurre cuando el movimiento es estrictamente periédico.

Es notable que esta informacién pueda ser obtenida por simples cuadrat-
uras (las integraciones en (4.9) para el cdlculo de las J), reemplazos alge-
braicos para obtener E (Ji, ..., J,) (4.13), y derivaciones (4.14) para obtener
las frecuencias angulares wy. Este es el gran mérito del método de Delaunay.

Nota histérica: La posibilidad de una descripcién semejante a la pre-
sentada fue demostrada por Hamilton, quien en su obra de 1834 utiliz6 para
este fin la denominada funcidn principal (por analogia con la funcién carac-
teristica introducida por él mismo en el tratamiento de la éptica en su obra
Theory of Systems of Rays de 1832). Sin embargo, la funcién principal debe
satisfacer dos ecuaciones diferenciales, lo que complica su uso. Fue Jacobi en
1836 quien simplificé y a la vez extendi6 el método de Hamilton al desarrollar
la descripcién que lleva el nombre de ambos. Sin embargo, las bondades del
método hamiltoniano no fueron reconocidas por la mayoria de los fisicos sino
hasta que Delaunay introdujo en 1848 las variables de dngulo-accién.

4.2. Invariantes adiabaticos

Una propiedad importante de las variables de accién J; es que si algin
pardmetro del sistema varfa muy lentamente (en tiempos largos comparados
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con los periodos del movimiento a pardmetro fijo), las J, permanecen précti-
camente constantes (varian mucho mds lentamente que el pardametro mismo).
En efecto, si el hamiltoniano depende de algiin pardmetro A que varfa lenta-
mente por alguna causa externa a la dindmica considerada (por ejemplo la
longitud de un péndulo, la constante eldstica de un resorte, etc.), la energia
ya no se conservard, sino que tendra una variacién muy lenta dada por

OH  OH |

ot O\
De todas maneras podemos seguir considerando a la accién reducida, Sy (¢, J) =
S + Et, como funcién generatriz de la transformacion de las (¢, p) a las vari-

ables de dngulo-accién, pero teniendo en cuenta que ahora Sy depende (dé-
bilmente) del tiempo, con lo que

0S50 0 ;

H=H+=22=H+ 222}
T T
y la ecuacién de evolucién de las Jg,
. OH OH
Ji = = 21—
ST T

serd, como H = E (Jy, ..., J,),

Téngase en cuenta que sélo se considera la dependencia explicita de A en Sy,
porque esta funcién tiene la misma dependencia, en las demés variables, que
con \ constante, debido a que la variacién de A es una perturbacion pequena.
Por otro lado sabemos que la variaciéon de Sy cuando la coordenada g
recorre un ciclo completo (y por lo tanto 6 varia en 27; ver (4.16)) es

ASy = %%qu /s

0AS 05
0 _ A9%0 _ 0,
o\ O\
que expresa que J.Sy/0\ es una funcién periddica de 0y, por lo que también lo
serd su derivada respecto de 6},. Asi, si consideramos el valor de .J, promediado

sobre un ciclo completo de ¢ tenemos

<Jk> — —2r) <aaek (%» ~0.

con lo que
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Se ha tomado que A no cambia durante el promedio porque A\ tiene, por
hip6tesis, variaciéon despreciable en el periodo considerado. Asi, (Ji) = Jj
varfa alin méds lentamente que A\ y puede considerarse constante durante la
variacién de este pardametro; se denomina a J; invariante adiabético.

En el caso de un oscilador unidimensional de frecuencia w y energia E
la variable de accién es J = 27E/w, por lo que ante cambios lentos en
los pardametros la energfa y la frecuencia cambiardn, pero su cociente variara
mucho m4és lentamente, y puede entonces decirse que (con notacién evidente)
OF = dw Eo/(,UQ.



Capitulo 5

Mecanica relativista

5.1. Cinematica relativista

La relatividad especial de Einstein introduce un cambio conceptual en la
mecédnica de Newton. Por un lado mantiene el principio de relatividad intro-
ducido por Galileo en el sentido que las leyes fundamentales de la fisica son
las mismas (invariantes en forma; o sea, covariantes) en todos los sistemas
inerciales. Por otro lado, incluye explicitamente entre estas leyes al electro-
magnetismo de Maxwell. En particular, la velocidad de la luz en el vacio
¢, al ser la velocidad con la que se propagan las ondas electromagnéticas,
deducida de las leyes de Maxwell, debe ser la misma en todos los sistemas
inerciales. Asi, dos observadores inerciales, en movimiento relativo uno al
otro, deben obtener el mismo valor al medir la velocidad de un mismo frente
de luz. Postulando esto 1ltimo, mds el principio de relatividad en sistemas
inerciales puede deducirse la relatividad especial. Si un frente de luz se mueve
del punto de coordenadas x; al punto x, entre los tiempos t; y t2, medidos
en el sistema de referencia de uno de los observadores (sea este ), y en el
sistema del otro observador (S5’) las coordenadas y tiempos correspondientes
son X}, x5, t y t5, debe cumplirse que

%2 —x1|  [x) — x|
ty—t  th—t)

=c. (5.1)

Es claro que esta relaciéon no se cumple si las coordenadas y tiempos de
los dos sistemas estéan relacionados por una transformacién de Galileo. Para
determinar cuél es la transformaciéon apropiada notemos que (5.1) puede
escribirse como

Aty — 1) = [xo —x1 > = A (th — 11)° — [xh —x}|* =0,

29
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o en forma diferencial, para x; = x; +dX, to = t; +dt, y expresiones anidlogas
en el otro sistema,

Adt? — |dx|* = 2di” — |dx'|* = 0. (5.2)

Si se considera ahora dx y dt correspondientes a sucesos arbitrarios en S
(no necesariamente relacionando la partida y llegada de un frente de luz),
con transformados dx’ y dt’ en S’, podemos definir “intervalos” ds y ds’ en
cada sistema como

ds® Adt? — |dx|*

ds? = Adt? — |dx'|?,

y la relacién (5.2) nos dice que si uno de ellos es cero el otro también debe
serlo. Como ambos son infinitesimales del mismo orden resulta de todo esto
que deben ser proporcionales:

ds? = ads”.

El coeficiente a no puede depender de la posicién ni del tiempo debido a la
homogeneidad espacial y temporal, y no puede depender de la direccién de
la velocidad relativa por la isotropia del espacio; de manera que sélo puede
depender del médulo de la velocidad relativa. Si ahora consideramos tres
sistemas de referencia: S, S; y s, tales que S 2 se mueven con velocidades
Vo relativas al sistema S, se debe cumplir

ds* = a (V1) ds? = a(Vy) ds3,

a la vez que
ds? = a (Va1) ds3,

donde V5; es el médulo de la velocidad del sistema Sy relativa al sistema S .
De estas relaciones obtenemos inmediatamente que
a(V2)
a (V1)

=a(Va),

pero Va1 depende no sélo de V; y V5, sino también del dngulo entre ambas
velocidades. La relacion anterior requiere entonces que a sea constante y, por
la misma ecuacién, de valor uno. Tenemos entonces la relaciéon fundamental

ds? = ds”,
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esto es, el intervalo ds es invariante ante las transformaciones correctas. Por
supuesto, como vale punto a punto en forma diferencial, la igualdad vale
también en el caso de intervalo finito:

Aty —11)" = [xo — x> = 2 (th — 1)) — |xh — X[ (5.3)

Para simplificar las expresiones podemos referir los intervalos espaciales y
temporales de cada sistema a sus respectivos origenes, y considerar sistemas
que en el origen de sus tiempos coinciden también en el origen de sus coorde-
nadas espaciales; esto es, tomamos en (5.3) t; =t; = 0y x; = x| = 0, para
escribirla como (el subindice 2 corresponde a un suceso genérico denotado
sin subindice)

A — |x|” = A% — x|, (5.4)
donde las variables primadas son las transformadas de las sin primar (y vicev-
ersa). Asi, la descripcién de la realidad fisica en cada sistema inercial debe
hacerse a través de una variedad de cuatro dimensiones, tres espaciales y
una temporal, cuyas coordenadas espacio-temporales se transforman entre
sistemas inerciales de manera tal de preservar el intervalo (5.4). La forma
de (5.4) corresponderia a la de una distancia en un espacio euclidiano de
cuatro dimensiones si no fuera por el signo menos; podemos remediar esto,
momentdneamente, pasando a una nueva variedad (compleja) en la que el
tiempo ¢ se reemplaza por la coordenada imaginaria i ¢, de manera que (5.4)
se reescribe (cancelando un signo menos global)

02t2 + |X|2 _ C2tl2 + |X,|2 .

Podemos decir ahora que las transformaciones que preservan esta distancia
euclidiana en cuatro dimensiones son las rotaciones (no consideramos reflex-
iones). Desde ya son rotaciones en cuatro dimensiones: tres en los planos
(ict,x), (ict,y), (ict,z), y tres en los planos (z,y), (z,2), (y,2). Estas ulti-
mas, que dejan el tiempo ¢ invariante corresponden a rotaciones del espacio
ordinario (en un mismo sistema de referencia); las més interesantes son las
tres primeras; por ejemplo, la rotacién (it,x) corresponde a dejar fijos los
ejes y, z. Su expresién general es, como ya sabemos,

¥’ = xcos(f)+ict sin (),
ict! = —x sin(0) + ict cos (6),

que podemos reescribir, multiplicando la segunda por —i,

¥’ = x cos(f)+ict sin ()
ct' = iz sin(0) + ct cos ().
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Como los tiempos y coordenadas son reales, basta definir § = —i, con ¥
real, para tener las expresiones entre variables reales

¥ = x cosh(¢)+ ct sinh (v),
ct’ = x sinh (¢) + ct cosh (),

con expresiones andlogas para las otras “rotaciones” (ahora de la variable real
t) (ct,y),(ct, z). Para determinar ) notemos que si el sistema S’ se desplaza
con velocidad V respecto de S a lo largo del eje z, el origen de S', 2’ = 0,
corresponde a = V' ¢, con lo que de la primera de las relaciones anteriores
es

tanh (¢) = —K,
c
de donde
sinh () = Ve
1—(V/e)®
1
cosh () = ——me—,
1—(V/e)®
con lo que resulta finalmente
_ 2
t = Ve =5 (t—Vaz/?), (5.5a)
1—(V/e)®
¥ = e = (z— Vi), (5.5b)
1—(V/e)*

donde se introdujo el sfmbolo convencional v = [1 — (V/ 6)2] 1 fistas son
las transformaciones buscadas, denominadas de Lorentz, para el caso partic-
ular visto (V paralela a x), que se completan con ¢/ =y, 2/ = z.

Si el movimiento del sistema S’ relativo al S fuese con velocidad rela-
tiva constante V, pero de direccién arbitraria, basta ver que las relaciones
anteriores corresponden a la transformacién de la coordenada paralela a V,
mientras que las coordenadas perpendiculares no sufren transformaciéon. Con
esto, podemos escribir, directamente de las expresiones anteriores, proyectan-
do en la direccién de V, (ahora V' simboliza el médulo de V)
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Combinando las dos ultimas tenemos finalmente la transformacién de Lorentz
mas general (restringida sélo a que coincidan los origenes de ambos sistemas
de coordenadas espaciales en el origen también comin de tiempos)

t = y(t-V-x/), (5.6a)

X
Tz V. (5.6Db)

Las transformaciones inversas pueden obtenerse sin necesidad de despe-
jarlas de las (5.6), simplemente usando que deben tener la misma forma, sélo
que la velocidad relativa tiene sentido opuesto:

x = x—yVi+(y—-1)

t = y(t'+V-xX/P), (5.7a)
V. .x

Tenemos asi que las transformaciones que dejan invariante el intervalo

(5.4) son las rotaciones del espacio ordinario y las transformaciones (5.6)

llamadas “impulsos” (en inglés “boosts”). Por supuesto, tenemos ademds las

translaciones del origen del tiempo y del espacio. Con esto, transformaciones

con un total de diez grados de libertad: tres de rotaciones, tres de impulsos
y cuatro de translaciones.

5.1.1. Cuadrivectores

Como sucede en el caso del espacio de dimensién tres, pueden definirse
magnitudes vectoriales, que son aquellas que se transforman como los vec-
tores posicién del espacio. En este caso la “posicién” en el espacio-tiempo
de dimensién cuatro estd dada por el cuadri-vector posicién, que abrevi-
amos (ct,x) = (xo, X), que se transforma segin (5.6). Debe tenerse en cuenta
ademds que la distancia al origen que es preservada por tal transformacién es-
ta dada por (ct)® — |x|* = 22 — |x|?, por lo que definimos el producto escalar
entre cuadri-vectores para que satisfaga esta expresién. Asi, definimos los
cuadrivectores como conjuntos de cuatro componentes, genéricamente rep-
resentados como A = (Ap, A). La componente Ay es denominada temporal,
y las tres componentes A son denominadas espaciales. Si A es un escalar,
definimos

Ay = v(A—V-AJe), (5.8a)
, VA VA
A = A—y c0+(7_1)WV’ (5.8b)

A = (Mg, M),
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donde B* = (Bg,B*) = (By, —B) es denominado co-cuadrivector de B. Este
se transforma segin las (5.8), pero con —V en lugar de V. El producto
escalar asi definido es invariante ante transformaciones de Lorentz; esto es,
es un escalar de Lorentz.

Entonces, asf como en la mecdnica de Newton las leyes de la fisica deben
ser invariantes de Galileo, y deben por lo tanto expresarse en términos de
vectores y escalares ante transformaciones de Galileo, las leyes en la mecédni-
ca relativista deben expresarse en términos de vectores de Lorentz (cuadri-
vectores) y escalares de Lorentz.

Por ejemplo, nos planteamos cémo representar el movimiento de una
particula en este marco; claramente su posicién cuadri-dimensional estard
dada por el cuadri-vector X = (xg,x). Si queremos ahora representar su
cuadri-velocidad notamos que si su velocidad ordinaria es u, su posicién
habrd cambiado en un dt en dX = (dzg, dx) = (cdt,udt). Si definiéramos su
cuadri-velocidad como dX/dt = (¢,u) obtendriamos una expresién que no
es un vector de Lorentz porque si bien dX es un cuadri-vector, dt no es un
escalar de Lorentz. Lo mds similar a dt que es ademds escalar de Lorentz es
ds/c, el intervalo cuadri-dimensional recorrido por la particula en dt, dividi-
do por c¢; en particular, para velocidades pequenas comparadas con la de la
luz ds/c es practicamente igual a dt. Para formalizar esto consideramos la
magnitud escalar de Lorentz, con dimensiones de tiempo,

d 1
ar = -2 (cdt)® — d |x|
c ¢

L (dx])" [uf”
Y S R (L. VY S L B
\/ c2<dt) .

y podemos entonces definir la cuadri-velocidad como U = dX/dr. El signifi-
cado fisico de dr es, de la iltima igualdad, que corresponde al intervalo de
tiempo medido en un sistema en el que la particula tiene, en ese instante,
velocidad nula; es el denominado intervalo de tiempo propio. El tiempo pro-
pio es entonces el tiempo que marcarfa un reloj que se mueve junto con la
particula (y es por lo tanto el tiempo que “experimenta” la particula). La
cuadri-velocidad resulta entonces

_dxX (c,u)

v=2_-__°%
dT /1_|u‘2/62

El tiempo propio que experimenta una particula entre los tiempos t; y to

es
2 u@))
= 1-— dt 1
T /tl 2 , (5.10)

(5.9)
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que es menor que el intervalo de tiempo correspondiente 5 — t1, tanto menor
cuanto mayor es la velocidad, la notable predicciéon de la relatividad de la
ralentizacién de los relojes en movimiento (o dilatacion del tiempo). Con todo
esto, ja qué nos referimos cuando hablamos del tiempo t7. Operacionalmente
podemos definir un tiempo ¢, comin a todos los puntos espaciales de un
sistema de referencia dado, como el que indican relojes iguales, sincronizados
entre si, que estdn en reposo permanente en esos puntos. Sabiendo que en
cualquier sistema inercial la luz en el vacio se propaga con igual velocidad
¢, la sincronizacién mencionada puede hacerse con senales luminosas; basta
acordar que en un instante; por ejemplo, en un tiempo que se tomara como
t = 0, se emitird desde el origen un pulso en forma de frente esférico de
luz. Conocidas las posiciones de cada reloj puede entonces sincronizarse cada
uno de estos con el del origen (y entre ellos), teniendo en cuenta el retraso
en la llegada de la senal. Con lo que vimos entendemos ahora que si esta
sincronizacién se hace en dos sistemas de referencia distintos; por ejemplo,
en el momento en el que ambos origenes coinciden se emite un tnico pulso
de sincronizacién y se sincronizan los relojes dentro de cada sistema con este
mismo pulso, aun asf los relojes de cada sistema marcardn tiempos diferentes
(justamente esto es lo que cuantifica la primera relacién de las (5.6): el reloj
de 5" en x’ indica t' cuando se cruza con el de S que estd en x y que indica
t). Aun més, lo que llamamos ¢t = cte en S no corresponde a un valor fijo de
t'" en S’: lo que es simultdneo en un sistema no lo es en el otro.

Ademis de la relatividad del tiempo, se predice también la relatividad de
las longitudes. Consideremos una varilla fija en el sistema S’ con un extremo
en xj y otro en xj. Si en el sistema S queremos medir su longitud, deter-
minamos las coordenadas espaciales de los extremos de la varilla en S, x; y
Xg, en un instante to. De la primera de las (5.7) tenemos los tiempos en 5,
correspondientes al momento de la medicién en S, de las posiciones de los

extremos de la varilla: )
- to V- X1,2
2= - " T3

2
donde vemos claramente la no simultaneidad en S’ de la medicién. Al reem-
plazar en la segunda de las (5.7) obtenemos las posiciones de los extremos de
la varilla en S

—Q= VtOo-D—5-

X1 =X+ Vg — 7 > V,

de donde resulta que Ax = x5 — x; estd relacionado con Ax’ = x}, — x| por

Ax =Ax"+ [y (1-V?/) — 1] V"/#V.
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Tenemos entonces para la componente de Ax’ perpendicular a V que Ax; =Ax',
la misma en los dos sistemas. Por otro lado, la componente de Ax’ con la
misma direccién que V resulta

AX“
AX”:—,
Y

con lo que la longitud paralela a V medida en S es un factor y~! = /1 — V2/¢?
mas pequena que la correspondiente en el sistema donde se encuentra en re-
poso, S’, que denominamos naturalmente como la longitud propia, o longitud
en reposo. En particular, esto nos dice que la varilla con movimiento oblicuo
respecto de V se observard “rotada” en S.

Esta contraccién de los objetos en la direccién de su movimiento debe
considerarse como real en el sentido que es el resultado de una medicién
fisica; en particular, objetos con el movimiento apropiado deben ser capaces
de pasar por aberturas fijas en S que serfan demasiado estrechas para permitir
el paso del objeto si tuviera su longitud en reposo.

Con respecto al significado de “observar”, estd usado aqui en el sentido
de interpretar una medicion fisica. Particularmente en relatividad debe ten-
erse muy clara la forma en que es hecha cada medicién para interpretarla
apropiadamente. Como regla, la medicién de la propiedad de un objeto fisi-
co debe ser hecha por un observador en la proximidad inmediata del objeto
(en movimiento o no relativo a éste), y a posteriori puede ser interpretada
por el conjunto de observadores en reposo respecto al observador original
(los que estédn en su sistema inercial) una vez obtenida la informacién. Si las
caracterfsticas del experimento lo requieren, intervendrédn conjuntos de ob-
servadores (como en el caso de la medicién de la longitud de la varilla), cada
uno de los cuales mide la propiedad correpondiente a su lugar. Mediciones
hechas a distancia, con telescopios, detectores remotos, etc. deben ser proce-
sadas apropiadamente para recuperar la informacién que hubiera obtenido
el observador (en el mismo sistema) cercano al fenémeno. Sélo a partir de
estos datos pueden obtenerse sin ambigiiedad propiedades derivadas, como la
longitud de la varilla a partir de las posiciones simultdneas de sus extremos.
Un ejemplo cldsico es cémo se ve un objeto dado en movimiento, lo que re-
quiere considerar la llegada simultdnea al ojo de la luz proveniente de las
distintas partes del objeto, habiendo ya medido (o calculado) las trayectorias
espacio-temporales de tales partes en el sistema de referencia de quien mira.

Otra consecuencia bdsica de la relatividad esté referida a la composicién
de velocidades. Si la particula se mueve con velocidad u referida al sistema
S su velocidad u’ referida al sistema S’, que se mueve a su vez con velocidad
V relativa a S, puede calcularse sabiendo cémo se transforma la cuadri-
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velocidad. Si para abreviar notacién definimos

1 , 1
Vu = ———, Y = ———,
V1= [uf* /e V1=l /e

entonces sabemos que, de (5.8) y (5.9),

(5.11)

Uy = vuc=7.c—7V-u/c),
V.
Yo = vu[u—vVJr(v—l) uV}

De la primera es entonces

Yu =77 (1= V-u/e?), (5.12)
que al reemplazar en la segunda nos da

, u—V+4+(y-1)(V-u)V/V?
u = Y=V /) . (5.13)

En particular, siuy V tienen la misma direccién (sean paralelas o antiparale-
las) resulta
,  u-—-V

- 1-V.u/¥’
que vemos que nunca supera el valor de c cualesquiera que sean las velocidades
uy V (siempre que éstas tampoco superen el valor de c).

u

5.2. Dinamica relativista

Consideremos ahora la dindmica de una particula libre en el marco de la
relatividad. En la mecdnica newtoniana la accién es un escalar de Galileo;
en mecdnica relativista, si queremos tener leyes invariantes en este marco
debemos tener una accién escalar de Lorentz. Si procedemos por analogia
con lo ya visto, podemos proponer que la integral que define la accién debe
hacerse en la variable 7, el tiempo propio de la particula, en lugar de ¢. Por
otro lado, el cuadrado de la velocidad que usamos para la energfa cinética
debe reemplazarse por una magnitud relacionada, que sea escalar de Lorentz.
Si evaluamos U - U vemos que resulta igual a la constante ¢. Proponemos
entonces para la particula libre

T2 to 2
S—a/ dT—a/ \ll—gdt,
T1 t1 ¢
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con « una constante a determinar. Identificamos asi el lagrangiano como

juf?
L:Oé 1—?,

de donde obtenemos la componente cartesiana genérica del momento lineal
y la energfa de la particula

oL Qu;
2y\/1—|u]” /¢
a
Eo= Sup- L=
i \/1—|uf’ /e

En el limite de velocidades pequenas comparadas con la de la luz la primera
igualdad tiende a p; — —au;/c?, con lo que debemos identificar a o como
proporcional a la masa de la particula; al menos la correpondiente a bajas

velocidades, que tomamos como la masa en reposo m. Asf, « = —mc?, y
mu
p = —, (5.14)
1 |u|2 /c?
2
me
F = —(——. (5.15)

Notemos que para velocidades bajas es también

1
L ~ —m02+§m|u]2,

1
E ~ md+ g™ lu)?,
con lo que se recuperan todos los resultados conocidos, con el agregado no-
table que la energfa de la particula tiene una contribuciéon de base de valor
2
mc®.

Un relacién til es
E? —|p|* ¢ = m2c, (5.16)

Una observacién importante es que el cuadrivector mU tiene como com-
ponentes

m(c,u)

1= [uf? je

mU = = (E/e,p) = P, (5.17)
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la energia y el momento lineal son asf componentes del cuadrivector llamado
energia-momento, y se transforman por lo tanto ante cambio de sistema de
referencia como indican las (5.8):

E = v(E-V-p), (5.18)

E V.p
p = p—”ygVJr( —1) 9z

Esto que hemos deducido para una particula libre es un resultado general
de la relatividad, y podemos comprenderlo en términos de la accién como
funcién de las coordenadas espacio-temporales. En efecto, por (2.48) y (2.49)
podemos escribir para la accién de un sistema genérico

ds = —dt Zax

= —Fdt+ Zpidxi =—(F/e,p)-dX".

V. (5.19)

Como dS es un escalar de Lorentz y dX un cuadrivector, (E/c,p) debe ser
un cuadrivector.

Si queremos ahora encontrar la accién de un sistema de varias particulas
nos encontramos con problemas debido a las interacciones, sea entre si o con
agentes externos. Si las particulas no interactian la accién es simplemente la
suma de las acciones de cada particula

) t2 ) ’u(n)’2
s=—e Y [meni - My
n t1 ¢

Las interacciones requieren adicionar términos que sean invariantes de Lorentz.
Para el caso de interaccién con un campo electromagnético externo sabemos

que el caso no relativista corresponde a un potencial dependiente de las ve-

locidades (2.23) que contribuye a la accién de la forma

t
_ Z/ "o [ (x™, 1) —u™ - A (x™, )] dt.
n t1

Esta expresiéon resulta ser invariante de Lorentz porque, del electromag-
netismo de Maxwell, la carga ™ lo es, y A = (¢, A) es un cuadrivector,
con lo que

|2

o-u-A=(cu)(,-A)=1/1- U A,
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resultando entonces

t
S o / T o) | g
n t1

Noétese que la accién del sistema puede escribirse como suma de acciones de
cada particula por separado en el campo externo.

No existen otros campos dentro de la mecédnica cldsica de particulas que
den lugar a acciones invariantes de Lorentz. Por otro lado, las interacciones
entre particulas cldsicas pueden tratarse en forma correcta relativista para
el caso de interaccién electromagnética, en la que las mismas particulas son
fuente de los potenciales ¢, A. En este tltimo caso la accién del sistema
no puede escribirse como una suma de acciones de particulas individuales
porque A™ depende de la historia de todas las particulas del sistema. Es
claro que no puede depender de posiciones y velocidades “instantdneas”; esto
es, simultdneas, lo que implicarfa accién instantdnea a distancia y, ademas,
lo que es simultdneo en un sistema de referencia no lo es en otro (existiria
un sistema privilegiado). Asi, el lagrangiano resultante no es una funcién
de sélo las coordenadas y velocidades de las particulas, y termina siendo él
mismo una funcional de las trayectorias, lo que es en la préctica inmanejable.
La solucién a esto es considerar a los potenciales mismos como coordenadas
generalizadas adicionales, definidas en cada punto del espacio, con lo que a
la suma sobre particulas se le agrega una integral sobre las coordenadas del
espacio. Esto esta fuera del marco de la mecanica de particulas y no serd
considerado aqui.

Las tnicas interacciones que pueden considerarse en una descripciéon de
sélo particulas son a través de choques, en los que la interaccién tiene lugar
cuando las particulas se encuentran en el mismo punto del espacio. En estas
condiciones el potencial de interaccién depende de las posiciones y velocidades
de las particulas en el instante del choque, que es un evento simultédneo para
todas las particulas interactuantes en cualquier sistema de referencia.

Cualquiera sea la interaccién, si en un dado sistema de referencia inercial
observamos que una particula cambia su momento lineal p al transcurrir el
tiempo, concluimos que estd actuando sobre ella una fuerza, que siempre
podemos definir como F = dp/dt. Para describir consistentemente la misma
particula desde otro sistema de referencia debemos decir que la fuerza en
tal sistema es ' = dp’/dt’, donde p’ y ’son el momento de la particula
y el tiempo en este otro sistema. Puede obtenerse la relacién entre F' y F
(la transformacion de la fuerza), a través de las relaciones de transformacion
entre p’ y ¢, y p y t. Sin embargo, la manera mas simple de considerar esto es
a través de cuadrivectores. Si definimos un cuadrivector asociado a la fuerza
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sobre la particula a partir de (5.17), usando ademsds la expresion del tiempo
propio (5.10),

F =

P <1dE d_p>

dr — \cdr'dr
B 1 <1dE dp)
/1 . |u|2/cz cdt’ dt
1 1dE
- —— ()
L—Juf* /e \©

Si suponemos que (5.16) es vilida cuando la particula estd bajo la accién de
F tenemos que (usando ademés (5.14) y (5.15))

i _¢p dp | dp_

W T E w Yol

con lo que, finalmente,

F= ! <UFF)
V1= laf’ /> N €

Dado que F' es un cuadrivector, sabemos de las transformaciones de Lorentz,
usando las definiciones (5.11), que

u

-F V.F
%F/:%{F—vV =2 +(y—-1) V],

V2
y, por la (5.12), obtenemos

1
F = F -~V
v(l—v-u/c%[ !

u

-F V.F
2 "‘('7_]-) V2 V:|

En términos de las componentes paralela y perpendicular a V es

/ FH_u'F‘//C2
F
| (1-V-u/c?)’
F,
F = .
+ (1 =V -u/c?)

Noétese que aun si en un sistema particular la fuerza no depende de la
velocidad, en otro genérico si dependera.
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5.2.1. Leyes de conservacién en sistemas de varias particu-
las

Por lo dicho arriba sélo consideramos interacciones tipo choque en los
sistemas relativistas de varias particulas.

Sabemos del teorema de Noether que si la accién de un sistema de particu-
las tiene una simetria particular; esto es, es invariante ante un cambio par-
ticular de coordenadas, se obtiene una magnitud conservada asociada a tal
simetria. Este teorema es vilido también en la mecédnica relativista, ya que
en su deduccion sélo se usé la existencia de la acciéon y su dependencia de las
coordenadas, pero con la condicién que la transformacion del tiempo sea la
misma para todas las particulas. Como un sistema aislado debe tener una ac-
cion que, por la homogeneidad del espacio y del tiempo, no puede depender
del origen usado de espacio y tiempo, las translaciones espacio-temporales
deben dejar la accién invariable. La invarianza ante translaciones espaciales
lleva, como sabemos, a la conservacion del momento lineal del sistema, mien-
tras que la invarianza ante translaciones temporales corresponde a la conser-
vacién de la energia. Usando la expresion (2.46) escrita ahora como (la suma
sobre n corresponde a las particulas del sistema)

oL, oL .,
C = (Zzﬁug")uo‘)_L>eo_zzau&”)g‘()‘)

n a=1 n a=1
3
T N L
n a=1

se obtiene lo dicho de igual manera a lo hecho en el caso no relativista, usando
que para una translacién espacio-temporal de magnitud ¢ en la direccién n
es x, =x; +¢en; (i=0,1,2,3),

E = cte,
p = Zp(”):cte.

Como se menciond, fue posible usar el resultado (2.46) porque en la translacién
temporal la transformacién del tiempo es la misma para todas las particulas
(A no depende de n).

Dado que la energia se conserva incluyendo términos de interaccién de
colisiones, la energia puede evaluarse como la correspondiente al momento
en que ninguna particula esté colisionando con otra; esto es, cuando son todas
libres; por lo que E es la suma de las energias libres de todas las particulas

E = ZE(") = cte,
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donde, de (5.15),

m™ 2

/1= [u®™]? /e

La isotropia del espacio-tiempo nos dice ademads que la acciéon de un sis-
tema cerrado debe ser invariante ante rotaciones espaciales e impulsos (ambas
constituyen el grupo de “rotaciones” en el espacio-tiempo tetra-dimensional,
denominado grupo de Lorentz no reflexivo). Ante una rotacién infinitesimal
generalizada (de pardmetro ) el cambio de coordenadas espacio-temporales
es de la forma general

En —

3

T, =x;+¢€ Z QinTy, (5.20)
k=0

donde la expresion precisa de la matriz tetradimensional €2;, no es impor-

tante, salvo el hecho de que es antisimétrica (2, = —S); para las rotaciones

ordinarias, como sabemos; para los impulsos basta considerar las (5.6) con

pardmetro infinitesimalV /¢ = en). Esta expresién puede invertirse trivial-

mente al mismo orden de aproximacién para dar

3
T, =1 —¢ E Qi)
k=0

Ahora parece no ser posible usar el resultado (2.46) para los impulsos porque
el tiempo se transforma de manera distinta para cada particula. En efecto,
tenemos (o = 1,2, 3)

n 1 oz 1o .

W - 15 S
e=0 k=0

) = | =Dl
e=0 k=0

Sin embargo, como hemos considerado interacciones tipo choque, las particu-
las que interactian lo hacen en el mismo punto del espacio-tiempo, con lo
que para todas ellas el tiempo se transforma de igual manera ante (5.20).
Asi, la accién puede considerarse como suma de términos correspondientes
a distintos grupos de particulas (cada grupo con igual #y para sus particu-
las), que no interactian con las demds, con lo que cada término es invariante
por separado. Conceptualmente, podemos entonces considerar que aplicamos
(2.46) para cada término de la accién y luego sumamos todos ellos, con lo
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que obtenemos

3
|- ZQW +zp<n>zaakx,gn>] za]kzpj )
a=1 k=0

7,k=0
donde usamos, como antes, la energfa libre de la particula n porque la energia
se conserva para cada grupo de particulas interactuantes, por lo que debe ser
igual a la suma de las energfas de las mismas cuando no interactian.
Como €2, es arbitraria (pero antismétrica) podemos siempre elegir los ejes
de rotacién espacial o la direccién del impulso para que sean distintos de cero

s6lo un par de componentes, por ejemplo, 290 = —§259, con lo que se conserva

en tal caso ) (p*(n) (n) po( ") ( > Como lo mismo es valido para todo

par de componentes distintas entre si, debe conservarse en general la matriz
antisimétrica (el cuadri-tensor momento angular, ya que estd expresado en
términos del producto (externo) de cuadri-vectores)

My = —My,; = Z <p§.")*x,(€n) - p,(gn)*:cg-nv . (5.21)
Las componentes puramente espaciales son
Mas = 3 (0957 o),

que corresponden a las tres componentes del momento angular ordinario.
Las componentes cruzadas

Mo = Y (a”p = a0p(")

n

= 3 (etply) — B o),

n

son las componentes del vector espacial ct Y p™ — > E™x® /c. La con—
stancia de este vector puede interpretarse multiplicdndolo por ¢/ Y E®

para tener
Zn E(n)x(n) Z p(n)

S Em CS Em

De donde interpretamos, sabiendo ademds que ) EM y >on p™ son con-
stantes, que el vector generalizacién del centro de masas

R 2, EOx)
S B0

t = cte.
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se mueve con velocidad constante

(n)
o Qan

5.2.2. Desintegracién de particulas

Consideremos la desintegracién espontdnea de una particula de masa m
en dos particulas de masas m; y mo. Supongamos que la particula inicial estd
en reposo en el sistema considerado. La conservacion de la energia en este
proceso (que puede ser considerado el proceso inverso del choque perfecta-
mente pldstico de dos particulas en el sistema de referencia en que la cantidad
de movimiento total es nula, sistema del centro de inercia) se escribe como
(el subindice 0 se refiere al sistema centro de inercia)

mc? = Eo + Eg, (5.23)
mientras que la conservacién de la cantidad de movimiento conduce a
Por = —Po2- (5.24)
De esta ultima y la relacién (5.16) tenemos que
Egy —mict = Egy —mic,
que, escrita como
ES — ES, = (Eo1 — Eg2) (Eor + Ege) = mict — mac?,
junto con (5.23) nos permite obtener inmediatamente
2

2
my — My o

Eo1 — Bpp = ——¢7,
m

y finalmente, entre ésta y (5.23),

m2+m?2 —m3 ,
Eopn = c,
2m

2 2 2

J o —
02 m

De (5.16) y (5.15) determinamos facilmente la magnitud de los momentos
y velocidades, respectivamente:

|p0172|2 = E§1’2/c2—m?,202,
2 4
g a2 = & — k2

)
Eqs
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que sabemos tienen la misma direccién y sentidos opuestos por (5.24).

Si la particula original se mueve en el laboratorio con velocidad V, lo
calculado hasta aqui vale en un sistema de referencia que se mueve con tal
velocidad, el sistema centro de inercia, de manera que las magnitudes luego
del choque en el sistema de laboratorio pueden ser calculadas haciendo una
transformacién de Lorentz con velocidad —V (ecuaciones (5.18) y (5.19):

Eis = v(Eonz2+V - -DPoz),

Eo12
2 VvV + (7 - 1)

V - poi2
V2
Se requiere entonces conocer el dngulo entre V y po; en el sistema centro de
inercia (por supuesto V - pgs = —V - pg1), que es una variable que no puede
ser predicha sin conocer la dindmica interna de la particula y se debe tomar
como un dato de la observacién; llamémoslo x, de manera que V - pg; =
|po1| V cos x. Tenemos asi (paralelo y perpendicular se refieren a la direccién

de V)

Pi2 = Poiz2t7 V.

Ey = v (Eo + |po1]| Vcosx),
Ey = 7 (Eo2 — |po1|V cosx),

EgV
p = 7| |Porfcosx + 2 )
EwV
P2y = 7| — |Por|cosx + ER R
Pi21 = DPoi2L = |p01|sinx.
Desde ya, p21 = — pi.al no haber componente del momento transversal a

V.

El valor de y puede ser entonces obtenido de la medicién de la energfa de
alguna de las particulas resultantes, lo que permite evaluar todo lo demds. La
medicién de tal energia puede hacerse a través del dngulo en que es eyectada
la particula en el sistema de laboratorio respecto de V. Sea ésta, por ejemplo,
la particula 1, de manera que V -p; = |p1| V cos 6;. Usando la tranformacion
de Lorentz inversa a la que usamos en los cdlculos anteriores es

Ey = v(E1 =V -py)
= v (F; —|p1|V cosb)

= v (E1 —\/E?/c? — m%cQVcosﬁl) :

de donde puede obtenerse una expresién para F4 en funcién de 61, y completar
asi la evaluacion de todas las magnitudes.
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5.2.3. Choque de particulas

Como vimos en el caso de la desintegracion de particulas es conveniente
resolver el problema en el sistema centro de inercia en el que la cantidad
total de movimiento es nula. Consideremos en tal sistema dos particulas con
valores iniciales de masa y momento my, ms, y Po1 = —Po2 , que por lo tanto
tendran energias

Eyp = \/m%04+\P01’202>

Epy = \/m§c4—|—|p01|202,

que interactian en un choque para dar dos particulas de masas y momentos
my, my, ¥ Po; = —Phe- Ol las masas iniciales son iguales a las finales, la
estructura interna de las particulas no se habréd afectado y por lo tanto el
choque es eldstico. La conservacién del impulso estd expresada por ser pf, =
—Pbs, Dero en general la direccidn final estara rotada en un dangulo x respecto
de la inicial.

La conservacion de la energfa impone que

Eor + Eypy = E(/n + E62
— e+ [phy P+ \mBe + pl [,

que puede resolverse para obtener |py,| dadas las otras variables, que deben
ser conocidas por las condiciones iniciales y por la observacion del tipo de
particulas resultantes (en el caso de choque eldstico es simplemente |pg,;| =
|Po1|)- Se tienen asi los momentos finales en términos de su médulo y direccién
observada a través del angulo Y.

En el sistema de laboratorio supondremos que la particula 2 se encuentra
inicialmente en reposo (ps = 0), y que la particula 1 tiene momento inicial
P1, con lo que sera

_ 2 2 2. _ 2
E, = \/mlc4 + |p1|” ¢?; Ey = maoc®.

Para encontrar cudl es el sistema centro de inercia a partir de estos datos
basta considerar que si éste se mueve con velocidad V respecto del sistema
de laboratorio debe ser

V. p;

E
Poi = pl—’YC—QIV‘l‘(’Y—l) v
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Vemos inmediatamente que V es paralelo a p; (v a po1 ¥ Po2) con lo que
obtenemos fdcilmente

02

V = ——ps,
E’1+E’2p1
E,

Po1 = —P02:7m

P1-

Para obtener las magnitudes finales (luego del choque) en el sistema de
laboratorio hacemos la transformacion a éste desde el sistema centro de iner-
cia (transformacién de Lorentz con velocidad —V), exactamente como hici-
mos en el caso de desintegracién de una particula, y obtenemos expresiones
del todo analogas, (paralelo y perpendicular se refieren a la direccién de V

o Pl)

By = v (Ey + |poy| Vcosx),
Eé = v(E62—|p61|Vcosx),

/ o | ! | + E(,Jl
Py = 7\ IPo1l COSX 2 )
EL,V
Poy = 7| —IPorlcosx + 022 ;
c
pi,u = D21 = |Poq | sin x.

Andlogamente al caso de la desintegracion, el dngulo x puede obtenerse
midiendo el dngulo 6 en que es eyectada una de las particulas, por ejemplo
la 1, en el sistema de laboratorio respecto de p; para tener la relacién que
permite calcular E] conocido 6;:

By =1 (Ei — \/E?/C2 — mi2c2V cos 01) .



Capitulo 6

Fuerzas centrales

6.1. Problema de Kepler

Son las derivadas de un potencial de la forma V (|x2 — x1|) = V (r), con
X1 y X las posiciones de las particulas interactuantes. Asi, la fuerza f;5 sobre
la particula 1 debida a la 2 vale

¢ ov ov or IV (x1 — Xa)
12:——:———:—_—
0x, or 0%, or r ’
con direccién a lo largo de la recta que las une.
Cuando el sistema tiene sélo dos particulas es conveniente, en lugar de
X1 y X3, usar las coordenadas
m1Xp + MaXo
mi + Mo
r = X9 —Xj,

en términos de las cuales las coordenadas originales se escriben

molr
X1 = XC’M - )
mq —+ mo
mir
xy = Xeoum+
mq —+ Mo

Si ademds no existe fuerza externa, el centro de masas se movera con ve-
locidad constante y es entonces posible describir el movimiento respecto de
un sistema inercial en el que la velocidad del centro de masas es nula. Con-
siderando de ahora en mé&s que estamos en tal sistema de referencia, si el
sistema de coordenadas se elige con origen en el centro de masas es Xy = 0,

79
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con lo que escribimos (M = my + ma)

X1 = —M r, (613.)
m
Xy = Ml r. (6.1b)

El momento angular es constante y vale, respecto del origen (el C'M),

L = miXyp X )'{1 + MmoXy X )'(2

(52) +me () |
= m|— mo | —
"\ 2\
mq1Mme . .
= rXr=purxr,

M

donde se ha definido la masa reducida

mims

p (6.2)

my + Mo

Si en un instante dado ¢ se tienen los vectores r y , como el incremento
de r en un dt es justamente rdt, el r en t+dt sigue permaneciendo en el plano
definido por los originales r y 1; por otro lado, como el vector constante L
es siempre perpendicular a r y 1, el nuevo 1 debe seguir estando en el plano
original, y todo el movimiento estd entonces contenido en tal plano.

Otra forma de ver esto es escribiendo el Lagrangiano. Como

1 1
T = §m1 |).(1|2 + §m2 |).(2|2

= 5[ () s ()
= Sulif, (6.3)

se tiene {
. |2
L= Spulil® =V (r]).

Usando coordenadas esféricas es

r = re,,

I = re.+rfeg+rsindpe,,

con lo que
1 i
L= SH (7"2 + 20’ + r? sin? 0¢2> —V(r),
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y las ecuaciones de movimiento son

) d
= pr (92 —|—sin29gb2) + i = 0,
dr
% (/””29> — ur?sin® cos§ p* = 0,

prisin?@¢ = cte.

De la segunda se ve facilmente que si # =0 en 6 =0 6 /2 es «9 =0y 0 debe
entonces permanecer constante. Si elegimos § = 7/2 donde # = 0 tenemos
entonces un movimiento plano y las ecuaciones se reducen a
av
.. .9
- +— = 0, 6.4a
= pr @7+ (6.42)
purlp = cte. (6.4Db)

La coordenadas r y ¢ pueden interpretarse como coordenadas polares en el
plano (z,y) en las que

r = re, (6.5a)

I = re +rpe,, (6.5b)

con lo que
L=purxt=ur’pe,,

de manera que la segunda de las (6.4) indica precisamente la constancia de
L y se escribe
ur’p = L,. (6.6)

Dado que en un dt el vector r barre un drea r?¢dt/2, podemos decir de
(6.6) que la velocidad areolar A = r2(/2 es constante, lo que constituye la
segunda ley de Kepler para el movimiento de los planetas alrededor del sol.
Nétese que dicha ley vale para cualquier tipo de potencial central, no sélo
para el caso gravitatorio. Si usamos (6.6) para despejar ¢ y reemplazamos
este valor en la primera de las (6.4) obtenemos la ecuacién de movimiento de
la coordenada r
L* dv B
s * dr

ILI/T - Oa

que podemos reescribir

dve
pit + —4 =0, (6.7)

donde el potencial efectivo V. estd definido por

L2
2ur?’

Vep(r)y =V (r)+
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el segundo término se denomina potencial centrifugo. La ecuacién (6.7) repre-
senta un movimiento unidimensional equivalente en la variable unidimension-
al r relacionando la “aceleracién” de ésta, ¥, con su valor instantdneo r. Para
resolver (6.7) se puede usar entonces la técnica de relacionar la aceleracion
con la “velocidad” 7 como
f:@:ﬁ%:i(hz)
dt — drdt dr \2 ’

con lo que la (6.7) se reescribe

d (1
% (5/17” +‘/;f) —O,

1
§,u7'“2 + Vs = cte. (6.9)

Usando las (6.3) y las (6.5) la energia del sistema (que constante por ser
L independiente del tiempo, y que corresponde a la energia mecdnica, por
ser T' bicuadrética en las velocidades generalizadas) se escribe

O Sea

E—T+V—%u(7'"2+r2gb2)+v,

que, con (6.6) y (6.8), se escribe como

1
FE = §m~2 + Ve (6.10)

Esta es entonces la primera integral de (6.7) y nos permite escribir

dr 2

2BV, (), 6.11

s 2V (6.11)
para tener

dt = + dr ,

VEIE = Ver (r)

que puede resoverse por una cuadratura. Téngase en cuenta que si al avanzar
el tiempo r crece se debe usar el signo +, mientras que si r decrece corre-
sponde el signo — en la integracién. Asi, partiendo de un ¢y con un rq, para
cada par de valores constantes E y L,, se obtiene la funcién t(r) que al
invertirse da 7 (t). Con ésta se puede integrar (6.6) escrita como

dy B L,

%= T or (6.12)
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para obtener ¢ (t), lo que resuelve el problema.
Una alternativa es obtener directamente la relacién r (¢) que nos da la
forma geométrica de la trayectoria, eliminando el tiempo del problema. Para

esto basta escribir
dr  drdyp

dt — dpdt’
y usar (6.11) y (6.12) para escribir

dr ur? 2
R L)

1
= e [ E-v -
con lo que se obtiene
do _ 4 ! , (6.13)

dr TQ\/i—‘;[E—V(T)]—T%

que puede integrarse para obtener ¢ (1) y, por inversién, r (¢). En particular,
vemos de (6.13) que la trayectoria serd simétrica respecto del punto donde
hay cambio de signo; esto es, en los puntos donde r alcanza un valor extremo,
maximo o minimo. El punto de méaximo acercamiento se denomina periapsis
(perihelio en el caso del sol) y el de maximo alejamiento, cuando es finito,
apoapsis (aphelio o afelio para el sol).

Veamos como ejemplo importante el caso del potencial gravitatorio. En

este caso es o
V()= -—2,
r
donde G = 6,672 x 107"' N m?kg~2 es la constante de la gravitacién de

Newton. Llamando o« = G mymsy podemos escribir (6.11) para este caso como

d 2
@ 4 2 E+g_i’
dt L ro 2ur?

del que podemos decir que el rango de valores posibles de r estara limitado
a aquellos para los cuales el argumento de la raiz es no negativo:

a L?
B>t (6.14)

La expresiéon de la derecha tiene un valor minimo en
2
— LZ

To = )
j2ze’

(6.15)
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que vale
po
212’
por lo que (6.14) implica que
2
E> _’2‘_;;, (6.16)

En estas condiciones el rango de r estd determinado por los ceros de la
expresion en (6.14). Si £ > 0 es claro de (6.14) que r puede llegar a oo y
existe entonces sélo un valor minimo de r, 7,5, dado por

o 2L%?F

" 2F \/ * i (6.17)
L2

"min = Za =
2ua

Cuando F < 0 (estado ligado) existe un rango superior también, con
lo que el movimiento estd restringido por los valores (periapsis y apoapsis,
respectivamente)

a | 212 |E|]
i = o 1 2 6.18
" 2E| po? (6.18a)
a 212 |E| ]
mix 1 1-—- = 6.18b
" 2E| * po? ( )

Obtengamos ahora la érbita correspondiente a £ < 0. Escribimos (6.13)
para este caso como

d 1
a
T

Tomemos el valor ¢ = 0 correspondiendo a r = ry; y consideremos que ¢
crece al variar r con lo que tendremos

| dr
o / = (6.19)
PV

T

Tmin

parar < rps. Alcanzado ry, debe seguir integrandose entre r,4, y 7, usando
ahora el signo menos hasta alcanzar otra vez ry,, etc.
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La integral puede realizarse explicitamente haciendo en (6.19) el cambio

de variable u = r1:

Umin

du

90:
_2uE[ | 2pa, 2
u \/ Iz tTzu—u

Y

-1
min*

con U = T Usando la integral de tablas

[ 2ax+b]
arc cos | — ,

Tri (6.20)

/ dx L 1
var?+bxr +c V—a
el resultado es

~1
L? 212 |E|

@ =arccos || —u—1 1- 5 )
16! o

que se invierte inmediatamente para dar (volviendo a la variable r y usando
la definicién (6.15) de 7o)

1 1
S=(1 , 6.21
S = (1t ecosy) (6.21)

donde se ha definido la ezxcentricidad 0 < e < 1

e= 1+ (6.22)

La ecuacién (6.21) describe una elipse de excentricidad e y foco en el
origen de coordenadas, de semiejes mayor y menor dados respectivamente
por

. To . o

© T U= 2Er
o To o Lz
- Vi-e 2ulE[

Si se aplica esto a la 6rbita de los planetas alrededor del sol tomando en las
férmulas anteriores m; la masa del sol y my la del planeta considerado, vemos
de (6.1) que cada cuerpo describe también una elipse, ambas con foco en el
centro de masas. Si se considera ademds que la masa del sol es mucho mayor
que la de los planetas (para la tierra el cociente de masas es ~ 3,5 x 10°) se
ve entonces que la elipse descripta por el sol es de tamano despreciable y el
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sol se encuentra entonces practicamente en el foco de la elipse descripta por
cada planeta. Esta es la primera ley de Kepler.
La tercera ley de Kepler resulta de la ley de las dreas (6.6) escrita como

dA 1,. L

a2 YT o
que integrada en un perfodo da
2uA  2umab
L. L.
Ta \2u

T —

3/2 | M

= =2
2 |E)P* a a

La idltima igualdad dice que el periodo de revolucién de cada cuerpo alrededor
del centro de masas es proporcional a la potencia 3/2 del tamafio de la érbita.
Aplicada al sistema solar ésta es la tercera ley de Kepler que dice que el
cuadrado del perfodo de revolucién de cada planeta es proporcional al cubo
de su distancia al sol. N6tese que en el caso de ser m; > my es >~ my y,
por lo tanto, oo/ ~ Gmy, por lo que la constante de proporcionalidad es la
misma para todos los planetas.

Si E > 0las (6.21) y (6.22) siguen valiendo, sélo que para E =0 es e = 1,
con lo que (6.21) representa una parabola con distancia minima al origen 7 /2
y en la que el infinito se alcanza con velocidad nula. Cuando £ > 0ese > 1
que corresponde a una hipérbola en la que la particula se acerca al origen
hasta ro/ (1 + €) y alcanza el infinito con velocidad no nula.

6.2. Choque elastico

Consideramos ahora el choque eldstico (E = cte) entre dos particulas con
masas m; y ms que interactian a través de un potencial central. La idea es
considerar que en el sistema centro de masas la energia mecdnica Eqoy, > 0
(desde ya, esto valdra entonces para cualquier otro sistema) de manera que,
aun para un potencial atractivo, las particulas no estéan ligadas. De esta
manera, consideraremos sus estados antes y después de la interaccién; esto
es, cuando estén muy separadas de manera que la energia potencial entre
ellas pueda considerarse despreciable frente a las correspondientes energias
cinéticas (se toma el cero de la energia potencial correspondiendo a distancia
infinita entre particulas).

Como la energia mecédnica se conserva, y antes y después de la interaccién
se puede considerar que ésta es sélo cinética, escribimos

1 1 1 1
3 vi|? + gMa vo|* = g™ Vi + o™Ma v, (6.23)
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donde las velocidades sin primar corresponden a antes del choque y las pri-
madas a luego del choque. Por otro lado, como no existen fuerzas externas
se conserva también la cantidad de movimiento total

M1V1 + MaVe = M1V + MaVh. (6.24)

La conservacién del momento angular total indica, como se vio més arriba,
que el movimiento de ambas particulas puede siempre considerarse contenido
en un plano (si las velocidades iniciales no son coplanares puede siempre
pasarse a un sistema, a infinitos en realidad, en el que sean coplanares, y asf
permaneceran).

Es conveniente describir el movimiento desde el sistema centro de masas;
distinguiremos entonces el llamado sistema de laboratorio como aquél en el
que las velocidades iniciales son coplanares y valen v; y va, y el sistema
centro de masas que distinguiremos con el subindice 0 (en lugar de C'M).
Asi, las velocidades iniciales en el sistema C'M valen

miVy + mMeoVvy Mo

Vop = vi— Voy =V — = v, 6.25a
01 1 cM 1 L+ T 1+ 11 ( )
mivVy + maoVv m
Ve — Vo Vem — vy TWVIEMaVE o
my + mo mi + ma

donde hemos definido la velocidad de la particula 1 relativa a la de la particula
2:V=v] — Vs
La conservacion de la cantidad de movimiento en el C'M es claramente

/ /
M1Vo1 + MaVoa = M1 Vg + MV, = 0,

de donde
Voo = —EVOl7 (626&)
mo
vl, = —Z—;vgl, (6.26b)

que al usarse en la ecuacién de conservacién de la energia en el C'M da

1 1 1 1

57 [Vorl* 4 Sma Vool = S (Vi o Sma Vool =
1 2 my 1 ;2 my
- 1+ L) = = 1+t
2m1 [Vor| < + m2) 2m1 |V01| + )’

de donde se deduce que
Voi| = [voul, (6.27)
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esto es, en el sistema C'M la interaccién sélo cambia la direccién de cada
velocidad, pero no su médulo.

Llamemos entonces ng al versor que indica la direccién y sentido de la
velocidad de la particula 1 después del choque en el C'M:

!
Vo1

’an"

ng =

que nos permite escribir, usando las (6.25) aplicadas a las velocidades luego
del choque, y la segunda de las (6.26),

an = mM Ny,
Viy =~ |v| ng,
mi+m

que nos permite finalmente escribir las velocidades luego del choque en el
sistema de laboratorio (SL)

m mivy + maov
Voo Mgy VI Vs (6.28)
mi + Mo mi + Mg
m mivy -+ MoV
v = —— 1 |v|mp 22 (6.28D)
my + Mo my + Mo

Noétese que todas las magnitudes son conocidas de antes del choque, salvo
ny que es determinado por la interaccién en si.

Las expresiones (6.28) son més sencillas escritas en términos de las canti-
dades de movimiento; multiplicando la primera por m; y la segunda por m.,
se obtiene inmediatamente (y es la masa reducida, ver (6.2))

1

Py = plvlng+ —(p1+p2),
mg
7

Py, = —p|vlng+— (p1+p2).
my

Es muy conveniente representar estas expresiones graficamente.
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Donde AO = w(p1+p2) /me, y OB = i (p1 + p2) /m1. La circunferencia
tiene radio u|v| por lo que oC = i|v| ng. Nétese que el vector AB =
A—O> + O—>B = p1 + p2, que es la cantidad de movimiento total en el SL.

De ahora en méds consideraremos sélo el caso en que la particula 2 se
encuentra en reposo antes del choque en el SL; esto es po = 0. En tal caso
es Vv =vVv; — Vy = vy ¥y, por lo tanto, O—é = puvy = pv; esto es, el punto B
se encuentra sobre la circunferencia. Por otro lado, A0 = (mq/ms) pv, por
lo que A estard dentro de la circunferencia si m; < mao, y fuera si m; > mo,
como se representa en la figura.

En estas figuras 0, y 65 representan los dngulos que forman las velocidades
(en el SL) de las respectivas particulas respecto de la direccién horizontal

—
correspondiente a la del vector AB, cantidad de movimiento total en el SL.
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—
El éngulo x es el angulo que forma ny con AB; esto es, el dngulo que forma
la velocidad de la particula 1 en el sistema C'M con AB.

Vemos en particular que cuando m; > my existe un dngulo de desviacion
méxima 6,4, de la particula 1, que corresponde al formado por la tangente
a la circunferencia que pasa por A, que es facilmente calculable como

v m
my M vl my

Para relacionar los angulos ¢, o y x basta ver que, por estar B y C' sobre
la circunferencia, el tridngulo OC'B nos dice que 265 + x = 7; o sea,

fy = T ; X (6.29)

Por otro lado, podemos ver que

plvlisiny | v sin x ~ siny
A0+ plvlcosy  ELplvl+ plvicosx Tt cosy

(6.30)

tanf; =

6.3. Dispersion (Scattering)

Vimos en la seccién anterior que para definir completamente el choque
debe determinarse el versor ny o, equivalentemente, el dangulo y formado
por v, con la direccién de la cantidad de movimiento en el SL. Seguimos
considerando que vo = 0, de manera que la direccién de referencia es la dada
por la velocidad v;. Asimismo, el vector v, es (anti)paralelo al v, (por
la segunda de las (6.26)) de manera que la velocidad relativa después del
choque v/ = v{;; — v{, es paralela a v, y tiene por lo tanto el mismo y. De
esta manera, para calcular y basta resolver el problema equivalente, visto en
la primera seccién, de una particula de masa p (la masa reducida) sometida al
potencial de interaccién, pero respecto a un centro fijo (el C'M). La velocidad
de esta particula corresponde a la relativa entre las particulas originales, y
vale inicialmente v = vy (siempre consideramos vy = 0). Tomamos como
direccién de referencia (horizontal) la de esta v que corresponde a distancia
muy grande al origen antes de la interaccion. Para fijar el origen decimos que
si la v se mantuviese constante la particula p pasarfa a distancia s de éste;
s es denominado pardmetro de impacto.
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18 ‘ Y o ’
|
¥ _ - ' Yy

L v
I"O—A_—b,
5| o
A ! .'."K\Fpmh'

En la figura se representa la situacién para un potencial repulsivo y uno
atractivo. El ¢,, es el dngulo correspondiente a la minima distancia al centro
(atractor o repulsor). Como la trayectoria es simétrica respecto del punto de
maximo acercamiento, el dngulo o es o = ¢,,, — x para el potencial repulsivo,
y a = ¢,, + X para el atractivo. Como en ambos casos es o+ ¢, = 7, resulta
X = 2¢,, — m en el caso repulsivo y x = m— 2¢,, en el atractivo. Tenemos
entonces en general

X = 2¢,, — T, (6.31)

que resultard positivo para repulsién y negativo para atraccién en las condi-
ciones de la figura.

El valor de ¢,, se obtiene facilmente de (6.13), teniendo en cuenta que
cuando r — oo antes del choque es ¢ = 7 (ver figura) y que entre este valor
y ©,, tanto r como ¢ disminuyen; esto es, el signo apropiado en (6.13) es el
positivo. Con esto,

P dr
P BE-VOI- &

con Ty dado por la condicién 7 = 0 en (6.10): £ = Vo (")

P =T+ (6.32)
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El valor de ¢,, depende de la energfa mecdnica en el sistema CM y
del valor absoluto de L, en el mismo sistema. De (6.6) y (6.10) y la figura
podemos entonces escribir (recordemos que v = vy por ser vy = 0)

1
Lo = plvls, B =Splvl®. (6.33)

Asi, con (6.31), (6.32) y (6.33) el choque queda completamente determi-
nado.

Consideremos ahora lo que sucede si un haz uniforme de particulas de
masa m; incide sobre una distribucién también uniforme de particulas de
masa mgy en reposo. Si el haz incide desde la izquierda, suficientemente lejos
a la derecha se tendran particulas de los tipos 1 y 2 que han sido dispersadas
por las interacciones que tuvieron lugar. El objetivo que nos planteamos
es determinar la distribucién de estas particulas; esto es, la proporcién de
particulas en cada intervalo de velocidades (mdédulo y direccién).

La hipétesis que hacemos es que el haz de particulas 1 y el conjunto de
particulas 2 son suficientemente diluidos para que puedan despreciarse las
interacciones entre particulas del mismo tipo y, a la vez, considerar que la
interaccion entre particulas de distinto tipo ocurre sélo una vez para cada par
de ellas. Asi, en forma general podemos decir que el haz tiene una densidad
uniforme en volumen de particulas 1, n;, que se mueven originalmente todas
con velocidad vy; luego de interactuar con las particulas 2 el haz tendré toda
una distribucién de velocidades v}; sabemos que esta velocidad estd deter-
minada univocamente por el dngulo x que forma en el sistema C'M respecto
de la direccién original. De esta manera, caracterizamos la distribucién de
particulas dispersadas tipo 1 por la densidad de ellas, dn,, que es dispersada
por unidad de tiempo con dngulos entre y y x +dy en el C'M. Esta densidad
(por segundo) es proporcional al intervalo angular considerado, dy, y a la in-
tensidad del haz incidente, definida como el niimero de particulas del haz que
atraviesan la unidad de drea en una unidad de tiempo: I} = ny |vi| = nq |v|,
de manera que es 1til definir la llamada seccidn eficaz de dispersion o (x)
que relaciona dn, con dyx y I; como

dn, = o (x) Lidx. (6.34)

El objetivo entonces es calcular o (y) que puede hacerse si calculamos
dn,. Para esto basta tener en cuenta que las particulas equivalentes de masa
1 son dispersadas con un dado dngulo y si pasan a la distancia correcta
del centro dispersor; esto es, si tienen un valor del pardmetro de impacto s
apropiado. Asi, todas aquellas particulas cuyo valor de s estd entre s y s+ds
se desviardn entre x y x + dx. dn, corresponderd entonces al nimero de
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particulas de haz incidente que por unidad de tiempo atraviesan un anillo de
radio interior s y radio exterior s + ds; o sea, de drea 27s ds (no nos interesa
en qué plano se desarrolla el movimiento; estamos considerando todos los
posibles):

dn, = I,2ms ds; (6.35)

comparando con (6.34) deducimos entonces

(6.36)

La precauciéon de tomar valor absoluto de la derivada viene del hecho que
o (x) es una magnitud positiva, mientras que, en general, al aumentar s x
disminuye. Como hemos considerado la desviacién en todos los planos posi-
bles de movimiento es més correcto hablar de dispersiéon dentro de un dado
angulo sélido df),, = 27 sin x d, que nos define una seccién eficaz diferente

dn, = o () [1dQY, = 270 () [1 sin y dx,
que por comparacién con (6.35) da

s ds

0.) — il
7 () siny |dy

. (6.37)

Vemos entonces que pueden calcularse en forma sistemaética las secciones
eficaces de dispersién en términos de la dispersién angular en el sistema
CM. En las aplicaciones es mds 1til conocer la distribucién de particulas
dispersadas en el SL; por ejemplo, el nimero de particulas tipo 1 dispersadas
en dngulos entre #; y 61 + df,, independientemente del plano donde ocurre
la dispersion; esto es, en el dngulo sélido df); = 27 sin #,d6;:

dngl = 210 (Ql) Il sin Qldgl.

Como existe una relacién univoca entre 6; y x, la (6.30), basta escribir que
dng, es igual al correspondiente dn,:

210 () I sin01db; = 2mo (§2,) I sin y dy,

de donde se tiene
siny |dyx

db,

en donde el x debe evaluarse en el valor dado por (6.30).

o () =0(Q

Y

X sin 91
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Andlogamente, para el nimero de particulas tipo 2 dispersadas en df2; =
27 sin 03df, es, por (6.29),

B sin d_X
“ <Q2) -7 (QX sin ‘92 d@g
2 .
= s [0 (92,) sin X]x:ﬂ—202 )

Finalmente, calculemos la seccién eficaz de dispersiéon en el caso de un
potencial electrostatico entre particulas de cargas eléctricas Zie y Zse (e
es la carga del protén). El problema es totalmente andlogo al problema de
Kepler donde ahora es (en unidades MKS, con ¢q la permeabilidad eléctrica
del vacio)

212262

41 €0 '
De (6.31) y (6.32), se debe calcular

o =

Tmin

dr
I r/EEre-%

con Ty, dado por el tnico cero positivo de (6.14) (téngase en cuenta que
a < 0),

X=m+2

_ o

2I2F
T'min =
2K

1
T

+1

Haciendo como antes, u = !, es

0
d

X:7T+2/ = ;

I \/%[E—l—ozu]—u?

min

r

que, usando (6.20), resulta en

202E\ 1
X = T — 2arccos —<1+ 22) :
o

o sea,
2I2E\ 2
—<1—|— MOZéQ) :cos(g—g):sin(g),
de donde es
- . 1/2
Jites
L. =/2 1|,
| Ll 2F | sin? (%) ]
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y, usando que |L,| = p|v|s = v2uFEs,

s = Mcot <X>
2F 2/

Con esto calculamos inmediatamente

s |ds
siny |dy

a2

o () = 16E2

95

csc? (%) ) (6.38)

que es la seccién eficaz para la dispersiéon de Rutherford. En el caso estudiado
por €l las particulas tipo 1 fueron particulas alfa (masa atémica 4) y las tipo
2 micleos pesados (por ejemplo, oro de masa atémica 200), de manera que
m1/ms < 1, por lo que (6.30) indica que y =~ 6, y la (6.38) es practicamente

igual a o (€21), que es lo medido en el SL.



Capitulo 7

Pequenas oscilaciones

Son las que ocurren, con pequena amplitud, alrededor de los estados de
equilibrio estable del sistema. Supongamos el sistema de n grados de lib-
ertad con vinculos independientes del tiempo, descripto por un lagrangiano
genérico de la forma

L (qla '-'Qn)Qh qn) = T(Qh "'Qn7QI7 qn) -V (QIJ Qn) . (71)

Llamamos puntos de equilibrio a aquellos en los que la fuerza generaliza-
da es nula: @y = —0V/0q, = 0. Supongamos que existe equilibrio para los n
grados de libertad; esto es, las n fuerzas generalizadas se anulan simultdnea-
mente cuando las variables toman los valores qo1, qo2,.--, Gon. Esto significa
que el potencial V (qi,...q,) tiene un extremo en ese punto del espacio de
configuracion.

La independencia del tiempo de los vinculos lleva a que la energfa cinética
es de la forma genérica

N R . .
T (g1, Gns @1 o) = 5 >, fia (@15--0n) dud (7.2)
k=1

Por la misma razén la energia se conserva y es de la forma £ =T + V. Si el
sistema se encuentra entonces en la posicién de equilibrio con, ademds, ve-
locidades nulas, debe permanecer indefinidamente alli (las ¢x y ¢ son ambas
nulas), mientras que si se encuentra en un punto ligeramente apartado del de
equilibrio, también con velocidades inicialmente nulas, la no anulacién de las
Gr implica que el sistema ganara velocidad y se apartard entonces del punto
inicial. Sin embargo, si el punto de equilibrio corresponde a un minimo del
potencial, el estado inicial apartado de éste tiene energia potencial mayor,
por lo que la conservacién de la energfa implica que al aumentar la energia
cinética el sistema se mueve hacia zonas de menor energfa potencial; esto es,

96
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hacia el punto de equilibrio. En este caso se dice que el punto de equilib-
rio es estable. Nétese que si el potencial tuviese un méximo en el punto de
equilibrio, el movimiento del sistema serfa apartdndose de éste; claramente
el equilibrio es inestable en este caso.

Asi, pequenios apartamientos del estado de equilibrio (con velocidades
iniciales nulas o muy pequenas) producirdn movimientos limitados alrede-
dor del punto de equilibrio. Estudiemos entonces la teorfa general para este
tipo de movimientos desarrollando (7.1) alrededor del punto de equilibrio
(qo1, Qoz, -, Gon)- Llamemos 1, = g, — qor a los apartamientos del equilibrio,
con lo que

Qe = qok + Mgy Gk = T (7.3)

La pequenez del apartamiento implica pequenez de la fuerza (las derivadas
de orden uno del potencial son finitas alrededor del equilibrio) con la con-
secuente pequenez de las aceleraciones y velocidades. Con esto en mente,
desarrollamos (7.1) en serie de Taylor hasta el orden dos (que es el més bajo
no trivial) alrededor de (qo1, qo2, ---, Gon), teniendo en cuenta la forma de la
energfa cinética (7.2) y las (7.3), para escribir

L = 5 Z fkl (qu, qu) nk‘nl _ 5 Z
e k=1

nem —V (%1, '-‘QOn) )

q01,---9on

donde se tuvo en cuenta ademds que las derivadas de orden uno de V en
(Go1, 902, -+, Gon) son nulas, y que las ¢, son en si mismas de orden uno. Si
dejamos de lado la constante V' (qos, -..qon) (0 redefinimos el cero del potencial
en coincidencia con este minimo) y definimos las constantes

T = fu(qo1,---Gon)
0*V

Vi =
aqkaql qo1,---9qon

podemos escribir que, al orden de aproximacion considerado, es
L= ) ];1 T — ) ];1 Vi, (7.4)

Este lagrangiano determina las trayectorias de las nuevas coordenadas
generalizadas 7, a partir de las ecuaciones de Lagrange correspondientes

a oy on
dt \ on, o,
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Notemos que por la forma (7.2) sélo la parte simétrica de las fy; contribuye
a la energfa cinética, de manera que siempre podemos tomar simétricas a las
frr (fer = fux) vy, consecuentemente, a las Ty;. Por otro lado, de su propia
definicién, las Vj; son también simétricas. Asi, cuando derivamos L respecto
de una particular 7,, la misma aparecerd ya sea como una de las 77, 0 una de
las 7); en (7.4); explicitamente,

n

oL 1 1 <

IS T+ 2> T,

ai. 22 ksTlk QZ 1"
k=1 1=1

que, aprovechando la simetria de las Ty,;, podemos escribir (renombrando [ al

indice k de la primera sumatoria)

oL -
— = Tun,.
87'7 12_1: m

S

Anélogamente,
OL a
. = - Van,.
s I=1

Con lo que las ecuaciones de movimiento son

n

Z (Taiyy + Van,) = 0. (7.5)

=1

Este es un sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias, lineales y acopladas.
La solucién general puede obtenerse proponiendo soluciones de la forma

n, (t) = C apexp (—iwt) , (7.6)

donde i es la unidad imaginaria, C' una constante independiente del indice [,
y a; una constante. Por ser el problema original real debe tomarse la parte
real de (7.6). Dado que las (7.5) son lineales y sus coeficientes reales, las
partes real e imaginaria de las 1; no se mezclan entre si, por lo que puede
usarse la forma compleja de 71, propuesta y tomarse la parte real al final del
calculo. Introduciendo entonces (7.6) en (7.5) se tiene (dejando de lado el
factor global C'exp (—iwt))

n

Z (—WQTSZ + Vsz) a; =0, (7.7)

=1
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que es un sistema algebraico, lineal y homogéneo para las incégnitas a;. Este
sistema tendrd solucién no trivial sélo si el determinante de la matriz de
coeficientes es nulo

det (—w?Ty 4+ Vy) =0, (7.8)

que detemina que la incégnita w? corresponde a las raices de un polinomio de
grado n. Estas tienen en general n valores distintos. Veamos antes que nada
que todas estas raices son positivas, lo que implica que las w’s son reales.
Para esto multiplicamos cada una de las (7.7) por a’ (el asterisco simboliza
conjugacién compleja) y sumemos todas ellas para obtener

n

Z (—w2Tsl + V;l) aja; = 0.

l,s=1

Si intercambiamos los indices [ y s entre si, y usamos la simetria de Ty y Vy

obtenemos
n

Z (—w2TSZ + ‘/51) asa;‘ = 0,
l,s=1

2

que sumada a la anterior y pasando a la derecha los términos con w* resulta

en

n n
Z Va (wat + asa;) = w? Z Ta (wma; + asaf),
l,s=1 l,s=1
de donde .
2 Zl,szl ‘/Sl (ala: + (15(17>
ZZS:I Tq (wa; + asap)

Cada uno de los factores que multiplica a cada Vy; y T en estas sumatorias
es real, con lo que tenemos ante todo que w? es real. Ademds, como la energia
cinética es positiva definida, la suma del denominador debe ser positiva. De
igual manera, como el punto de equilibrio es un minimo del potencial, la
suma del numerador también debe ser positiva definida (indica la variacién
del potencial ante un apartamiento genérico desde el minimo); por lo tanto,
w? debe ser positivo. Asi, como los coeficientes en el sistema (7.7) son reales,
las a; pueden elegirse siempre reales (ésta es una de las razones por las que
se incluy6 una constante global C' en (7.6), para incluir posibles fases del
argumento de la exponencial en ella).

Tenemos entonces que existen en general n valores distintos de w, y que
para cada uno de ellos se obtiene un conjunto de n valores a; que pueden
ademds considerarse reales. Si denominamos w; a las n posibles soluciones
de (7.8), y con a;; a los n valores obtenidos para cada frecuencia w; (1 <[ <
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n), la solucién general de (7.5) se obtiene sumando para todos las posibles
soluciones de la forma (7.6) (y tomando la parte real):

m (t) = Re

Z Cj aijexp (—iwjt)] : (7.9)

J=1

Nétese que siempre podemos elegir a los w; > 0, porque el correspondiente
valor —w; equivale a un cambio en la fase de C; (ténganse en cuenta que
Re [C) exp (—iw;t)] = Re [C} exp (iw;t)]).

En este punto conviene trabajar con notacién matricial. Llamemos V a la
matriz de componentes Vy;, T a la de componentes Ty, y a; al vector columna
de componentes a;; asociados a la frecuencia w;. Agrupamos ademds estos n
vectores columna en una matriz de n X n componentes (cada columna esta
asociada a un w; distinto)

a11 Q12 A1n
21 22 a2

A= " ,
(0795} an2 (07979

y definimos una matriz diagonal con los valores de w;

W1 0 ... 0
Q= 0 Wa ... 0
0 O Wh,

Con estas definiciones las (7.7) para cada w; se pueden escribir
Va; =wiTa;, 1<j<n, (7.10)

y todas éstas, a su vez, como una unica ecuacién matricial (se entiende el
cuadrado como el producto matricial de la matriz consigo misma)

VA = TAQ?. (7.11)

Multipliquemos ahora (7.10) a izquierda por el vector fila a] (el supraindice
T indica transposicién matricial, y llamamos \; = w?)

a] Va; = \;a] Ta;, (7.12)
y escribamos la misma ecuacién con los indices [ y j intercambiados,

a;fFVal = )\la;rTal. (7.13)
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Si tenemos en cuenta que

T

(afVal) = aj V'a; = a Va;,
T r_ repr, _ T

(aj Tal) = a; T a; = a; Ta;

donde las iltimas igualdades en cada renglén resultan de la simetria de las
matrices V y T, al transponer la (7.13) y restarla a la (7.12) tenemos

()\j — )\l) alTTaj = 0,
que indica que si j # [ y, ademds, \; # A;, entonces debe ser
a/ Ta; = 0; (7.14)

esto es, los vectores correspondientes a valores distintos de \; son ortogonales
a través de la matriz T.

Dado que siempre podemos incluir un factor global en cada vector a; (las
(7.7) que los determinan son homogéneas) es posible elegir los a; de manera
que estén normalizados de la siguiente manera

a]TTaj =1,
que, junto con las (7.14), nos permiten decir que
ATTA =1, (7.15)

donde 1 representa la matriz identidad. Notablemente, si premultiplicamos
(7.11) por AT tenemos, usando (7.15),

ATVA = Q2 (7.16)

que es una matriz diagonal de elementos wjz. Asi, la matriz A diagonaliza
simultdneamente a V y T.

Hasta aquf hemos supuesto que para j # [ es \; # ). En general, si
para j # [ resulta que \; = \; (autovalor degenerado) esto indica que en las
ecuaciones para los a; y a; asociados, més de una de las componentes de cada
uno de éstos puede elegirse arbitrariamente (es lo mismo que sucede en el
problema usual de autovalores), lo que da la libertad de poder siempre elegir
que se cumpla la condicién de ortogonalidad (7.14), aun para autovalores
Aj = A;. Consideramos entonces que siempre vale esto de ahora en mas.

Recapitulando, una vez determinadas las matrices V y T se resuelve el
problema de autovalores (7.8), que reescribimos como

det (V — w2T) =0,
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para calcular los n autovalores w?. Con éstos resolvemos las (7.10) para obten-
er los a; que normalizamos para que cumplan (7.15). Las n trayectorias n; (t)
resultan entonces de (7.9). Para determinar las constantes C; deben usarse
las condiciones iniciales, que podemos escribir en forma matricial si definimos
vectores columna 1y, 19y C

n (t=0) My (t=0) C1
t=0 ) 1 (t =0 ¢
m=| POV o= | BOTO =]

En efecto, evaluando (7.9) y su derivada en t = 0,

m (t: 0) = Re ZOJGU s
Lj=1

hl (t = 0) = Re Z —iijj alj] =Im [Z ijj alj] y
Lj=1 =1

que, por ser los tnicos factores complejos los C, podemos escribir

m(t=0) = > RelC)] ay,
j=1

=0 = Y w;Im[C] ay,
=1

que en forma matricial se expresa
ny, = ARe[C],
n, = QAIm[C].
Usando la condicién (7.15), multiplicamos a izquierda cada una de es-

tas ecuaciones por ATT, y usamos ademds que 927!, la inversa de €, es

simplemente
—1
w0 .. 0

Q_l _ 0 w;l 0

para obtener inmediatamente
Re[C] = A'Tn,,
Im[C] = ATTQ '#,.
La solucién se obtiene entonces de forma muy sistemdtica operando ma-
tricialmente.
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7.1. Modos normales

El formalismo de la seccién anterior nos permite determinar de manera
también sistemdtica los denominados modos normales del sistema oscilante
considerado. Los modos normales son en primer lugar nuevas coordenadas
generalizadas que se obtienen como combinaciones lineales de las 7; con-
sideradas arriba. Escribamos las ecuaciones de movimiento (7.5) en forma
matricial para el vector columna

m (t)
n(t) = n (t)
T (1)
y sus derivadas,
Ti)+Vn =0. (7.17)

Esta expresion, junto a la condicién de ortogonalidad (7.15), nos sugiere en-
tonces definir una relacién lineal entre el vector n y el vector de coordenadas
normales g,

de la forma
n = Ag, (7.18)

ya que al reemplazar esta expresion en (7.17) y premultiplicar por AT obten-
emos (usando (7.15) y (7.16))

$+ Q% =0,
que en componentes se escribe,

. 2 _ .

esto es, las coordenadas normales estan desacopladas entre si; cada una vibra
con su frecuencia w;.
La (7.18) se invierte facilmente premultiplicindola por ATT y usando
(7.15) para escribir
s =A"TTn, (7.19)

que nos da la forma sistemética de obtener los modos normales en términos
de las coordenadas 7);.
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Vemos de (7.19) que cada modo normal es una superposicién lineal de las
n coordenadas 7;, con coeficientes dados por los elementos de la matriz ATT
que es independiente de las particulares condiciones iniciales; sélo depende
del sistema en si. Lo notable es que esta precisa superposicién representa
una oscilacién particular del sistema en la que todos los componentes de
éste vibran con la misma frecuencia; propiedad que tienen todos los sistemas
que ejecutan pequenas oscilaciones como las estudiadas, por complejos que
sean. Cada w; representa entonces una frecuencia a la que vibra el sistema
en conjunto (cada componente con su propia fase y amplitud) y las w; son
entonces llamadas frecuencias propias del sistema. La propiedad notable de
oscilar en conjunto con igual frecuencia permite identificar los modos nor-
males en sistemas sencillos si se puede determinar cémo darle condiciones
iniciales apropiadas para que esto ocurra. Desde ya, la forma mds general
de oscilacion es una combinacién lineal de los modos normales, que es justa-
mente lo que (7.9) representa.

7.2. Oscilaciones de sistemas aislados (molécu-
las)

Cuando el sistema que puede sostener oscilaciones estd aislado, algunos
de los modos posibles de movimiento corresponden a translaciéon y rotacion
uniformes. Estas posibilidades de movimiento no oscilatorio se reflejan en la
aparicién de frecuencias nulas al aplicar el formalismo general desarrollado
en la primera seccién. La forma de evitar estas frecuencias nulas es descartar
de entrada la posibilidad de movimientos translatorios y rotatorios globales,
imponiendo que la cantidad de movimiento y el momento angular totales son
nulos, tanto en el equilibrio como en los movimientos alrededor de éste.

Si las NV particulas del sistema estdn caracterizadas por posiciones x;, las
condiciones de cantidad de movimiento y el momento angular totales nulos
se escriben, respectivamente,

N N
=1 =1

Para apartamientos pequenos de las posiciones de equilibrio x¢; = %; (qo1, 902, ---» Gon )5
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podemos escribir

n
aXi
X; ~ XOi“‘E

(& — Qo) = Xoi +

77k7
0 k=1 an

0

X;

12
M-
|3

con lo que las condiciones (7.20) se escriben, a orden uno en los apartamientos
n, (o sus derivadas 7)),

NI ox d [SaS~  Ox

;;mia N = at ;;miakonklzov
N n N n
ZZmixm X aXz N % sziXOz X % Uk] =0,
i=1 k=1 i=1 k=1 0

que indican que los términos entre corchetes son constantes que como en el
equilibrio, 17, = 0, tienen valor cero, escribimos (intercambiamos de paso el
orden de las sumatorias)

3

al 0%,
(ZmiXOi X a—qk )Uk = 0.
i=1 0

Notemos que estas dos ecuaciones vectoriales representan en general seis
ecuaciones de vinculo (holénomas) entre las coordenadas 7, (si el sistema es
libre de moverse sélo en un plano serdn tres ecuaciones de vinculo, y sélo
una si el sistema puede moverse libremente en una dimensién). Usando estas
ecuaciones lineales podemos reducir facilmente el nimero de coordenadas 7,
para quedarnos con un sistema que sélo puede sostener oscilaciones; esto es,
en el que todas las frecuencias propias son no nulas. Esto es especialmente
1itil cuando se estudian los modos propios de moléculas.

k=1

7.3. Oscilaciones forzadas y amortiguadas

Si el sistema que puede sostener oscilaciones estd ademds sometido a
fuerzas externas, podemos escribir las ecuaciones de Lagrange incluyendo las

fuerzas como 4 /oL oL
— =) = = = et Gy 1) -
dt (a(Jk;> 8q,l<; Qk (Q1aq27 y dn, )
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Para que los apartamientos puedan considerarse pequenos la fuerza apli-
cada debe serlo, de manera que los pequenos apartamientos pueden estudiarse
como en la primera seccién evaluando la expresion de la fuerza generalizada,
consistentemente con la aproximacion original, en las posiciones de equilibrio
para tener el andlogo de (7.5)

n

Z (Tsli;]l + ‘/Slnl) = QUS (t) )

=1

donde
QOS (t) = szt <q017 q02; .-+, on,, t) .

Escribiendo las ecuaciones en forma matricial, introduciendo el vector
columna de fuerzas
Qo1

Qo2
.CéOn

Qewt =

tenemos

Ti + Vi = Q.

Del que podemos obtener las ecuaciones de los modos normales como se hizo
arriba, reemplazando 1 por Ag y premultiplicando por AT para obtener
(usando las (7.15) y (7.16))

-g: 4 Q2§ — ATQert = Q/,

que nos indica que todavia puede resolverse el sistema de ecuaciones lineales
desacopladas para los modos normales, ahora forzados por las fuerzas @}

. 2
Sk + wisk = Q).

Veamos qué sucede si agregamos fuerzas amortiguadoras. El tipo que
consideraremos es el de fuerzas proporcionales a la velocidad y que se oponen
a ésta. Este es el tipo de fuerzas esperables cuando el movimiento es en el
seno de un fluido o gas y las velocidades son pequenas, como son las que
estudiamos. Si la velocidad de la particula i es %X; (hay N particulas en el
sistema), la fuerza amortiguadora sobre ella que estudiamos es de la forma

F, = —vx;,

donde v; es un coeficiente positivo que depende de las caracteristicas de la
particula misma y del medio en el que se mueve (por ejemplo, v ~ 67TuR
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para una particula esférica de radio R que se mueve “lentamente” en un
fluido newtoniano de viscosidad dindmica p, y la densidad de la particula
es grande comparada con la del fluido). En las condiciones que estudiamos
(vinculos independientes del tiempo) es

n
. 0x; |
X; = E qi,
0
— da
y la fuerza generalizada asociada a esta fuerza amortiguadora es

N
dis E /‘ . ax’i
k = — V;X; - a
i=1 r

& 8Xi aXi‘
SR

=1 =1

Definiendo entonces los coeficientes simétricos en los indices k y [

a :iy. <%8Xz) (7.21)
kl = 7 aQI aqk 07 :

=1

donde las derivadas estan evaluadas en las posiciones de equilibrio, tenemos
= Z - (7.22)
=1
Definiendo entonces la matriz simétrica a de coeficientes oy, podemos escribir
el anélogo de (7.5) como
T+ Vn=—an. (7.23)

La solucién general de este sistema de ecuaciones acopladas se obtiene pro-
poniendo que cada 7, es de la forma (andloga a la (7.6))

N, = Cayexp (rt), (7.24)

donde r es en general complejo. Reemplazando estas expresiones en (7.23) se
obtiene el sistema lineal para los a;, (agrupados en el vector columna a)

(r2T+ra—|—V)a:O,

que tendrd solucién no trivial si el determinante de la matriz de coeficientes
es nulo,
det (7"2T +ra+ V) =0,
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que determina los posibles valores de r. Esta ecuacién es un polinomio de gra-
do 2n en r, con coeficientes reales, de manera que sus raices son reales o pares
de complejos conjugados. En todo caso las partes reales son siempre negati-
vas ya que de otro modo, por la forma de (7.24), la coordenada 7, asociada
crecerfa indefinidamente, lo que no es posible en el sistema considerado.

Calculemos céomo varfa la energia de un sistema con fuerzas disipativas
dadas por las (7.22). Sabemos que

= Z ng_i - L,
k=1
por lo que
dE . OL
P Z %7 ‘|‘ q (aqk>
8L
- Z a—qk% - Qk

oL oL
- Sl <aqk>—a—qJ
= —ZZQMQM-

k=1 =1

La expresiéon del idltimo renglén es claramente definida negativa ya que la
doble suma es definida positiva, lo que es evidente si se usa la (7.21) para
reescribirla como

=1 k=1 I=1 O
i ox;
i—1 " = Ot 0
La funcién definida positiva
1 .
F= 5 Z AriqKqr,

es denominada funcién de disipacién de Rayleigh, y tenemos finalmente

E
d— = -2F <.
dt
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Notemos que la fuerza generalizada (7.22) puede escribirse también como
dis __ _a_f
g Igi
Finalmente, si combinamos forzado externo y amortiguamiento,
d (0L oL ... OF
dt \Ogx) Oqx " 0
tenemos el sistema de pequenas oscilaciones (en forma matricial)

T#) + an + Vnp = Q. (7.25)

Sélo consideraremos el caso particular en el que las matrices T y a sean
proporcionales; esto no es tan extrano teniendo en cuenta que

N
aXi Gxi
T = m’L _— R
. ; < aql 8% ) 0

tiene una forma del todo andloga a la expresién (7.21) de los «ay; donde
aparece v; en lugar de m;. Asi, si v; = km;, con Kk una constante positiva
independiente de 7, tenemos a = kT, y podemos escribir (7.25) como

T#H + xThH + Vn = Q™

con lo que, procediendo como al principio de esta seccién, obtenemos los
modos normales desacoplados

. . 2
Sk + RSk + wisky = Q.

donde las wy, son las frecuencias propias del sistema no amortiguado. Una
condicién menos restrictiva es que la matriz A diagonalice también a a con
lo que se obtienen ecuaciones iguales a las anteriores, pero con un kj en
general distinto para cada modo. Las soluciones de estas ecuaciones pueden
entonces estudiarse considerando el sistema de una dimensién con coordenada
x

&+ ki + wiz = Acos (wt), (7.26)

donde consideramos que el forzante es un modo puro de Fourier, con fre-
cuencia angular w, en términos del cual puede desarrollarse un forzante de
dependencia més genérica.

Como todas las constantes que aparecen en esta ecuacién son reales puede
estudiarse la versiéon compleja

F4 ki +wiz = Aexp (iwt), (7.27)
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de la cual (7.26) es la parte real, siendo z = Re (z). La solucién general de
(7.27) consiste de la solucién homogénea, de la forma z, ~ exp(ct), més la
particular z, = Bexp (iwt). Reemplazando z, en (7.27) tenemos inmediata-
mente que

A

B = -
W — w? + ikw’

que podemos escribir en forma exponencial B = bexp (id), donde

b= A , tand = i

\/(wg — w2)2 + K2w?

Por otro lado, la solucién homogénea reemplazada en (7.27) resulta en

(7.28)

2 _ 2
w? — wg

&+ ke +wh =0,

o, 2 .
cuya solucién es ¢ = —5 4/ — w3, que en el caso k < 2wy (subamortigua-

. . 2 .,
do) podemos escribir ¢ = —% £, donde v = y /wf — . La solucién general
se escribe entonces

z = Cexp (—gt + i’yt> + Bexp (iwt),
cuya parte real escribimos como
T = aexp (—gt) cos (vt + a) + beos (wt + 6) ,

donde a y a se determinan por las condiciones iniciales, y b y ¢ estdn dados
por (7.28). Tenemos entonces que la solucién corresponde a una oscilacién

amortiguada de frecuencia v = 4/wi — %2, cercana a la frecuencia propia si
el amortiguamiento es muy pequeno, mds una oscilacién a la frecuencia del
forzante w. En tiempos suficientemente largos, ¢t > 2x~1, sélo sobrevive la
oscilacién forzada

x =bcos (wt + ).

Concentrémonos en cémo se comporta esta solucién forzada en funcién de
la frecuencia del forzante. Para comenzar, la amplitud b tiene un méaximo, de

-1
2 . . .
valor A <m Jwd — %) , cuando la frecuencia del forzante w coincide con la

. 2 . . ., .
frecuencia \/w§ — %-. En cuanto al desfasaje  entre la oscilacién del sistema

y el forzante, éste es claramente negativo cuando w < wy (va a cero para
w — 0) y tiende a —7/2 para w = wy (condicién de resonancia); cuando
w > wy varfa desde el valor de resonancia, —/2, hasta —7 cuando w — oc.
Vemos entonces que ¢ es siempre negativo, lo que indica que la oscilacién
“atrasa” respecto al forzante.
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7.4. Oscilaciones no lineales en una dimen-
sion

En una dimension cartesiana el término de energfa cinética es siempre
de la forma T' = mi?/2 sea pequeiio o no el apartamiento de la posicién de
equilibrio, mientras que la forma del potencial V' = mwZz?/2 s6lo es en gen-
eral valida para apartamientos pequenos del equilibrio (salvo, por supuesto,
en el caso eldstico puro). En general, alrededor del equilibrio el potencial
tendrd un desarrollo genérico (las constantes se eligen asi por conveniencia
de escritura)

V= %mw x” + ;mcw: + mﬁx + .. (7.29)
Consideremos entonces una oscilacion en la que los términos ciibico y cudrtico
del potencial tengan importancia, si bien su influencia pueda considerarse
pequena. La ecuacién de movimiento para (7.29) es

i+ wir = —az? — P, (7.30)

ecuacion conocida como del oscilador de Duffing. Resolvamosla suponiendo
que los términos de la derecha son pequenos, proponiendo que la solucién
dominante es la homogénea, la que anula el lado izquierdo de (7.30) (sin
pérdida de generalidad elegimos el ¢t = 0 para anular la fase inicial)

x1 = acos (wt),

donde w no es necesariamente igual a wy, aunque su parte dominante si lo
es. Proponemos entonces

r = X1 +2Tog+T3+ ...,
= w0+w1+w2—|—...,

donde cada término es de orden (indicado por el subindice) superior al ante-
rior. El orden uno estd dado por la amplitud a que se supone “pequena’.
El lado derecho de (7.30) es entonces, desarrollado hasta el orden tres,

2 3
—az] — 2az119 — Py,

que, teniendo en cuenta que

cos® (wt) = 1

( zwt + e—zwt>2 _ 62iwt + 2 + e—2iwt
1

— 2wt

S+ 5 o8 (2ut)

l\DI»—t
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y que

zwt —zwt 3 Biwt iwt —iwt —3iwt
+ 3¢t 4 3ot 4
cos® (wt) = ( ) ‘ 3 ‘ c
3
4

se escribe

—aa; [1+ cos (2wt)] — 2aa cos (wt) 3 — B%S [3 cos (wt) + cos (3wt)] . (7.31)

Por otro lado, el lado izquierdo se escribe, también al tercer orden de
aproximacion,

—w?acos (wt) + &2 + &3 + wp [a cos (wt) + o + 3]

que al desarrollar w? hasta téminos de orden dos (no hace falta més porque
w? multiplica a z; que es ya de orden uno): w? = w2+ 2wow; +w? +2wws, NOS
permite escribir el lado izquierdo desarrollado explicitamente hasta el orden
tres (vemos que el término de orden uno se cancela, como debe ser)

— (2wow1 + wi + 2wows) acos (wt) + Fa + F3 + wi (22 + x3) . (7.32)

Su igualamos ahora los términos de orden dos en (7.31) con los correspon-
dientes de (7.32) tenemos

2
iy + Wity — 2wowsa cos (wt) = —a% [1 + cos (2wt)],

que reescribimos

2
Ty + wiry = 2wowsa cos (wt) — a% [1+ cos (2wt)] . (7.33)

Lo primero que notamos es que la ecuacién para xs corresponde a la de un
oscilador de frecuencia propia wg, forzado por una fuerza constante y por dos
oscilantes de frecuencias w y 2w. Como w ~ wy el forzante de frecuencia w
estard casi en resonancia y generard una oscilacién de amplitud muy grande
(considérese (7.28) con k = 0); esto no es fisicamente correcto y la manera de
evitar esta inconsistencia es que la amplitud de este forzante sea nula; esto
es, wi = 0, lo que nos dice que la no linealidad no induce correcciones de
orden uno a la frecuencia fundamental de oscilacién. La solucién de (7.33)
con w; = 0 es directa (basta proponer una particular ya que la solucién
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homogénea puede incorporarse en z1, y w puede considerarse igual a wg ya
que las diferencias entre ambas son de orden dos)

ad®  aa?
Ty = 92 + 62 cos (2wt) . (7.34)

Igualando ahora los términos de orden tres en (7.31) y (7.32) tenemos
(usamos que w; = 0)
3

—2wowaa cos (wt)+isz+wirs = —2aa cos (wt) I’Q—ﬁaz 3 cos (wt) + cos (3wt)] .

Si reemplazamos aqui x5 por su expresiéon (7.34) y usamos que

eiwt + e—iwt €2iwt + e—int
2 2

(e3zwt 4 ezwt 4 e—zwt 4 e—3zwt)

cos (wt) cos (2wt) =

=~ [cos (wt) + cos (3wt)],

DN = | =

tenemos para x3 la ecuacion
b 42 5a’a’
T3 Woly =
0 6w
2.3 3
a‘a Ba
- ( + —) cos (3wt) .

6w’ 4

3
+ 2awowy — Zﬁa?’) cos (wt)

La condicion de que no haya forzante en resonancia lleva a que

3pa®  5a’a?
80U0 12(,()8 ’

(7.35)

Wy =

y la ecuacién resultante es facilmente resuelta para la solucién particular

3 2

3 = %w% (g + ?j‘“—%) cos (3wt) . (7.36)

Recapitulando, vemos que el efecto de los términos no lineales de la

ecuacion (7.30), los llamados términos anarmonicos, es la aparicién de oscila-

ciones con frecuencias miiltiplo de la frecuencia fundamental, las llamadas

armonicas, junto a que la frecuencia fundamental no es exactamente la fre-

cuencia propia wg, sino que difiere de ésta en términos cuadriticos en la
amplitud de la oscilacién fundamental, dados por (7.35).



Capitulo 8

Cuerpo rigido

8.1. Cinematica

Llamamos cuerpo rigido al sélido continuo indeformable, en el sentido
que la distancia entre cada par de particulas que lo componen es constante,
independiente de las fuerzas a las que esté sometido el cuerpo. De esta man-
era, una forma natural de caracterizar al sélido es dar las posiciones de sus
(infinitas) particulas referidas a un sistema fijo al cuerpo; estas posiciones
serdn entonces siempre las mismas; llamemos S’ a tal sistema. La posicion
de cualquiera de las particulas del sélido respecto de un sistema externo S
se podra entonces determinar conociendo la posicién y orientacion del sis-
tema fijo al cuerpo, S’. La posicién estard dada por la del origen de S’ y la
orientacion por la de los ejes de S’ respecto de los de S.

Tomemos un punto cualquiera del cuerpo, caracterizado por su posicién x
en el sistema S. Tomemos el sistema de referencia fijo al cuerpo S’ con origen
en el punto Xy (no necesariamente dentro del cuerpo); como dijimos, cada
uno de los puntos del cuerpo estd caracterizado por un vector de componentes
constantes en este sistema; en particular, llamemos x’ al vector posicién del
punto x en S’. Tenemos entonces que

X = Xo + X%/,

y la velocidad de x en el sistema S serd

gl IX) ) | ax
Cdt) g dt )y dt )y

donde se ha puesto de manifiesto respecto de qué sistema se considera la
variacion en el tiempo del vector en cuestién. Sabemos que, en general,

dx’> dx’)
) =) L 9x¥,
a ) dt ),

114
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donde en el lado derecho tenemos en cuenta posibles variaciones del vector x’
en S’ (el primer término), y las variaciones debidas a la rotacién del sistema
S’ alrededor de su origen O. Como el vector x’ no varia en S’, tenemos
finalmente que

dXO
= 0) L x¥
v dt>5+ 0o X X,
O sea,
V:V0+Qox (X—Xo) (81)

Si en lugar de tomar el origen de S’ en el punto O lo tomédramos en,
digamos, el punto O’, la velocidad de x se escribiria

v=vy+ Qy X (x—Xqp). (8.2)
Por otro lado, podemos escribir que

Vo = v+ Qo X (X — Xg) ,
que podemos reescribir, sumando y restando x dentro del paréntesis,

vy = v+ Qo X (x — Xg) + Qo X (x¢0 — %),
y que al reemplazar en (8.2) nos da
v=vy+ QX (x—x0) + (Qo — Q) X (x—x¢/),

que al comparar con (8.1) indica que

(Qo — Q) X (x —x¢) =0
para cualesquiera puntos O, O’ y x, que sélo es posible si

Qo = Q.

De esta manera, cualquiera sea el origen que elijamos para el sistema .S’,
la velocidad de rotacién de los ejes alrededor de este origen (y con ello la
orientacién instante a instante de los ejes de S’ respecto de los de S) serd la
misma. Podemos entonces identificar la rotacién del sélido con la de cualquier
sistema de referencia unido a él, y denotaremos simplemente como €2 a esta
velocidad para escribir la (8.1) en general como

v =vo+ QX (x—xX). (8.3)

Nétese que ni siquiera es necesario que el origen O de S’ esté contenido dentro
del cuerpo; lo tinico que se usé es que S’ estd fijo al sélido.
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Si multiplicamos escalarmente (8.3) por € tenemos
Q-v=Q vy (8.4)

para cualquier O, por lo que, si en un instante dado la velocidad de una de
las particulas del sélido satisface v L €2, entonces, por ser O arbitrario, €2 es
perpendicular a la velocidad de todos los puntos del sistema fijo al cuerpo.
Puede entonces elegirse un punto O’ de este sistema tal que su velocidad sea
nula (basta elegir el x¢» que cumple vo+ € X (xo — xg) = 0, lo que es siempre
posible por la condicién de velocidades todas perpendiculares a ). Asi, el
cuerpo en el instante considerado estd rotando con €2 alrededor de O’ sin
translacién de este punto. El eje paralelo a €2 que pasa por O’ es denominado
eje instantdaneo de rotacién.

Si la velocidad de los puntos del cuerpo no fuese perpendicular a €2 la
(8.4) nos dice que todos los puntos del cuerpo tienen igual componente de
velocidad en la direccién de €2, por lo que, en el instante considerado, en
un sistema que se moviera con la velocidad apropiada en la direccién de
2 tendriamos las condiciones del punto anterior; esto es, velocidades todas
perpendiculares a 2. Asi, siempre puede descomponerse (instantdneamente)
el movimiento del rigido ya sea en una rotacién pura sola, o en una rotacién
méds una translacion a lo largo del eje de rotacién (movimiento de tirabuzén).

8.1.1. Matrices de rotacién

Recordemos brevemente algunas caracteristicas de estas matrices. Para
fijar ideas consideraremos matrices asociadas a espacios vectoriales de dimen-
sién tres. El punto es que si tenemos dos sistemas de coordenadas, S y S’,
cuyos origenes coinciden, pero la orientaciéon de sus ejes es distinta, un mis-
mo vector x tendrd distintas componentes en cada uno de ellos. Llamemos
(z,y,2) a las componentes de x en S, y (z', ¢/, 2’) a sus componentes en 5’.
Si definimos vectores columna

T T
— . !/ /

X = Yy X = Yy ,
z z

lo que llamamos matriz de rotacién R es la que relaciona ambos conjuntos

de componentes como
x = Rx.

Como el médulo del vector es el mismo en ambos sistemas tenemos que
(el supraindice T" indica transposicién matricial)

x'x =xTx' = (Rx)" Rx =x"R"Rx,
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lo que nos dice que (1 es la matriz identidad)
R'R=1,

por lo que la transpuesta de R es su propia inversa; esto es, R es ortogonal.
Una propiedad inmediata es que

det (R"R) = det (R") det (R) = [det (R)]> = det (1) =1,

por lo que el determinante de R vale +1. El signo + corresponde a rotaciones
puras y el — a rotaciones mas inversién de ejes (transformacién esta tltima
que también preserva el médulo de los vectores, que fue lo tinico usado para
deducir la ortogonalidad de R).

Escribamos la ecuacién para calcular los autovectores u de R

Ru = \u,

y su transpuesta conjugada (el supraindice + indica transposicién matricial
seguida de conjugacién compleja; el supraindice * indica conjugaciéon com-
pleja) o .

u'R" = \*u'.
Como R es una matriz real, es Rt = R”, por lo que, multiplicando ambas
ecuaciones miembro a miembro y usando la condicién de ortogonalidad de

R, tenemos
o . . .
u'R"Ru=u"u=XN\u"u=|\"u'u,

. 2 .
lo que nos dice que |A|” = 1; todos los autovalores de una matriz ortogonal
tienen maédulo uno.
La ecuacién de los autovalores

det (R — A1) = 0,

es una ecuacién con coeficientes reales (por estar determinados por R que es
real) de manera que sus raices A son reales o complejas, y en este caso apare-
cen de a pares conjugados. En el caso que nos interesa, de dimensién tres,
la ecuacién es cubica y debe haber entonces tres raices (no necesariamente
todas distintas). Asi, al menos una de las raices serd real y por lo tanto debe
valer £1. El signo — indicarfa que al aplicar R al autovector correspondiente
se obtiene a éste con sentido invertido, lo cual no corresponde a una rotacién,
sino a una reflexién; como consideramos sélo matrices de rotaciones puras el
signo debe ser +. La consecuencia importante es entonces que para una ma-
triz de rotacién existe al menos un vector cuyas componentes no cambian al
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serle aplicada la matriz; la direcciéon de este vector invariante corresponde
claramente al eje de rotacion.

Finalmente, si tenemos una matriz A generada como el producto matricial
de dos matrices de rotaciéon R; y Ry, A = R{Rj, tenemos

ATA = (R;Ry)"RR;
= RIR'R/R, =RIR, =1,

o sea que el producto de dos matrices ortogonales es también una matriz
ortogonal; en particular, si ambas son de rotacién pura (determinante +1),
la matriz producto también lo serd (el determinante de un producto es el
producto de los determinates). Recuérdese que el producto de matrices es
no conmutativo (R;Ry # RyR;), salvo que ambas matrices correspondan a
rotaciones alrededor del mismo eje.

Mis generalmente, sabemos que las matrices ortogonales de dimensién d x
d, con la operacién producto de matrices, forman un grupo (no conmutativo
o no abeliano), el grupo ortogonal O (d), que por depender de pardmetros
continuos, los dngulos de rotacién, es también un grupo de Lie. La restriccion
a solo rotaciones puras es un subgrupo de O (d), denominado grupo especial
y denotado SO (d). El grupo que nos interesard es el de rotaciones puras en
el espacio de dimensién tres, el SO (3).

8.1.2. Angulos de Euler

Tenemos entonces que la orientacién de un cuerpo rigido esta dada por la
de los ejes del sistema S’ solidario al cuerpo, y su posicién por la del origen
xo de tal sistema. Consideremos que en ¢t = 0 el sistema S’ coincide con uno
fijo al espacio, el S. Al transcurrir el tiempo la translacién se describe por
la posicién del origen de S’ xq (t), lo que no presenta dificultades especiales.
Concentrémonos en las rotaciones; sabemos que si x (t) es el vector posicién
de un punto del cuerpo en el instante ¢, el vector x () — xq (¢) tiene siempre
las mismas componentes en S’; la rotacién se describird por como cambian
estas componentes en el sistema S (nétese que la translacién no afecta a estas
ultimas). Si el cuerpo tiene en t una velocidad angular €2 (¢), el cambio del
vector x (t) — xq (t) en un dt es

dlx (t) = %o ()] = 2 (t) x [x () = %o ()] dt;

por lo que, integrando desde ¢ = 0,

% (£) — %0 (t) = % (0) — %0 (0) + /0 Q () x [x (¢') — x0 ()] dt’.
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Cada Q (t') x [x (t') — %o (t')] dt’ corresponde a una rotacién infinitesimal (de
eje definido por la direccién de €2 (¢') y dngulo [ ()| dt’), y el valor de
x (t) —xg (t) es la composicién de todas estas rotaciones, que por la propiedad
de grupo es también una rotacién. Esto significa que, por complicada que haya
sido la sucesion de rotaciones del sélido, el estado resultante en un tiempo
cualquiera es el de una rotacién equivalente, con su matriz correspondiente,
con un dado eje de rotacién (dado por el autovector de autovalor 1 de la
matriz), tal que un unico giro de éngulo apropiado alrededor de este eje lleva
la orientacién del sélido del estado inicial al actual. Esto se conoce como teo-
rema de Euler. Dado que, obviamente, el origen del sistema S’ puede llevarse
de su estado inicial al actual a través de una tnica translacion, podemos decir
que el estado genérico de un sélido puede ser descripto en cada instante por
una dada translacién y una dada rotacién desde su estado inicial, lo que se
denomina teorema de Chasles.

Asi, una posible descripcién del movimento del sélido podria consistir
en la posicién instantdnea del origen de S’, el x¢ (¢), junto con el eje de la
rotacién equivalente, dado por el versor n (t), y el déngulo equivalente ® (t)
girado alrededor de éste; un total de seis pardmetros.

La determinacién de n (t) y ® (¢) es un problema dificil, y resulta en la
practica mas conveniente usar otra parametrizacién de la rotaciéon equiva-
lente, que es la dada por los dngulos de Euler.

Para definir éstos llamemos (z,y, z) a los ejes del sistema Sy (21, 22, 23)
a los de S’. Si un vector r tiene componentes (z,y, z) en S, y componentes
(1,9, z3) en S', sabemos que en cada instante una tnica rotacién, de matriz
A, relaciona a ambas:

T T
o | =Al y |. (8.5)
T3 z

Veamos c6mo serfa A si los ejes z y x3 coincidieran y S’ estuviese girado un
angulo ¢ alrededor de este eje comun (en la figura se representa la proyeccién
de r sobre el plano x,y)
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y,

X
Vemos en la figura que es

x1 = rcos(a— @) =rcosacoso+ rsinasin @
= xcos ¢+ ysin ¢,
Te = rsin(a— @) =rsinacosp — rcosasin @

= ycos¢ — xsin g,

con lo que podemos escribir

1 cos¢ sing 0 x
g | = | —sing cos¢ O Y
T3 0 0 1 z

La parametrizacion en dangulos de Euler corresponde a escribir la matriz
A como el producto de tres rotaciones de S” similares a la vista (una de ellas
es exactamente ésa), parametrizada cada una por un tnico dngulo:

A=B(¥)C(6)D(¢). (8.6)
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Ilz

.
X

D (¢) corresponde al giro ya visto de S’ con dngulo ¢ alrededor del eje z
de S, y tiene entonces componentes

cos¢p sin¢g 0
D(¢p)=| —sing cos¢p 0 |; (8.7)
0 0 1

el sistema S’ asi rotado se hace girar ahora un dngulo 6 alrededor de su eje
x1, que se designa convencionalmente & en este estado intermedio para no
confundirlo con el x; definitivo. La matriz correspondiente es entonces

10 0
C@) =10 cosf sinf |. (8.8)

0 —sinf cos6

Finalmente, se gira S’ alrededor de su eje x3 un dngulo v, con lo que se tiene

cosy  siny 0
B(y)=| —siny cosy 0 |. (8.9)
0 0 1

Noétese que el eje denominado ¢ es simultdneamente perpendicular a z
y a x3, y determina la llamada linea de nodos. El giro arbitrario de S’ se
parametriza entonces como un giro alrededor de z, seguido de uno alrededor
de la linea de nodos &, seguido a su vez por otro alrededor de x3.
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Esta parametrizacién es conceptualmente sencilla y, ademés, la velocidad
instantdnea de rotacion 2 es muy sencilla de escribir en términos de las
velocidades de variacion de ¢, € y 1. En efecto, si la orientacién de S’ pasa
de estar descripta en t por ¢, 6 y 1, a serlo en t + dt por ¢ + do, 6 + df
y ¢ + dv, para calcular £2 cada una de estas variaciones puede considerarse
que ocurre alrededor del eje correspondiente tal como se encuentra en ¢, y la
velocidad es simplemente la suma vectorial de cada una de estas velocidades.

Asi, 1 tiene la direccién del eje z3; 0 tiene la direccién de la lmea de
nodos, o sea, 0 cost) en z; y —0 sin ¢ en xy; finalmente, (b tiene la direccién
de z, con lo que es ¢pcosh en x3, dsinfsiney en 1, y Hsinfcost) en xs.
Reuniendo todo esto, las componentes en S’ de la velocidad angular € son

QO = ésin@sinzﬁ%—écosw,
Qy = ¢sinfcost) — 0 sin, (8.10)
Qs = U+ ¢cosb.

De igual manera, las componentes en S se obtienen facilmente. ¢ tiene la
direccién de z; 0 tiene la direccién de la linea de nodos, o sea, 0 cos¢ en z y
0 sin ¢ en y; finalmente, ¢ tiene la direccion del eje x5, con lo que es 9 cos 6
en z, Ysinfsing en x, y —sinf cos ¢ en y. Reuniendo esto es

Q, = Qcos¢+¢sin931n¢,
Q, = 0 sin ¢ — 1 sin 6 cos ¢, (8.11)
Q, = gb+ 772)COS 6.

Desde ya, (8.10) y (8.11) estén relacionadas por la forma general (8.5)
con la A dada por (8.6), (8.7), (8.8) y (8.9), como es fécil comprobar.

8.2. Dinamica

8.2.1. [Enmergia cinética

Calculemos la energfa cinética del sélido. Para esto denominamos con un
subindice ¢ cada una de las particulas que lo componen. Desde ya, consider-
amos el sélido como un continuo de materia, pero la notacién es menos pesada
y més clara si tratamos al cuerpo como un conjunto discreto de particulas;
el paso al continuo es evidente. Escribimos entonces la velocidad de cada
particula del cuerpo usando (8.3) como

v; :V0—|—Q X Ty, (812)
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donde hemos escrito

r, = X; — Xo,
con lo que
|2 = (VO—I-QXTZ‘)'(VO—l-QXI'Z‘)
= |V0|2+2V0'(QXI',L‘)+’Q X T;

v
’2

Usamos ahora la propiedad de conmutatividad ciclica del producto mixto
para escribir los tltimos dos términos como

2vg - (Q X r;) =2r; - (vo X ),

Qxr” = (Qxr)-(Qxr;)
= 1;-[(2x71;) X Q, (8.13)

respectivamente, y usamos la identidad vectorial
Ax(BxC)=B(A-C)-C(A-B), (8.14)
para escribir, de la (8.13),

(Axr)xN = —Qx(Qx1y)
= 5| -Q(@Q ),

con lo que la (8.13) resulta
Q@ xrif = [r |0 - (2 1.)%.
Podemos entonces escribir la energfa cinética del sélido
1 21 2
—|—Zml-rl- . (Vg X Q)

1
+5 2 mi [l 19 = (@ -r)7].

Llamando M = ), m, a la masa total del cuerpo, y teniendo en cuenta
que la posicién del centro de masas X¢ps cumple con ) . m;x; = MXcy,
reescribimos a 7' (recordemos que r; = X; — Xo)

1
T = §M|V0|2 +M(XOM —XQ) . (V() X Q)

1
+§Zmi (i | — (2 r:)?] .
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Se identifican claramente la contribucién del movimiento de translacién
puro (primer término), un término mixto, y una contribucién de la rotacién
pura (dltimo término). Para reescribir este tltimo de manera més 1til, con-
siderémoslo en términos de las componentes cartesianas de los vectores in-
tervinientes

Q = (91792793)

o - (D00,

que designamos con un subindice alfabético (que toma los valores 1, 2 6 3),
para escribir

e [QP = |rl® QS i,
(Q-r) = Qe

donde se ha usado la delta de Kronecker ¢, v la convencién de Einstein de
sumar sobre los indices vectoriales repetidos. Asi, podemos escribir

> [ 19 = (@ 10)?) = 2 3 m Il o — 7]
y definimos el tensor de inercia, referido al origen x¢ (por ser r; = x; — Xg)
Iy = Zmz [\I‘z| Otk — Tk 7“1 ] : (8.15)
que en el caso de distribucién continua de materia escribimos como

= [ o0e) il b — ] (8.16)

donde p (r) es la densidad de masa local del cuerpo, y la integral estd extendi-
da a todo su volumen. Notemos que este tensor depende el origen x( respecto
del cual se miden los r de cada punto del cuerpo, y que es una propiedad del
cuerpo mismo (no de su estado de movimiento) que se requiere calcular para
cada sélido estudiado.

La energfa cinética se escribe entonces de manera compacta como

1 1
T =M IVol> + M (X — Xo) - (Vo X ) + 51}3[9@. (8.17)

Un punto 1til es que si se elige el origen xq coincidiendo con el centro de
masas el término mixto se anula y la energfa cinética se descompone en dos
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términos, uno de translacién y otro de rotacién (también sucede esto, para
cualquier xg, si vo|| ). Es conveniente entonces elegir xo = Xy, con lo que
(no usamos supraindice alguno cuando el tensor de inercia se refiere al C'M)

1 1
T = §M ’VCM‘2 -+ §[lele (818)

Si representamos con la matriz I al tensor de inercia

Ly Lip I
I=1 Il I Is |,
Is1 I3y I33

y con el vector columna €2 la velocidad angular

podemos escribir en representacion matricial la energfa cinética de rotacion
como

1
T’r‘ot = 5 QTIQ .

8.2.2. Teorema de Steiner

Util si conocido el tensor de inercia respecto del C'M quisiera calcularselo
respecto de un origen X genérico. Supongamos que Xg = Xy + a, con lo
que si r es la posicién de un punto genérico del cuerpo respecto del CM, o
sea, x = X¢ys + I, tenemos que su posicién respecto de x es

r'=x—xy=r—a
de la definicién (8.16), debemos calcular

[* = [r[*—2r-a+af,

! !
Ty = TR — TRQp — QT+ agay.

De los términos a la derecha de estas igualdades los que son lineales en r dan
contribucién nula a la integral en (8.16) por ser posiciones referidas al C'M:

/p (r)rd*r =0,
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con lo que
o= o) [ ] @
= /p (I‘) UI"2 (5lk — rkrl} d37“ + Ua|2 5lk — akal] /p (I‘) d37“
= [kl + M Ua|2 5lk — akal] .

Igualdad 1til conocida como teorema de Steiner.

8.2.3. Momento angular

Hemos visto al principio del curso que el momento angular L{ respecto
de un sistema cuyo origen Xq se translada respecto de un sistema fijo, estd
relacionado con el referido a este sistema fijo, L, por (todo lo no primado se
refiere a este sistema; P = M XCM)

L:L6—|—XOXP—}-MXCMX).(O—MXOX).(().
En particular, si xg = X¢)y, esta relacién se simplifica a
L =L, +Xcu x P. (8.19)
Vemos entonces que es muy conveniente calcular el momento angular respecto

al centro de masas
! !
CM — E miri X Vi7
-

en la que Vv, es la velocidad de la particula del cuerpo respecto del centro de
masas. Tengamos en cuenta que consideramos un sistema que se translada
con el centro de masas, pero que no rota, de manera que v; contiene sélo la
contribucién de la rotacion del cuerpo:

vi=Q xr,
con lo que tenemos (sobreentendemos el subindice CM de Li,,)

L’:Zmiri X (Q XI‘Z‘).

Aplicando la indentidad (8.14) escribimos

I'Z‘X(QXI‘Z‘):Q|I'Z‘|2—I'Z'(Q'I'Z‘),
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que en componentes cartesianas es

i x (@xr)], = Q> —rP0r®
= Ql [|ri|2(5kl - T,(;) ’f’l(l)} 5

con lo que, finalmente,

;c = Zmz |:|ri|25kl — T,(;) T’l(z):| Ql == ]lel- (820)

En representacion matricial es

L' =1IQ.

8.2.4. Ejes principales del tensor de inercia

El tensor de inercia es entonces fundamental para determinar la energia
cinética y el momento angular del sélido. De su definicién (8.15) o (8.16)
vemos que es un tensor simétrico; como también es real sabemos entonces
que puede ser siempre diagonalizable; esto es, existen tres ejes ortogonales, tal
que si es calculado respecto de ellos su expresioén es una matriz diagonal (los
elementos de la diagonal son en general distintos); estos ejes se denominan
ejes principales. Tomemos los ejes principales como los del sistema fijo a
cuerpo, S’, respecto de los cuales podemos escribir (en notacién matricial)

I 0 0
I=1 0 I, 0
0 0 I3

Para un cuerpo genérico los ejes principales se obtienen calculando el ten-
sor de inercia en un sistema ortogonal dado y luego buscando sus autovec-
tores. Estos definen entonces la matriz ortogonal que representa la transfor-
macién desde los ejes originales usados a los ejes principales.

Si el cuerpo tiene una distribucién de masa que es simétrica respecto
de un plano, es facil ver que dos de los ejes principales estdn contenidos en
este plano y el tercero es perpendicular a él. En efecto, si elegimos el eje x3
perpendicular al plano de simetria de la distribucién de masa del cuerpo, y
su origen en él, tenemos que, para [ # 3,

Iy = — /p(r) rard3r = 0,
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ya que para cada valor de r; existen valores simétricos de p (r) por encima y
por debajo del plano de simetria, en los cuales r3 toma valores de igual médulo
y signo distinto. La forma del tensor en este sistema de ejes es entonces

ILi Iix O
I=1| I I 0 |,
0 0 I3

por lo que basta diagonalizar la submatriz correspondiente al plano de simetria.

Un subcaso particular importante corresponde a distribucién de masa
con simetria de revoluciéon. En tal caso cualquier plano que contiene al eje
de revolucién es un plano de simetria, lo que nos dice que este eje es un eje
principal y, ademds, que cualesquiera dos ejes perpendiculares a éste (y por
lo tanto contenidos cada uno de ellos en alguno de los infinitos planos de
simetria) son también ejes principales.

Expresados el tensor de inercia y la velocidad angular en componentes
sobre los ejes principales, las expresiones de la energfa cinética y del momento
angular son muy sencillas:

1 1
T =M Ve + 5 (LQ] + LO3 + 193) (8.21)

L/ = 119161 + IQQQGQ + 139363. (822)

Damos a continuacién una lista de tensores de inercia correspondientes
a sélidos con densidad de masa uniforme y diferentes formas, referidos a sus
ejes principales respectivos; el origen estéd siempre en el centro de masas (la
masa del cuerpo se denomina M en todos los casos):

1) Varilla fina de longitud [, eje x5 a lo largo de ella:

MI?
L = [ =—
1 2 12 )
Ig - O
2) Disco delgado de radio R, eje x3 perpendicular al disco:
M R?
Il = 12 = 4
M 2
Ig - R .

2
3) Cilindro de radio R y longitud [, eje x3 a lo largo de él:
M 12
I, = L=— R+~
1 2 1 (R + 3) )
M R?

I3 = 5
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4) Esfera de radio R:

5) Paralelepipedo de lado a en la direccién de z1, lado b en la de x5, y
lado c en la de x3:

M
Il = E(b2+02),
_ M,
I, = 12(@ +c),
M
13 = E(G/2+b2>

6) Elipsoide de semieje a en la direccién de x;, semieje b en la de xq, y
semieje ¢ en la de x3:

Il = % (b2 + 02) s
M

[2 = E (G2 + 02) )

13 = % (CL2 + b2>

7) Cono circular de altura h y radio de base R, eje x3 a lo largo de su eje.
El centro de masas estd sobre el eje a h/4 de la base.

3 h?2
I, = Ihb=—M|R>+—
1 2= 35 (R+4)7
3
I, = —MR>.
3 10 i

8.3. Ecuaciones de Euler

Las ecuaciones de Euler son simplemente la ley de variacién del momento
angular. Si K es la cupla actuante sobre el sélido, referida al origen de S,

sabemos que
dL

dt
que usando (8.19) escribimos como (siempre sobreentendemos el subindice
CM de L)

~K, (8.23)

dL/

— +Xoy X P+ Xoy x P =K.
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Por supuesto, el segundo término del lado izquierdo es nulo y P es igual
a la fuerza F sobre el sé6lido, por lo que tenemos
dL’
— =K —-Xey xF=K".
i cM
La derivada temporal corresponde a la variacién, referida al sistema S, de L/
en el tiempo, que podemos escribir en términos de la variacion referida a S’

dL’) _dU
S

- ) Laxr
dat dt>5,+ e

que nos permite escribir

dL/
dt

) +OxL =K.
S/

Si el sistema S’ es el de los ejes principales de inercia estas ecuaciones tienen
una representaciéon muy sencilla. En estos ejes es, de (8.22),

Lll - IIQh
L,2 = [2927
ng = ISQ?):

y es justamente la variacion de estas componentes la que corresponde a la
variacién de L’ respecto de S’; o sea,

dL/ dQ) dQ) dQ)

con lo que (haciendo el producto vectorial €2 x L") podemos escribir en com-
ponentes sobre los ejes principales

dS)

[ld_tl + Q3 (I3 — ) = Kj,
df)

I2d_t2 + 9193 (Il - Ig) = Ké, (824)
df)

Igd—;’ + 0 (L—-1) = K

que son las ecuaciones de Euler.

Notemos que estamos usando ejes moviles (fijos al cuerpo) para escribir
sobre ellos las componentes de una ecuacién vectorial vdlida en el sistema de
referencia de ejes fijos al espacio, S.
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Si en estas ecuaciones introducimos las expresiones (8.10) y damos la
forma explicita de las cuplas K| tendremos ecuaciones para los dngulos de
Euler, la solucién de las cuales nos da la orientacién del cuerpo al transcurrir
el tiempo. Por supuesto, siempre podemos escribir las ecuaciones de Lagrange
usando la expresién (8.21) para la energia cinética junto con las (8.10) y
obtendriamos ecuaciones equivalentes. Sin embargo, las ecuaciones de Euler
son en sf mismas de primer orden de derivacién y pueden muchas veces
integrarse para obtener las componentes de €2, lo que lleva a que las (8.10)
resulten ecuaciones de primer orden para los dngulos de Euler. Ademds, el
conocimiento de sélo €2 proporciona informacién 1til por si misma.

8.4. Movimiento del cuerpo sdélido libre

8.4.1. Construccion de Poinsot

Consideremos el movimiento general de un sélido arbitrario no sometido
a fuerzas ni torques externos. En particular, aprovecharemos que el centro de
masas se mueve con velocidad constante para describir el movimiento desde
un sistema en el que el centro de masas estd quieto. La energia cinética, que
es constante, tiene en este sistema la contribucién rotacional solamente, que
usando ejes principales podemos escribir

T = % (LT + LS + 193) . (8.25)
Asimismo, el momento angular, tambien constante, corresponde al L,
L = 1,Qe; + [,0e5 + I3€)3e5. (8.26)
Notemos que podemos escribir la relacion titil
T—_L-Q. (8.27)
La constancia de (8.25) y (8.26) permite hacer una descripcién geométrica

del movimiento a partir de la llamada construccién de Poinsot. Para esto
escribamos (8.25) como

2 2 2
&4_&4_%—1
2 2T T 2r T
I I I3

que corresponde, en un espacio de ejes (Ql, Q, Qg) , a un elipsoide de semiejes

V2T /11, \/2T /Iy y \/2T /I3, denominado elipsoide de inercia.
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Si consideramos la funcién

o 02 02 Q2
F(QDQQ7Q3> 52_7}—’_2_’1%—’_2_’1?7
o I Iz

tenemos que F (§21,9,€Q3) = 1 y que, por ejemplo,

OF L
0, T
con lo que, como [1€); = L4, el gradiente de F' evaluado en (£, €, €3)

es paralelo a L. Asi, el plano tangente al elipsoide de inercia en el punto
(€1, Q,Q3) del espacio (521, QQ, §3> es perpendicular a L. Como L es con-
stante, este plano es fijo y el elipsoide se mueve teniendo un punto de contacto
sobre ¢él. Es mds, como por el punto de contacto pasa el eje de giro instan-
taneo (€2 une el centro del elipsoide con el punto de contacto) este punto
estd instantdneamente en reposo, por lo que el elipsoide de inercia rueda sin
deslizar sobre el plano invariante. Finalmente, la “distancia” del centro del
elipsoide al plano estd dada por
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Esta construccion geométrica de Poinsot nos dice entonces que el elipsoide
de inercia se mueve sobre el plano invariante perpendicular a L, rodando por
él sin deslizar y manteniendo fija la distancia de su centro al plano. Como
el elipsoide de inercia estd asociado univocamente al cuerpo (el eje €; es
paralelo al zy, etc.), el movimiento de aquél nos determina el de éste.

La curva que “pinta” el punto de contacto sobre el elipsoide es denomi-
nada polodia, la que pinta sobre el plano herpolodia.

8.4.2. Otra representaciéon geométrica

Otra representacién geométrica 1itil puede hacerse en el espacio de ejes
de momento angular (Ll, Lo, L3>. En efecto, escribiendo que

ILP* = L3 + L3 + L3,

L? L2 I2

2T
L I I3

es claro que el movimiento debe efectuarse en el espacio (Zl, Zg, Z3> en la
interseccién de la esfera de radio |L| y el elipsoide de semiejes \/2T'1;, /2T I5

y +/2T'15. Que estos cuerpos se intersectan se ve al considerar que, tomando
Il > ]2 > ]3,
2T = I} + LIS + 11,03
2
> 0O+ L%+ 505 = L,
y, andlogamente,
2T < |LJ”.

La curva que resulta de la interseccién nos indica los puntos por los que

transita el vector L en el espacio (Ll,LQ,Lg> al moverse el sélido libre.

Por supuesto, L es un vector constante en el sistema fijo al espacio, pero
sus componentes sobre el sistema fijo al cuerpo cambian siguiendo la curva
mencionada. El movimiento del cuerpo es entonces interpretable teniendo en
cuenta que el eje L, es paralelo al xq, etc..

8.4.3. Estabilidad de la rotacién alrededor de los ejes
principales
De la construcciones anteriores es claro que si L es paralelo a alguno de los

ejes principales el sélido permanece siempre en esa posicién. Estudiemos en-
tonces la estabilidad de este tipo particular de movimiento libre, proponiendo
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que la velocidad angular tiene su componente méas importante a lo largo de
un eje principal, con componentes infinitesimales sobre los demds. Tenemos
entonces, por ejemplo, para rotacién a lo largo del eje x

Q= (Qo -+ 81) e + egeq + £ses,

con los €’s velocidades infinitesimales. Elegimos ademas los ejes principales
para que se satisfaga
I > 1, > Ig. (828)

ribim T uacion uler (8. retenien 5 érmin
Escribimos ahora las ecuaciones de Euler (8.24) reteniendo sélo té oS
de primer orden en los ¢’s

d€1
j R
Yt 0
d
.[22 + (]1 — Ig) 9063 = 0,
dt
d
]3% + (.[2 — Il) 9082 =0

De la primera es sencillamente €; = cte. Mientras que si derivamos re-
specto del tiempo una de las otras y usamos la restante para eliminar la
derivada primera obtenemos inmediatamente

d? L —1L)(I[; -1
€2+(1 2)(1 3)

D2y, = 0
WTE Ir1s 052 ’
d2€3 ([1 — [2) ([1 — Ig) 2

Q = 0.
ar I 053

Por las condiciones (8.28) vemos que el factor que multiplica a €5 y €3 en las
ecuaciones anteriores es positivo, por lo que €5 y €3 oscilan arménicamente
alrededor del valor cero con frecuencia angular

(11 — 1) (11 — I3)
=0 .
“ 0\/ LI

Podemos decir entonces que pequenos apartamientos iniciales del giro puro
alrededor del eje x; siguen permaneciendo pequenos al transcurrir el tiempo.

Si repetimos esta deduccién para giros alrededor del eje z3 (2 = €7 +
g9€9 + (o + £3) e3), obtenemos que €1 y €2 oscilan arménicamente alrededor
del valor cero con frecuencia angular

(Is — I) (I3 — 1)
—-Q ,
w3 0\/ 1.1,
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Sin embargo, para giros alrededor del eje con valor intermedio del momen-
to de inercia, el x5, al proponer que Q = e1e; + (g + £2) €3 +c3€3 obtenemos
para ;1 y €s

d2€1’3 i (IQ — Ig) ([2 — [1)
dt? L1
en la que el factor que multiplica a ;3 es ahora negativo, con lo que la

solucion de esta ecuacion corresponde a exponenciales, una creciente y otra
decreciente, con tiempo caracteristico 7o dado por

S (L2 —1I3) (11 — I)
Ty = Qo\/ ]_1[3 .

2
Qoers =0,

La rotacion alrededor del eje x5 es entonces inestable; un apartamiento inicial
pequeno no permanece asf.

De la construccién geométrica en el espacio (Ll, Lo, L3> puede verse lo

anterior. Cuando €2 tiene componente sélo sobre uno de los ejes principales,
la interseccién entre la esfera y el elipsoide es un punto, por lo que el cuerpo
permanece rotando alrededor del eje considerado. Cuando existen pequenas
componentes sobre los otros ejes, sin embargo, la intersecciéon es una curva
cerrada muy similar a una elipse cuando la componente principal de €2 es
sobre los ejes 1 o x3, con lo que el movimiento serd acotado alrededor del
eje dado. Si la componente mds importante de €2 es sobre el eje x4, la curva
interseccién de esfera y elipsoide es similar a una hipérbola, con lo que el
vector L se aleja de z».

8.4.4. Elipsoide con simetria de revolucién

Un caso relativamente sencillo de estudiar es el del sélido con dos mo-
mentos de inercia iguales, digamos [; e I3, con lo que el elipsoide de inercia
asociado es de revolucién alrededor del eje €23. En este caso, es inmediato
ver que la rodadura del elipsoide en las condiciones de Poinsot describe una
herpolodia circular alrededor de L, con lo que £2 precede alrededor del vector
fijo L manteniendo un éngulo constante con éste y con el eje 23 (o el z3),
por lo que €23 es también constante. Llamando 6 al angulo fijo entre z3 y L
tenemos que
Ly |L|cosf
I I
Notese que €23 no es la velocidad de rotacién del cuerpo sobre su eje x3. En
realidad, (23 es esta velocidad m4ds la componente sobre z3 de la velocidad
angular de precesién (2, alrededor de L.

93:
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Si elegimos en el instante considerado al eje x; en el plano de L y z3, lo
que es siempre posible por ser el elipsoide de revolucién, vemos en la figura
que

: Ly |L|siné
QprSHle = Ql = ]_—1 = [—1,
con lo cual,
L
0, = 5, (8.20)
I

La velocidad de rotacién del cuerpo alrededor de su eje x3, que en términos
de los angulos de Euler es ¢ , serd entonces

. 1 1
h=Q3 —Qycos0 = —— — ) |L|cosb. (8.30)
I I
Veamos esto mismo usando las ecuaciones de Euler. Como I; = I, las
ecuaciones de Euler (8.24) se escriben en este caso

dS)
]1d—t1+9293(13—]1) = 0,
dS)y
L—= — Qs (I3 — 1 =0
T 193 (I3 — 1) ;
Q
13& = 07

dt
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de la iltima de las cuales es inmediato que €23 = cte. Definiendo

Is— 1
L

C«JOEQ?,

escribimos las dos primeras como

s}
d—tl+w092 = 0,
ds?
d—;—woﬂl = 0.

Si definimos la funcién compleja W = §2; + i€, multiplicando la segunda
de las ecuaciones anteriores por la unidad imaginaria ¢, y sumando ambas
resulta

aw

W —inW:O,

cuya solucion inmediata es
W = Wy exp (iwot) ,

con Wy = Qo1 + iQ02. Elijamos los ejes para que en t = 0 sea 292 = 0, con lo
que, tomando partes real e imaginaria de W tenemos en este caso

Q; = Qo cos (wot),
QQ = le sin (th) .

De esta manera conocemos 2 (t) en componentes sobre el sistema maévil.
Debemos todavia determinar cémo es el movimiento del sistema movil.

Usemos que L es constante y elijamos el eje fijo z con la direccién y
sentido de L para escribir L = |L|e,. Las componentes de L en el sistema
movil estardn dadas entonces (ver (8.5)) por

L 0
L, | =A| o0 |,
Ls IL|

que, usando las expresiones (8.6), (8.7), (8.8) y (8.9), resulta ficilmente en
Ly = |L|sinfsin,

Ly = |L|sinfcos, (8.31)
Ly = |L|cos?.
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Como L3 = 15823 tenemos de la 1ltima ecuacién que

[393
L]

cosf = (8.32)

es constante; o sea 0 = 0, con lo que las (8.10) se escriben en este caso

psinfsiny = Q,
psinfcost) = b, (8.33)
U+ pcos = Q.

Como Ly = 1 y Ly = [1)s, cualquiera de las dos primeras de las (8.33) y
la correspondiente de las (8.31) dan

. L
= — 8.34
o=, (8.34)
que es justamente la velocidad de giro del sistema movil alrededor del eje z
(o L); esto es, la velocidad angular de precesién €2, la (8.29) obtenida antes.

Usando la tltima de las (8.33), la (8.32) y la (8.34) tenemos entonces la
velocidad de rotacion del cuerpo alrededor de su eje z3,

1

. . 1
=3 — pcosh = ([_—3 — [—1> |L| cos @,

que es justamente la (8.30).

8.5. Movimiento de trompos y giréscopos

8.5.1. Trompo

Consideremos el movimiento del trompo en presencia de gravedad, con
el punto de apoyo fijo. Aprovechando esto tltimo, es conveniente elegir el
sistema fijo al cuerpo con origen en este punto al que designaremos O. Como
vo = 0 la (8.17) se escribe sencillamente como

1

Como el sélido es de revoluciéon un eje principal es el de revolucién mismo,
que llamamos x3, al que corresponde momento de inercia I3 respecto al C'M
. Por supuesto es I = I, también respecto al C'M. Si el sélido tiene masa
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M y el CM se encuentra a una distancia [ (a lo largo del eje) del punto de
apoyo, el teorema de Steiner nos permite calcular inmediatamente que

R = 19=1+MP

[?(,) = [37
con todo lo cual podemos escribir que
1 1
T =3 (Ii+ MP) (27 + 05) + S 1,0,

Usando las (8.10) se obtiene facilmente
02+ Q2= ¢ sin?0 + 0.
Como ademsds la energfa potencial se escribe
V = Mgl cos®,

el lagrangiano es entonces

1 . . 1 . . 2
L= 3 (]1 + MZQ) ((;52 sin? 6 + 02> + 5]3 (1/1 + qbcos&) — Mgl cos@.

En lugar de escribir las ecuaciones de Lagrange basta ver que ¢ y 1 son
variables ciclicas, y que L no depende explicitamente del tiempo. Tenemos
entonces tres constantes de movimiento

g—g = (11+Ml2)¢sin29+13 (¢+¢cos€> cos =1L, (8.35)
L Co
o~ s (¢ + dcos 9) — L, (8.36)
' oL .0L oL
o6 00 o

que, como 71" es homogéneo de orden dos en las velocidades, resulta simple-
mente igual a 7'+ V:

% (I + MP?) (052 sin? 0 + 92) n %Ig ({p + Heos 9)2 + Mglcosf = E. (8.37)

De las (8.35) y (8.36) tenemos inmediatamente que

U+ deosh = % (8.38)
. L,—L
b = . 3cosf (8.39)

(]1 + MZQ) Sin2 6)’
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que al reemplazar en (8.37) nos da

1 .2 (L, — Lycos )’ L2
—(I; + MI?) |6 + + Mglcos = FE — —==F'.
> (I ) (I, + MI12)*sin? 6 g 213
Definiendo las constantes
_ Ls
“ = LrME
L,
b = ———,
I, + MI?
2F'
a0 = ——
I + M2’
5 = 2Mgl
- L+ M

esta ecuacion se reescribe (después de multiplicar por sin? 6 y reordenar)
.2
0" sin?f = asin?f — Bcosfsin?f — (b — acosh)’.

Conviene escribir esta ecuacién diferencial para 6 en términos de la vari-
able transformada
= cos b,
para la cual es
[t = —0sinb,

con lo que resulta inmediatamente

o= a(l—p) =B (l—p*) — (b—ap)’
= (a—Bu) (1—p*) —(b- ap)’ = F (p). (8.40)

El movimiento en 1 corresponde entonces al movimiento unidimensional
de una particula con “masa” de valor 2 en un potencial efectivo Vs (1) =
—F (p) y energia mecdnica cero:

i+ Vg () = 0. (8.41)

Por supuesto, los valores fisicos de p = cosf, estdn limitados al intervalo
[—1,1] y a valores de V.y < 0, o F > 0. Es importante entonces analizar los
ceros (o raices) de F', que serén puntos de retorno del movimiento, entre los
que se desarrollard éste.

La funcién F' es polindmica de grado tres en p, y cuando |u| — oo, F' —
Bud; como S > 0, F es positiva para ju positivo y suficientemente grande y
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negativa para valores de p suficientemente negativos. Ademés, F' (un = +1) =
—(bF a)2 < 0 (salvo el caso b = a; o sea, Ly = L,, que corresponde a un
trompo vertical, que no consideramos ahora), por todo lo cual la funcién
tiene al menos una raiz en p > 1. Las distintas posibilidades son entonces:

i) Las otras dos raices son complejas conjugadas. Significa entonces que
F < 0en [—1,1] y no existe entonces solucién fisica.

ii) Las otras dos raices son reales y estan ambas fuera del intervalo [—1, 1],
con lo que F' < 0 en [—1,1] como en i).

iii) Ambas raices estén dentro del intervalo [—1,1], llamémoslas i, 5, por
lo que entre ellas es F' > 0 y el movimiento real es posible.

Tenemos entonces que s6lo es posible para un trompo real el caso iii),
con movimiento limitado entre p; = cosf; y u, = cosfy. Este movimiento
periédico de “cabeceo” del trompo entre estos dngulos es denominado de
nutacién.

'

. ._

H l-lz\// M

Como (8.39), reescrita en términos de las constantes definidas es

- b—ap
= — 8.42
b= (8.42)
vemos, ante todo, que la variacién periédica de p inducird una variacion,
también periédica de la velocidad de precesién ¢; ademads, ésta cambia de
signo si b—apu lo hace en el intervalo [y, 5], lo que da tres distintos regimenes
de precesién:
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i) b — ap no se anula ni en el intervalo [u, 115] ni en ninguno de sus
extremos, lo que da precesién siempre en el mismo sentido y con velocidad
nunca nula.

ii) b — ap se anula dentro del intervalo [ug, 5] con lo que la precesién
se revierte periédicamente y el trompo se mueve “hacia atrds” durante esos
intervalos.

iii) b — ap se anula en uno de los extremos, llamemoslo p,, con lo que la
precesion se frena en estos puntos.

El regimen iii) es muy comin en la practica porque las condiciones ini-
ciales que le dan lugar son las més naturales: girando el trompo sobre su eje
x3, se lo deja libre con una inclinacién inicial 6y de x3 respecto del eje vertical
2, sin velocidad 6. En este caso es, por supuesto, o = cos bp; las condiciones
iniciales son ¢ = 0 = 0, ¢ = @bo, con lo que, en t = 0,

Ql - QQZO,
Q3 - 1/}07

y tenemos entonces

Ly = I,

L, = [3¢0C0890,
2

1L
E = 51—;+Mglcosé’0.

De la tltima es E' = Mgl cosfy y tenemos entonces

= acosby = ap,,

a = Beosby = By,

con lo que escribimos

F(u) = (1=p")B(ny—p) — a® (g — p)°
= B —p®) —a®(uy — )] (o — ),

de donde se obtiene el otro extremo del movimiento, p;, como la raiz del

corchete
a? a2\ ? a?
= — 4 — | — po— + 1.
ST \/<26> tag T

2 2
a L3

B~ (L + MP2)2Mgl’

Como
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nos da una idea del cociente entre la energfa cinética de rotacién y la energia
potencial gravitatoria, llamamos trompo rdpido al que satisface

2

a
_>>1’
s

que nos permite escribir

2 a? 4 26\?
M1 = ;_ﬁi;_ﬁ 1_/12_54‘(_5)

12
%
H_
RS

/N

—_
IS

_|_

S

de donde claramente la raiz fisicamente aceptable es la correspondiente al
signo menos que da

M1:M2+O{6]7

a?
que nos dice que la nutaciéon es muy pequena. Si escribimos entonces que
K= Hy — &,
con € pequeno, tenemos que
2
Fo= B(1—=p®) (py—p) —a® (g — 1)

~ f (1 — ,ug) £ —a’e?,

y como fi = —&, escribimos (8.40) como
=7 (1 —,ug) e —a’e?,

que es integrable por una simple cuadratura y da (con la condicién inicial
e=0)

B sin?

€= ——F5—

5.2 [1 — cos (at)].

La frecuencia angular de la nutacién es entonces
L Is -

a - wo.

T LAMET L+ MP
Para la precesion es, de (8.42),

b—ap _ alpy—p)
1—p? 1 — p?

ag 15}
=2 =9 [1— cos (at)]. (8.43)

¢ =

12
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Promediando sobre la ripida oscilacién de frecuencia a obtenemos una pre-
cesion lenta de valor

g Mgl Mgl

2a L3 I31,

En la préactica, los movimientos rapidos de nutacién y de oscilacién de la
precesion son rdapidamente amortiguados por friccién en el punto de apoyo
del trompo y son précticamente inobservables, lo que da lugar a la descripcion
usual del movimiento del trompo como de precesién pura. En realidad (8.43)
nos dice que el movimiento de precesiéon se genera, sin discontinuidades, a
partir del aumento de 6 (disminucién de u1) desde su valor 6, debido a la caida
del trompo por accién de la gravedad hasta el valor maximo 6, (p; = cos ).

p

8.5.2. Estabilidad del trompo vertical

Consideremos ahora el caso excluido del estudio anterior, el del trompo
vertical (6p = 0, §p = 0) al que le corresponde a = by a = (. Tenemos
entonces que

F = B(1—p)(1—p)—d(1-p)’
= B(l+p) (1—p?—ad(1-p)?
= [B(1+p) —d®] (1—p),

con lo que es inmediato que, ademds de la raiz doble p; 5 = 1, tenemos la
raiz
By
M8 =5 72 7 9(I, + MI?) Mgl

El trompo se mueve entonces simplemente rotando con velocidad con-
stante {ﬁo alrededor de su eje vertical, siempre con p = 1. Nos interesa es-
tudiar la estabilidad de este movimiento particular. Si lo consideramos en
términos de la forma (8.41), podemos decir que el movimiento serd estable si
Vs tiene un minimo en p = 1, ya que entonces pequenos apartamientos (que
no cambien cualitativamente la forma de F') generaran movimientos acotados
en el entorno de p = 1.
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F(| F |

/ 1 1

Que V. tenga un minimo equivale a que F' tenga un méximo en su propia
raiz ;1 = 1; esto requiere que tenga valores negativos en la zona cercana con
i > 1, que significa a su vez que la raiz py (donde al decrecer p la funcién F'
pasa de ser positiva a negativa) debe satisfacer p; > 1; esto es, la condicién
de estabilidad es L

By
2 (I + Mi2) Mgl '
Tenemos entonces una velocidad critica por debajo de la cual el movimiento
es inestable:

. 24/ (I + M%) Mgl
77ch7’ = ] *

3
Cuando un trompo vertical disminuye el valor de su velocidad por debajo

este valor, debido al rozamiento, su movimiento se torna inestable y tiende
a caer, generando una precesion como la estudiada en el punto anterior.

8.5.3. Girdscopo

Un giréscopo es esencialmente un trompo cuyo punto de suspensién es
el mismo centro de masas, lo que se logra en la practica con el llamado
acoplamiento cardédnico. El movimiento del gir6scopo ante torques externos
es bien conocido, deducible de consideraciones simples a través de la ecuacién
(8.23).

Aqui estudiaremos solamente la tendencia a alinear su eje de rotacion
propia (sentido incluido) con el de la rotacién impuesta, cuando es forzado a
girar.
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Consideremos entonces el giréscopo en un sistema rotante con velocidad
angular constante (2r dirigida a lo largo del eje z de tal sistema. Tomemos
al eje principal del giréscopo x3 en el plano (z, z), formando un déngulo 6 con
el eje z, con @ = 0 en el instante considerado. De esta manera, el giréscopo
gira sélo alrededor de su eje x3 con velocidad angular ¢, lo que significa que
Q1 =Q,=0, Q3 = zp Tomemos ademads el eje x; en el instante considerado
contenido en el mismo plano (z, z), tal que en el sistema de ejes propios es
Qry = — |Qp|sinb, Qe = 0, Q3 = |Qr|cosf en el dado instante. En este
sistema rotante las fuerzas externas que producen torque alrededor del centro
de masas son las fuerzas de Coriolis y centrifuga; para un elemento de masa
del gir6scopo dm, con velocidad v y posicién x = Xy + 1, tenemos que el
elemento de fuerza de inercia sobre él es

dF = =2dm Qr X v —dm Qr x (Qr X x),
y el correspondiente elemento de torque respecto al centro de masas es
dK =r x dF.

Al escribir el término correspondiente a la fuerza centrifuga, reemplazando
x por Xeop + T,

dK" = —_dmr x {QT X [QT X (XCM —|—I‘)]},

e integrar sobre todo el cuerpo, la contribucién del término con Xy, serd
nula porque [rdm = 0, de manera que podemos dejarlo de lado. Ademsds,
como la velocidad del C'M es nula, tenemos que v = €2 X r, con todo lo cual

dK = —2dmr x [Qp X (@ X71)]—dmr X [Qr x (27 X )]
= —2dmr x [Qr x (@ xr)],

donde hemos definido a ]
Q=Q+ §QT.

En las aplicaciones la velocidad de rotacién del giréscopo es mucho mayor que
la del sistema rotante (sea el vehiculo que lo transporta, o la tierra misma),
por lo que podemos tomar €' ~ Q (que significa que el torque debido a
la fuerza centrifuga es despreciable comparado con el debido a la fuerza de
Coriolis). Con esto, como (de (8.14))

Qrx (Axr)=Q(Qp-1)—1 (Q-Qp),

tenemos finalmente

dK = 2dm (27 -r) Q x r.
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En componentes sobre los ejes propios es, como se discutié arriba,

e = (0,07),
Qr = (—|Q7|sinb, 0, |Qr|cosb),

con lo que se obtiene muy sencillamente

dK; = 2dm|Qr| P (rirgsin @ — ror3 cosf)
dKy, = 2dm|Qr| (=r?sind + rirscosf),
ng == 0

Debemos ahora integrar para todos los elementos de masa del giréscopo,
usando que éstos estan distribuidos con simetria de revolucién alrededor del
eje x3, por lo que

/rlrgdm = /rlrgdm = /rgrgdm =0,
1.
/r%dm = /r%dm = 53,

de donde resulta inmediatamente

K1 — K3:0,
K, = —I3|Q|vsind,

que en componentes sobre los ejes fijos se escribe

K, = Kjcosf =0,
Ky = K2 = —]3 |QT| ’Q.USiIl 8,
Kz = K1 sinf = 0.

Vemos entonces que la componente K, genera una precesion anticiclénica
(en sentido opuesto a la rotacién del sistema). La inclusién de una friccion
débil ante esta precesion genera entonces torques en las distintas direcciones,
que cambian la orientacion del giréscopo hasta que no se genere precesion;
esto es, hasta que se encuentren alineados el eje de rotacién del gir6scopo con
el del sistema rotante. El equilibrio con ambos vectores antiparalelos, 6 = T,
es inestable.

La sensibilidad del giréscopo (que aumenta con su velocidad de rotacién
zp) a las rotaciones del sistema que lo transporta lo hace muy adecuado
como base de sistemas de gufa de navegacion, muy empleados en naves es-
paciales, barcos, submarinos, etc.. (la insensibilidad del gir6scopo ante rota-
ciones paralelas a su propio eje se remedia usando varios giréscopos no alin-
eados)
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Por otro lado, si fuera posible aislar el giréscopo del efecto de las rota-
ciones del vehiculo aéreo, maritimo o terrestre que lo transporta, todavia
tenderia a alinearse con el eje de rotacion de la tierra, indicando asi el norte
geogréfico; ésta es la base del compds giroscopico; el aislamiento se logra
montando el giréscopo en una esfera que flota libremente dentro de otra es-
fera contenedora; la viscosidad del fluido provee la friccién necesaria para la
alineacion.



