Guia 6 - Ejercicios 8, 12

TRANSFORMACIONES CANONICAS

Introduccion

En los ejercicios que vamos a ver en esta clase, vamos a trabajar con transformaciones
canonicas, asi que, repasemos un poco el tema. Dado un Hamiltoniano H que depende de las
variables {g;,p;}, se dice que la transformacion que lleva las variables originales a un nuevo

conjunto {Q;, P;} es canonica, si el nuevo Hamiltoniano #H satisface las ecuaciones de Hamilton
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Para ver cuales son las transformaciones que pueden llamarse canoénicas, podemos partir
del principio de Hamilton, teniendo en cuenta que debe satisfacerse tanto en el conjunto de

variables originales, como en el nuevo

5[2 (qupj—’ﬂ)dt:é/ttQ <ZQij—ﬁ>dt=o (2)

La igualdad se satisface si se cumple lo siguiente
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Donde introducimos la derivada temporal de una funcién arbitraria F', ya que no modifica la

variacion de la accidon. Vemos que la expresion de la ecuacion [2] puede reescribirse como



AF =" pda; — > PydQ; + (H—H) dt (4)
J J

Por lo tanto, si existe una funcion F'(g;, Q;, t) que satisfaga las relaciones siguientes, la trans-

formacion es canodnica

A esta funcion se la conoce como funcion generatriz, y a ésta en particular se la llama
Fi(qi, Q;,t). Como se deduce del nombre, existen la Fy(q;, P;,t), F3(pi, Qi t) v Fy(pi, Pi,t) tam-
bién. Como se lo indica, cada una de estas funciones generatrices depende de una combinacién
particular de las variables originales y transformadas. A continuacion, se resumen las condicio-

nes que deben satisfacer cada funciéon generatriz.
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Ademés, es importante aclarar que no siempre se pueden hallar todas las funciones gene-
ratrices, es decir, la existencia de I} no garantiza la del resto. Sin embargo, en caso de existir
al menos dos de ellas, éstas se relacionan mediante una transformada de Legendre. De forma

resumida, si uno parte de una funcion f(z,y) tal que
df = Adx + Bdy (7)

pero desea expresar el problema en términos de las variables {A,y}, entonces se construye la



funcion g(A, y) realizando la siguiente transformacion
f—Ar =g — dg = Bdy — zdA (8)

que define univocamente a g a menos de una constante. En la figura siguiente se muestra un

esquema de como saltar de una a otra, sélo en caso de que existan.
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Figura 1

Corchetes de Poisson

En resumen, sabemos que estamos frente a una transformaciéon canoénica si es posible encon-
trar alguna de estas 4 funciones generatrices. Sin embargo, existe otro método, muchas veces
més paractico, para determinar si la transformaciéon es canodnica, y ese es mediante el uso de
los corchetes de Poisson. La definiciéon de los mismos es la siguiente: dado un conjunto de

variables conjugadas {g;, p;}

Es posible obtener una visién mas intuitiva de esta definicién observando lo siguiente: cal-

culamos la derivada temporal de f(g;, pi,t)
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Luego, con la definicién de la ec. [0, podemos expresar la derivada temporal de una funcion f

arbitraria como

df of
E_{f’H}+E (11)

De aqui obtenemos que si f no depende explicitamente del tiempo, es una constante de

movimiento si satisface {f, H} = 0.

Dicho todo esto, una transformacioén es canodnica si se satisfacen las siguientes reglas de

corchetes
{Qi,Q5},, =P, P}, =0, {QiP},,=7d; (12)

Notamos que en los corchetes se aclara en el subindice con respecto a qué conjunto de
variables se debe derivar. Los corchetes de Poisson son invariantes frente a transformaciones
canodnicas, por lo que es equivalente chequear las relaciones de la ecuaciéon invirtiendo las

variables
{4,045} g.p = {P0i}or =00 {605} = 5 (13)

La invariancia de los corchetes de Poisson frente a transformaciones canénicas debe también

verificarse para dos funciones arbitrarias f y g, tal que

{f,9}ep =A{f 9tar (14)



Ejercicio 8

sinp
q
generatrices Fi(q, Q) y Fs(q, P). Aplique la transformacidn al oscilador arménico. Encuentre al menos

8. Muestre que la transformacion () = In(*£), P = gcotp es candnica, y determine las funciones

4 libros que incluyan este ejercicio. Encuentre al menos un libro en donde esta transformacién sea

aplicada con algtin provecho.

Vamos a demostrar que la transformacion es canénica encontrando alguna funcién genera-
triz. En este caso, yo elegi buscar la F3. Podria haber elegido cualquiera, pero siempre conviene
estar atentos a aquellos indicios que nos pueden sugerir que hay alguna funcién mas facil de
calcular que otra. En este caso, es facil ver que las variables ¢ y P quedan escritas de forma

muy sencilla en funcién de Q) y p

(15)

g = sen(p)e
Q

P = cos(p)e

Por lo tanto, es conveniente trabajar con F3(Q,p) (notamos que en la transformacion no
aparece el tiempo de forma explicita, asi que podemos imponer que 0,F3 = 0). Recordando las

relaciones ya vistas en la ec. [ tenemos que

= —i(p.Q) = —sen(p)e @ (16)
o = —P(p.Q) = —cos(p)e® (17)

Tntegramos la primer ecuacion
Fy=— / sen(p)e “dp = cos(p)e @ + C(Q) (18)

Ahora, derivamos la ecuacion [18] con respecto a () y la igualamos a la ecuacion



—cos(p)e @+ C'(Q) = —cos(p)e @ <= C'(Q) =0 (19)

Como C'(Q) = 0, elejimos que C(Q) = 0 ya que toda funcion generatriz esta definida a

menos de una constante arbitraria. Luego, la transformacion es candnica ya que

Fy = cos(p)e™@ (20)

Ahora, buscamos las funciones Fi(q, Q) y F5(q, P) como pide el enunciado.

Fy = Fy+ qp — Fi(q,Q) = cos[p(q, Q)le ™ + qp(q, Q) (21)

Se puede ver que

p = arcsen (qu) (22)

luego

Fy = cos [arcsen (qu)] e +q-arcsen (qu) = /1 — sen? [arcsen (qeQ))e™@ + ¢ - arcsen (qu)

Fi(q,Q) = e 2@ —q>+ q-arcsen (qu)

(23)

Para encontrar F,(q, P) partimos de F}

F,=F+QP (24)



Primero, buscamos Q(q, P). Usando las ecs. |16y [L7 obtenemos que

n 2 2

p(q, P) = arccot(P/q)
reemplazando las ecs. 23] y [25] en la ec. obtenemos que

1
Fy(q,P) = q - arccotg(P/q) + P |1 — éln (P*+¢°)

Por dltimo, nos piden aplicar esta transformacion al oscilador armoénico
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p? = arcos® (PeQ)

Obtenemos
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Por lo que vemos, la transformacion canénica no simplific6 en absoluto el problema.

(25)
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(29)



Ejercicio 12

12. (a) Para una particula calcule explicitamente los corchetes de Poisson de las componentes cartesianas
de L con las de p y las de r. Ademds calcule [L;, L;] y [L;, L.

(b) Muestre que si dos componentes del momento angular se conservan, entonces se conserva el
vector L.

(c) ¢(Bajo qué condiciones pueden ser H y L? simultdéneamente momentos candénicos? Idem para H
yL..

(d) (Pueden ser L,y L, simultdneamente momentos canénicos? Idem para L,y L*.

(e) (Se modifica el elemento de volumen en el espacio de las fases en una transformacién canénica?

a) Partimos de la definicion del corchete y calculamos

oL @/O OL; 9 oL
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donde usamos que 3 8“ =0y 3 6“ = 0;; ya que son variables independientes. Ahora, usamos que
oL;

L =rijpx —ripj — — = —1}, (31)
apj

Notamos que, implicitamente, estamos asumiendo que los indices {i, j, k} estan ordenados den-
tro de una permutacion par (es decir, (1,2,3), (2,3,1) 6 (3,1,2)). Por lo tanto, introducimos
el tensor de Levi-Civita €5, que indica el signo de la permutacion {ijk}. Si la permutacion es
par, entonces €;;; = 1. Si es impar (por ejemplo (1,3,2), (2,1,3) y (3,2,1)), entonces €, = —1.
Luego

{Lz‘, Tj} = €jkTk (32)

(Notar que no se esta utilizando la notacion de Einstein)

Con {L;,p;} se obtiene un resultado analogo



{Li> pj} = €ijkPk (33)

Notemos que podiamos llegar a estos resultados de una forma atin mucho mas directa si

utilizabamos las propiedades
0,
- {f7 Q1} = _3_1{1
0,
. {f’ pz} = a_;:

Para calcular {L;, L,} utilizaremos las siguientes propiedades (les queda como ejercicio de-

mostrarlas)

» {AB,C} = B{A,C} + A{B,C}

» {A+B,C}={A,C}+{B,C}
0 0
{Li, L} = {rjpx—rkpj, repi—ribr} = {ijlmTkpi}_M_M‘f‘{rkpj,ripk} (34)

Puede verse facilmente que los dos términos cancelados dan cero cada uno. Para verlo més

claro, expandamos el primer término cancelado de la siguiente manera

{ripe,rive} = ri{pe, ri}pe + pe{ri, ritoe + pedri et + r{pj et =0 (35)

Cada uno de los términos de la ec. [35|se anula de forma individual ya que {r;,r;} = {pi,p;} =

0y {ri,p;} = d;;. Analicemos en detalle el término que no se cancela
0 0 0
{rjpr, Tepi} ZTj{pk,Tk}Pi+M+M+WZ —TiDi (36)

De manera analoga



{Tkpj, Tipk} = pj{rkapk}ri =P (37)

Luego, sumando las ecs. [36] y

{Lm Lj} =Tipj —TiPi = Ly, — {Li7 Lj} = GijkLk (38)

donde introducimos nuevamente el operador de paridad, ya que veniamos asumiendo una per-

mutacién par.

Hecho esto, los corchetes {L;, L?} salen directo utilizando las propiedades
{Li, L} = {Li,Y L7} =Y {Li, L7} =2 {Li, i}y = 2eiju(Lily — LiLy) - (39)
1 1 1

b) Para este inciso, utilizaremos otra de las propiedades que deben demostrar: la identidad de

Jacobi

{{4, B}, Cy+{{B,C}, A} + {{C, A}, B} = 0 (40)

Queremos demostrar que, si {L;, H} = {L;, H} = 0 entonces {L;,H} = 0. Para ello, note-

mos que con la ec. 38 podemos reescribir

{Lk>H} = {{Li,L]’},H} (41)

Para no arrastrar términos, asumimos €;;; = 1, pero el resultado sale de forma analoga si se

considera el caso més general.

Por la identidad de Jacobi

10



Lo Ly My = ={{Ly Hy, Ly — {{H, Li}, L} (42)

Pero como {H, L;} = {H, L;} = 0 entonces {{L;, L;}, H} = {Lx, H} = 0.

c) La idea es que los momentos canoénicos deben satisfacer {p;,p;} = 0, por lo tanto, si los
nuevos momentos son H y L? entonces {H,L?} = 0, lo que significa que L? debe ser una
constante de movimiento.

d) Con lo hallado en el item b), esta pregunta se responde sola. El par L,, L, no pueden ser
simultdneamente momentos canoénicos a menos que L, = 0. En el caso de L, y L2, sucede lo
mismo (alguna de las componentes L, o L, deberia ser nula).

e) Por tltimo, nos preguntan si se modifica el elemento de volumen en el espacio de fases en una
transformacién candnica. La respuesta es que no se modifica, ya que el volumen en el espacio

de fases es invariante frente a este tipo de transformaciones.

Vamos a demostrar lo dicho en el parrafo anterior mediante el uso de transformaciones

canodnicas infinitesimales. Supongamos una tranformacion identidad de tipo Fy(g;, P;)
Fy(qi, Pi) = Z%‘Pj (43)
J

En esta transformacion es facil ver que p; = P; y ¢; = @);. Ahora, perturbamos levemente
la transformacion identidad utilizando una funcion G(g;, P;) multiplicada por un parametro

infinitesimal € << 1.
Fy(qi, ) =Y ¢;P; + €G(g;, P) (44)
J

Utilizando las relaciones correspondientes a esta funcién, vemos que

11



OF. oG
e =pi— Pi=p —¢

dq; 0g;
4
OB _ ) gy € (45)
= i i—=q TE€
P, TP,
Ahora bien, como ¢ << 1, usando que dp; = —eg—g podemos aproximar la derivada de la
siguiente manera
oG oG oG
= (46)

oP;,  O(p; + dps) - Op;

De esta forma, una transformacion infinitesimal en el espacio de fases determina las siguien-

tes relaciones

» EGG
1 — M az
aé (47)
Qi=qi+e
Op;

notemos que originalmente definimos G(g;, P;), pero ahora la reescribimos como G(g;, p;).

Podemos ver que las variables (qi, ..., qn, p1, ---, Pv) estaran contenidas en una region U del

espacio de fases que tendra un volumen V' dado por

V:/dql...qudpl...de (48)
U

Al aplicar la transformacion infinitesimal dada por la ec. , las variables (Q1, ..., Qn, P, ..., Px)

pasaran a ocupar una region U’ que tendra un volumen

V' = /U dQ:...dQdP1...dPy (49)

12



Podemos determinar el volumen V' a través del Jacobiano dela transformacién candnica

V/:/ dQldQNdpldPN = / qul...qudpl...de
U’ U

(50)

Veamos entonces cémo se modifica el volumen calculando explicitamente J. Para ello,

definimos a z,, y X, (con 1 < m < 2N) como el nuevo conjunto ordenado de variables

(@1, qN s D15 s DN) Y (@1, -, @, Piy ..., Py), respectivamente. De esta forma

J =

Ao Qo) _ g (2
= det
a(le”'JqNapla"'7pN)

Utilizamos esta notacion para reescribir las ecuaciones [A7]

X = Ty + €Gm

con ¢, la variable ordenada (g—pGl, o %—i, —g—g, e —g}—i). Por lo tanto, se tiene que

J = det <5mn + eagm)
oz,

Utilizamos ahora la siguiente propiedad para e << 1y A,,, una matriz arbitraria

det (S + €Amn) = 1+ € - tr(An,) + O(?)

Luego

13
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Sin embargo, si miramos con detalle el segundo término, podremos notar que se anula

agm G
Z 0qz@pz C Opidy 0 (56)

En conclusion, el Jacobiano es la unidad J = 1, lo que significa que V' =V, y por lo tanto,
demostramos que las transformaciones infinitesimales no modifican el volumen del espacio de
fases. Como toda transformacion canénica finita se puede escribir como sucesion de transforma-
ciones infinitesimales, el resultado se extrapola a transformaciones finitas. Noten que tomamos
una transformacion genérica, por lo que tranquilamente podriamos tomar G = H y € = dt. En
este caso, obtenemos la demostracion del teorema de Liouville, el cual nos dice que una evolu-
cion temporal del sistema dada por la funcion de Hamilton mantiene invariante el volumen en

el espacio de fases.

Comentario 1til para el ejercicio 13

Si calculamos la variacion de una funcién debido a una transformacion canoénica infinitesi-

mal, obtenemos lo siguiente

of of af oG of 0G|
"= Z [ ot Ip 54 Z [3% Opi Opidq;] U, G} 57)
con 0q; = e y op; = qu

Luego, si f = H, vemos que H es invariante frente a una tranformaciéon infinitesimal si
dH = 0. En otras palabras, si {H, G} = 0, entonces G es una simetria del Hamiltoniano. Méas
aun, si G no depende explicitamente del tiempo, entonces GG es una constante de movimiento.
Es decir que las constantes de movimiento generan simetrias en el Hamiltoniano (en el teorema
de Noether teniamos que toda transformacion de simetria venia asociada a una constante de

movimiento).
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