Guia 7 - Ejercicios 1, 2

HAMILTON-JACOBI

Breve Repaso

La clase anterior vieron en acciéon el método de Hamilton-Jacobi, que es basicamente uno de
los casos donde las transformaciones candnicas resultan tutiles. La idea principal de este método
es encontrar una funcion generatriz Fy(q, P,t) = S(q, P,t) (donde S es la denominada Funcién
Principal de Hamilton) que nos lleve de un Hamiltoniano H(q, p,t) complejo a uno méas simple
K(Q,P,t) = 0 en el que podamos resolver la dindmica a través de ecuaciones diferenciales
triviales. Una vez que resolvemos la dinamica en las variables ) y P, antitransformamos para
hallar ¢(Q, P,t) y p(Q, P,t). La dificultad va a estar en encontrar esta funcién generatriz S,

que satisface la ecuaciéon a derivadas parciales

08
5t H(q,V,S,t) = 0. (1)

Si la soluciéon de esta ecuacion depende del suficiente nimero de constantes no aditivas «;,
S =S(q,a,t), (2)
podemos asignar sus lugares en la funciéon S a los nuevos impulsos P, definiendo
Fy(q, P,t) = S(q, P, t). (3)

La eleccion K = 0 trae como consecuencia que las nuevas coordenadas sean constantes de
movimiento, es decir Q; = f5; = cte y P; = a; = cte (desde ahora en mas, siempre que Q; y/o

P; sean constantes, usaremos esta notacion) ya que
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Bi 0. (4)
Si el sistema es conservativo, ya vimos que la funcién S puede escribirse de la siguiente

manera

S(g, a1, t) = W(g, 1) — ant, (5)



donde la interpretacion de oy es ay = H y donde W satisface la siguiente ecuacion
'H(q, VW (g, a1)> = ;. (6)

Estamos previendo que la soluciéon de esta ecuacién dependera de n — 1 otras constantes de

integracion (ninguna de ellas aditiva), de modo que sera
W =W(q,a), a={ay, a0, .., 00} (7)

Lo importante aca es notar que W(q, «) (también llamada funcion caracteristica de Hamilton)
depende de las variables necesarias para ser ella misma una funcién generatriz de tipo Fy. Si

asignamos los lugares de las n constantes « a los nuevos n impulsos P queda
Fy(q, P) = W(g, P). (8)
Como W no depende del tiempo, la transformacion que genera deja invariante al Hamiltoniano
K="™H. (9)
Pero debido a que W satisface la ec. @, Sera
K(Q.P) =H(a,VW(a. P)) = P (10)

Como las constantes de integracion son arbitrarias, cualquier conjunto o puede ser reempla-
zado por un nuevo conjunto o’ = o/(«). En particular, la constante «;, podra escribirse como
una funcion predeterminada a; = E(o’). En tal caso, el nuevo hamiltoniano es (omitiendo los

primados)

K(Q. P) = E(a). (11)

En sistemas conservativos, uno puede optar entonces por trabajar con la funcién caracteristica
de Hamilton en vez de la principal. Hay que tener en cuenta que en este caso, las nuevas
coordenadas ) no seran constantes de movimiento (mientras que los a lo seguiran siendo). Las

ecuaciones triviales de movimiento quedan
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0. (12)

En el caso més sencillo en que E(a) = ai, todas las coordenadas ); salvo la primera son

constantes mientras que

Q1 =1+ Qo. (13)

Esta transformacion canoénica abre la cancha para lo que se viene en las clases siguientes

con las variables de Angulo-Accion.



Ejercicio 1

1. Una particula de masa m se mueve sobre el eje z en el potencial V' = asec?(x/l), donde a y [ son
constantes positivas y = puede moverse entre +7/. Resuelva la ecuacién de H-J encontrando una
expresion integral para S. Encuentre x(t) utilizando S.

Tenemos un sistema conservativo. Si usamos como coordenada generalizada a la posicion z,
el Hamiltoniano del sistema es la energia. Esta vez, vamos a resolver el problema utilizando la

funcion caracteristica de Hamilton W (x, «) (no S). Planteamos el Hamiltoniano

2
P L sec?
H = o +a - sec*(x/l) (14)

V(x)

E=a

[ S =

Figura 1: La particula va a oscilar entre los dos puntos de retorno dados por

La transformacion candnica que genera W deja invariante al Hamiltoniano

H (x M) S (%—VZ)Q +a-sec(z)l) = a (15)

El foco del problema, planteado de esta forma, esta en encontrar la funcién caracteristica W

W(z,a) = i\/%/ Va —asec?(z/l)de (16)



donde ahora incluimos en la definicion de W explicitamente su dependencia en « . Sin embargo,

no es necesario resolver esta ecuacion para hallar la dindmica de x(t). Basta recordar que

Entonces

Q(z,a) = :l:\/%a% /x: Va —a-sec(x/l)dr = :I:\/g ' de (18)

w0 Vo —a-sec(z/l)

Tomaremos como el punto inicial de integraciéon al punto de retorno x,. Reescribimos la
integral de la ec.

cos(z/l)dx cos(z/l)dx
(x, ) (19)
zy \/a—a—asenz x/l a—a \/1——86n2 z/l)
Y ahora mediante el cambio de variables

A/ = i asen(a:/l) =U
(20)

a cos(z/l) = 1dU

a—a

Obtenemos

U

(,0) = £l — 500 /UO i =+l —arcsen(U)

Uo



Recordamos que Uy = /-*-sen(z, /) donde z; es un punto de retorno. En este punto,

como & = 0, se satisface la siguiente ecuacion

a=a-sec* (x5 /l) — x5 =1 - arcsen (:l: a;a) (22)

Luego, Uy = £1 y por lo tanto

Q(z,a) = j:l\/g {arcsen NE sen(x/z)] + g} (23)

Para hallar (), hacemos uso de la dindmica trivial del sistema escrito en las nuevas variables

oK .
%:1262—)@:75—0—620515_750 (24)

La ecuacion [23] queda

t—ty = l\/g {arcsen {\/Zsen(x/l)] + g} (25)

Y a partir de la misma, despejamos x(t, «)

a—a 200 T a—a 200
z(t, ) = l-arcsen ——sen W(t —tp) — 5= —l-arcsen ——cos W(t —tp)

Como ejercicio, pueden intentar resolver el caso (o — a << a) que corresponde a un osci-
lador armonico utilizando el formalismo de pequenas oscilaciones, y comparar con el resultado

obtenido.



Ejercicio 2

2. Considerar el sistema fisico cuya energia cinética es 7" = $(¢7 + ¢3) (¢ + ¢3) y cuya energia potencial
resulta V = (qf + Q’% )‘1, donde ¢1, g2, ¢1 'y ¢= son coordenadas y velocidades generalizadas. ;Cuadl es
la ecuacion de Hamilton—Jacobi para este sistema? Resuelva esta ecuacidn para encontrar la funcién
principal de Hamilton S. Escriba la expresion integral para la funcién principal de Hamilton y las
expresiones integrales que dan la 6rbita y la evolucion temporal. {De qué sistema se trata?

Tenemos un sistema cuyo Lagrangiano se escribe de la siguiente forma

1

L 27
ai + a3 27)

1 . )
L= 5(61? +63) (g +@3) —

Como 0,L = 0, entonces el sistema es conservativo H = cte. Ademas, £ = H ya que la
energia cinética es homogenea de grado 2 en las velocidades y el potencial no depende de las

velocidades. A partir del Lagrangiano, calculamos los momentos conjugados p;

oL .
90 = G} +43) = pi (28)

Dicho todo esto, encontremos el Hamiltoniano

2
1102—1—])2 1

H: ZZ—EZ— L 2+ 29

;qp 2i+@  d+a 29)

Como pide el problema, buscamos la ecuacion de Hamilton-Jacobi, que como ya menciona-

mos, es (estoy eligiendo trabajar con la funcién S ya que es lo que nos pide el ejercicio)

oS 0S8 oS
- = — =0 30
Como el sistema es conservativo, tenemos que
S<q7 a) =W <q7 a) — ot (31)



Por lo tanto, de la ecuacion 29] deducimos

oWwN? oW \? 1
(3%) (3‘12) ] a + ¢ M (32)

Como W se deriva por separado con respecto a las variables ¢;, vamos a proponer que W

1
2(q + 43)

es separable

W(q, 1) = Wi(qu, 1) + Wa(ga, 1) (33)

Por lo tanto, dada esta propuesta, si multiplica a ambos lados de la ecuacion por 2(¢+43)

oW\ 2 oW\ 2

I IT

cada uno de los boxes I y II depende de una sola variable g;. Por lo tanto, la tnica forma de

que la ecuacion [34] de cero es si cada box es igual a una constante, es decir

oq

oWy \ 2

oW\’
( 1) +1—2mq; =~y

Vemos que nos aparecié una nueva variable as que en principio, no es més que una constante
arbitraria. Sin embargo, recordando que la funciéon W debe ser una funciéon generatriz tipo Fy,
nos hace falta que dependa de dos momentos ya que tenemos dos coordenadas. Como los nuev-

mos momentos deben ser constantes de movimiento, incluimos a o, variable de nuestra funcién.

Por otro lado, notemos que W, depende tnicamente de la coordenada ¢;, pero puede de-

pender de ambos momentos «; en simultaneo. Ademés, de la ecuacion [35] se puede ver que el



diagrama de fases queda definido para cada par de variables conjugadas {¢;, p;} de forma sepa-

rada. En este caso, los diagramas describirdn hipérbolas en el plano ¢;, p; ya que las variables
conjugadas satisfacen la ecuacién

notar que satisfacen esta ecuacion ya que a; > 0. Reescribiendo la ecuacion [35] en funcién de
los momentos tenemos

gt P
(1+O[2)/2041 1+CY2
N ) (37)
q3 /%)

(1-0&2)/2&1 B 1—052 -

La orientacion de la hipérbola dependera del signo que tome (1 4 «3), respectivamente.
Dichas orientaciones estaran separadas por una curva separatriz definida por la recta p? = 2a4¢?
(en el caso del par {q1,p1} cuando ay = —1 y en el caso {gs, p2} cuando as = 1). Noten que en

este caso, la curva separatriz no separa a un movimiento de libraciéon con otro de rotacion (de
hecho, no tenemos presente ninguno de estos dos en el sistema).

T T
—a,= —10—(‘:2 =1

a2=1—02=10

a4

Figura 2: diagrama de fases para distintos valores de as, tomando a; = 1. Vemos que la
orientacion de las hipérbolas para el par {q;, p1} son opuestas a las del par {q1,p: }.

Volviendo a la funcién principal de Hamilton, buscamos su expresion integral a partir de la



ec.

S(q,a,t) = —ast + Wi(q1, @) + Wa(ga, o) =

(38)
—oqt / \/2041qf + —ay — ldgy £ / \/2041q§ + ap — 1dgo

Aunque una vez llegados a este punto, no suele ser necesario integrar, ya que es mas tutil
trabajar con sus derivadas. Para hallar la dindamica ¢;(t) y ¢2(t), encontramos la expresion de

B1y B en funcion de ¢; v g2 a partir de las derivadas propias de la funcién generatriz S

5 _ L 0m oW,_
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39
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40
aa / \/2a1q1 (g +1) d(h:l:_/ \/2oz1q2 (g — 1)dgs (40)
2
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Lo que quedaria hacer es resolver las integrales y despejar las variables ¢; y g2 en funciéon de
B, a1, as. Particularmente, la ec. [39 nos relaciona a las variables ¢; con el tiempo mientras que
la ec |40/ nos da la relacion entre las mismas ¢;. Esto tltimo es importante ya que es la ecuacion
que define la 6rbita. Normalmente, conviene sacarse de encima el signo + y completar después

esta informaciéon conociendo en qué region del espacio de fases nos encontramos.



