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1 Pequenas oscilaciones

La aproximacion de pequenas oscilaciones, que se practica en problemas elementales como
el del péndulo simple con el objeto de linealizar la ecuaciéon de movimiento, puede aplicarse
también en problemas de varios grados de libertad. Consideremos un potencial que depende
s6lo de las coordenadas generalizadas, V(q, ..., ¢,), ¥ que posea un minimo en algin punto
(G1, ..., Gn) del espacio de configuracién:

—|g=z = 0, Y
aq,u|q q

Buscaremos soluciones que se aparten poco de esa posicién de equilibrio estable:
Qu(t) = q@u + 1u(t)

donde 7),(t) es una pequena perturbacién; de modo que sélo términos lineales en 7, () serdn
considerados en las ecuaciones de movimiento. Para ello aproximaremos el Lagrangiano a
orden cuadratico en las perturbaciones. El potencial aproximado es

_ 1 o*V B B B 1
V~V(q)+ Bl ; mh:ti (@ —au) (@ — @) =V(q) + 2 “Z Ky mpmy
donde
— aQV | _
py — aquaqy 9=q

Las velocidades generalizadas son
Qu (t) = 77# (t>



En un sistema holénomo y escleronomo, la energia cinética es homogénea de grado 2 en las
velocidades generalizadas. Como ¢, = 7, la energfa cinética aproximada resulta'

1 1 .
I'=3 > mu(a) du do = 3 D M i
w,v v

donde
My = My (q)
De esta manera, las n ecuaciones de Euler-Lagrange linealizadas resultan

n

S O () + b () =0, p=1,em (1)

v=1

donde my,, , k,, son dos matrices reales simétricas que contienen la informacién sobre las
frecuencias propias del sistema.
Busquemos una solucién de la forma?

n,(t) = A, ', v=1,...,n

donde los coeficientes A, son numeros complejos que contendran informacion sobre ampli-
tudes y fases relativas. Reemplazando en las ecuaciones,

n

Z(—wQ mW—i—kw) A, =0, w=1..n (2)

v=1

Vemos que el sistema de ecuaciones diferenciales se ha convertido en un sistema de ecuaciones
algebraicas para los coeficientes A,,.

En un oscilador unidimensional A no queda determinado por la ecuacién de movimiento
sino por las condiciones iniciales. En un caso con n grados de libertad, veremos que los
A, quedan determinados en parte por las ecuaciones de movimiento, y en parte por las
condiciones de contorno. Las ecuaciones de movimiento determinaran relaciones entre las
evoluciones de los distintos grados de libertad en cada posible solucién del problema.

Las ecuaciones (2) tienen una solucién trivial,
A, =0 YW = q¢t)=4q4,

que corresponde al punto de equilibrio. Para tener oscilaciones en torno al equilibrio nece-
sitamos soluciones no triviales. Pero ocurre que el sistema de ecuaciones lineales (2) que
deben satisfacer los coeficientes A, esta igualado a cero. Entonces o todos los A, se anulan
o la matriz —w? my, + k., es no inversible para permitir soluciones no triviales. Para que la
matriz —w? M, + K, sea no inversible, su determinante debe anularse:

det(—w? My + k) =0

1 _ N | OF O

My (q) = 321 My 94, Oq

2Como las ecuaciones (1) son lineales a coeficientes reales, las partes real e imaginaria de una solucién
compleja son soluciones reales de las ecuaciones.



En ese caso las ecuaciones no son independientes (la anulacién del determinante dice que al
menos una fila es una combinacién de las otras). Es decir que no todos los A, podrén ser
resueltos, sino que obtendremos relaciones entre los mismos.

La condicién det(—w? my, + k,) = 0 debe verse como una forma de seleccionar las
frecuencias w que posibilitan una solucion no trivial. La condicién corresponde a una ecuacion
de grado n para la incégnita w?, que se caracteriza por sus n raices.

Vamos a probar que las n raices w? son positivas, de modo que todas ellas conducen a
soluciones que oscilan indefinidamente. Dada una solucién no trivial, usaremos su compleja
conjugada para multiplicar la ecuacién (2) por A}, y sumar sobre s,

D (—w’ My + k) AJAL =0

w,v
es decir
WY mp AAL =k AA (3)
w,v w,v

Veamos que cada sumatoria doble es un nimero real, lo que es consecuencia de la simetria
de las respectivas matrices. Los términos con pu # v se agrupan en cantidades reales; por
ejemplo

mi9g AQAT + moy AlA; = mlg(AQAT + AIA;) =2 m12 RG[AQAT] ;

y los términos diagonales son reales:
" 2
mn A1A1 =mn |A1|

Lo mismo sucede con la doble sumatoria que contiene la matriz k,,. Podemos probar que
ambas sumatorias son reales en una forma maés elegante:

Ok AVA) =D kn, A A =k ALAL =k ATA, =Dk AA
W,V W,V w,v w,v W,V

donde usamos que k,, es una matriz real y simétrica.

Como en la ecuacién (3) ambas sumatorias dobles son reales, entonces concluimos que w?
debe ser real. Siendo w? real, entonces todos los coeficientes en las ecuaciones (2) son reales;
por lo tanto esas ecuaciones admiten soluciones no triviales A, reales. Luego es inmediato
ver que ambas sumatorias dobles en (3) son definidas positivas, pues las matrices m,, y k..
definen formas cuadraticas positivas. En efecto,

> g AAL = my, AA, >0
"84

JTR”

para valores arbitrarios de A4, del mismo modo que 7' = (1/2) Zu,v MM,y > 0 para valores
arbitrarios (pero no todos nulos) de las velocidades generalizadas. También se concluye que la
otra sumatoria doble es positiva pues » o kumum, > 0 como condicién para que el punto de
equilibrio 1, = 0 Vpu sea efectivamente un minimo del potencial (el potencial debe crecer para
cualquier desplazamiento del punto de equilibrio). Vale la pena notar que ambas sumatorias
dobles serfan positivas aun si los A,’s fuesen complejos.?

3Usar que > Muw Ay A, es real, y que 2Re[4, A)] = Re[4,] Re[A,] + Im[A, ] Im[A,].
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Como en la ecuacién (3) ambas sumatorias dobles son positivas, entonces w? es positivo;
lo que implica que w es real, y las soluciones oscilan indefinidamente (no hay amortiguacién).
Una vez que hayamos encontrado las n frecuencias propias del sistema, las identificaremos
con una etiqueta s: ws , s = 1,...,n. Para cada w, el sistema de ecuaciones tendra una
solucién real no trivial A,(,s), v =1,...,n. Pero, como el sistema de ecuaciones (2) es lineal
y homogéneo, cada solucién es ambigua: multiplicindola por un factor global complejo C(®)
tendremos también una solucion. Esta ambigiiedad sélo dice que la solucion correspondiente
a la frecuencia w, contiene una amplitud y una fase globales que deberan fijarse mediante
las condiciones iniciales. Pero las amplitudes relativas de las 7, en cada modo normal
de oscilacién estédn determinadas por la solucién de la ecuacién (2) correspondiente a la
frecuencia ws del modo normal correspondiente.

Finalmente, como la ecuacién (1) es lineal, la solucién mas general es una combinacién
de los n modos normales de oscilacion:

m(t) = COAL et v=1,...n (4)
s=1

Los coeficientes complejos C®) indican con qué amplitud y qué fase entra cada modo normal
de oscilacion en la solucion general. Son determinados por las condiciones iniciales.

1.1 Ejemplo: el péndulo doble plano

Punto de equilibrio: =0, ¢=0
Coordenadas: m =0, N = @

. 2ml%  mi? 2mgl 0
Matrices m, y ku: M= ( ml:  mi? > , K= < 0 mgt >
Frecuencias propias:  w,> = 4(2+ v/2) , wy? = 4(2—+/2)

Modo normal 1: A(el) = —Af;) /2 (oscilacién a contrafase)

Modo normal 2: A% = A((;)/ V2 (oscilacién en fase)
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Como previmos, la resolucion para cada frecuencia no permite obtener todos los coefi-
cientes A, sino una relacion entre ellos, que nos dice con qué amplitud relativa entra cada
coordenada en el modo de oscilaciéon en cuestién. La solucion general es una combinacion de
ambos modos:

0(t) = C(I)Aél) piwrt y 0(2)Aéz) oot
o(t) = C(l)A((;) gt | C(z)Af) it

Si absorbemos AE;), A(f)en las constantes de integracion C'), C'® respectivamente, el resul-
tado es

1 ) 1 .
g(t) = —Ecl GZwlt + ECQ 61w2t

¢(t) — Cl eiwlt +02 eint

Los complejos C1, Cs, se determinan con las condiciones iniciales. Por ejemplo, si las condi-
ciones iniciales fueran tales que C5 = 0, entonces el movimiento corresponderia al modo
normal 1.

2 Ortonormalidad

Si bien el método de resolucién podria darse por concluido, veremos algunas propiedades
de las soluciones AS” que seran de utilidad. Consideremos las ecuaciones (2) para dos fre-
cuencias distintas wy y wy:

W? zn:m;w Az(zs) = zn: Ky AI(IS) )
v=1 v=1

Y AD =Yk A
v=1 v=1

“Multipliquemos” la primera por i Aff) y la segunda por ) i AELS); usemos la simetria de
My Y K y Testemos:
(w? — w?) Z My AS)A,(;Q) =0
W,y

Si los autovalores w? son todos distintos esto significa que

> m APAY =0, st

l’l‘7y

Esto es una suerte de ortogonalidad entre vectores. En efecto, para cada valor de s tenemos
un “vector” A® den componentes A% La relacién anterior puede verse como un “producto
interno” A® . A® en una “métrica” my; la relacion anterior dice que los “vectores” Al)g
son ortogonales entre si. Aun si hubiese autovalores iguales (degeneracién), podrian elegirse
ortogonales los autovectores del subespacio correspondiente. Podemos avanzar mas sobre esta



linea; en el caso s = t, estariamos ante el cuadrado de la norma A® . A de cada vector.
Como los A®’s no quedan completamente determinados por las ecuaciones (2) podemos
valernos de la ambigiiedad remanente para fijarla mediante una condicién de normalizacion.
Asi diremos que los AY satisfacen una condicién de ortonormalidad:

Z muy A;(f)Az(/S) = 5515 ) \V/S,t (5)

214

3 Notacion matricial

Como hay n coeficientes AL para cada una de las n frecuencias propias ws, podemos
organizarlos todos en una matriz A de componentes A,, = Al(,s) (cada columna corresponde
a un modo normal). La relacién de ortonormalidad (5) significa que?

ATMA=1

Por ejemplo, en el péndulo doble la matriz A resulta

A:(Aél) A22)>:<—Af;)/\/§ Ag?/ﬁ)

N 4@ (1) @)
A¢> A¢ Afb A¢>

y la normalizacién se consigue con

Videos
www.youtube.com/watch?v=d3uOKIIEIoU
www.youtube.com/watch?v=7dXZSn3PV5E
www.youtube.com/watch?v=d0Z8wLLPNEQ
www.youtube.com/watch?v=TmlpDO3LcOs

42#1/ m/“’ AS)A’(’S) = Z,u.l/ m/“’ Al‘«t AVS = Z/_LU(A'T)t#(M)HV(A)VS .
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