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Principios variacionales

1 Calculo variacional

El calculo diferencial es la herramienta para encontrar maximos y minimos de funciones.
Pero hay otro tipo de problemas donde se buscan extremos o puntos estacionarios no de
funciones sino de integrales de funciones. Por ejemplo:

1) El problema de encontrar el camino de menor longitud sobre un plano para unir dos
puntos dados. En este caso habrd que minimizar la integral
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En este caso ([y(x)] depende de la funcién y(x) a través de una integral que involucra la
derivada de y(x). Debe tenerse en cuenta que la expresién para la longitud de una curva
depende de la geometria del espacio donde se traza la curva. Por ejemplo, la longitud sobre
una superficie esférica, escrita en términos de las coordenadas angulares usuales en la esfera,
tendria otra forma; la funcional ¢ (funcién de funcion) seria diferente.

2) El problema de encontrar el camino del descenso més répido entre dos puntos A y B a
distintas alturas y, que no estén sobre la misma vertical (z4 # xp). Este es el problema de la
braquistocrona, y fue estudiado por los hermanos Bernoulli en 1696. En este caso queremos

donde el denominador es v(y), tal como resulta de la conservacién de la energia mecanica.
El tiempo que demanda recorrer un camino y(z) es una funcional de y(x): At = At[y(z)].
Como vemos, una funcional se construye con una funcién y sus derivadas.



3) El Principio de Fermat de la éptica geométrica (1679), que dice que el recorrido del rayo

extremiza el camino 6ptico definido como ff n df. El indice de refraccion, que se relaciona
con la velocidad de fase (n = ¢/vy ), depende del camino del rayo a través de las propiedades
del medio donde la luz se propaga.

La rama de las matematicas que se ocupa del problema de extremar funcionales es el
calculo variacional, y fue fundada por Euler en 1733.

Vamos a ver el método general para extremar (o hacer estacionaria) una funcional de la
forma

Mientras que en el célculo diferencial extremamos una funcién f(x) buscando el punto x
donde una variaciéon ¢ — x + dx no afecte la funcién a primer orden (0 f = 0), en el célculo
variacional debemos variar la funcién y, y(x) — y(x) + dy(x), en busca de la funcién y(z)
cuya variacién no afecte la integral I[y(x)] al primer orden en dy. Normalmente la variacién
dy(x) estd sujeta a condiciones de contorno; en nuestro caso, trabajaremos con variaciones
que se anulan en los extremos de integracion:

0y(xa) =0=dy(zp)

Entonces, las variaciones serdn del tipo que se muestra en la Figura:!
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Nétese en la Figura que la variacién de y también produce una variacién de su derivada
en cada valor de z:
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La variacién dy(x) de una funcién y(x) no debe confundirse con su diferencial: dy = y/(z) dx. La variacién
0y toma valores infinitesimales arbitrarios en cada x (salvo en los extremos, en nuestro caso). En cambio el
diferencial dy estd determinado por la derivada de la propia funcién y.




Entonces, la variacién de la funcién y(x) produce un cambio en el valor de la integral
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donde reemplazamos el valor de dy’ en la ultima integral. Precisamente en ese término
podemos hacer una integraciéon por partes,
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Pero el término de borde se anula por la condicién de contorno dy(z4) = 0 = dy(xp).

Entonces queda
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Para que la integral I sea estacionaria (6/ = 0) ante variaciones infinitesimales arbitrarias
dy(x) entonces la funcién y(z) debe ser aquella que anula el integrando:
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Esta es una ecuacion diferencial de segundo orden que implica dos condiciones de contorno a
ser fijadas para obtener una solucién particular. En nuestro caso las condiciones de contorno
fueron fijadas al momento de hacer la variacion como y(x4) = ya, y(xp) = ys.

Este método del cédlculo variacional se replica para funcionales que dependen de n fun-
ciones y sus primeras derivadas.? Como vemos, la ecuacién obtenida es una ecuacién de
Euler-Lagrange. Esto significa que las leyes de la Mecanica Analitica de Lagrange pueden
verse como el resultado de un calculo de variaciones. Entonces podriamos decir que las leyes
de la Dinamica provienen de un principio variacional.

2El método se extiende ficilmente para funcionales que dependan de derivadas de orden superior, con el
agregado de las condiciones de contorno necesarias.



2 Principio de Hamilton

Los sistemas holénomos conservativos (o con potenciales dependientes de la velocidad
como el que ya hemos visto) evolucionan de tal manera de hacer estacionaria la funcional
accion

S0 = [ Do)
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entre configuraciones inicial y final fijas. Este es el Principio de Hamilton (a veces llamado
Principio de minima accién). En efecto, el enunciado implica que la evolucién del sistema
satisfara las ecuaciones de Euler-Lagrange
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Alternativamente, podriamos trabajar con 3N coordenadas ¢, junto con los m vinculos
holénomos G,(qx,t), y los respectivos multiplicadores de Lagrange \,. Entonces, partiendo
de la accién
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la variacién de las funciones gx(t), \,(t) conduciria a las 3N 4+ m ecuaciones
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que son las ecuaciones que se obtuvieron cuando reintrodujimos las fuerzas de vinculo medi-
ante el método de los multiplicadores de Lagrange.

La covariancia de las ecuaciones de Euler-Lagrange (el hecho que poseen una forma in-
dependiente de las coordenadas que se utilicen) no hace sino reflejar la invariancia de la
accién ante cambios de coordenadas generalizadas, q, — ¢, = q,(q1, .-, qn,t) (también lla-
madas transformaciones de punto o de contacto). En efecto, las ecuaciones de Euler-Lagrange
provienen de hacer estacionaria la integral del Lagrangiano con respecto al tiempo. Pero el
valor de esa integral es independiente de las coordenadas generalizadas que se utilicen para
describir la configuracién del sistema (es decir, el valor del integrando L = T — V' no cambia
frente a cambios de coordenadas generalizadas).

Notese que el resultado del Principio variacional de Hamilton no se altera si agregamos
al Lagrangiano L la derivada temporal de una funcién arbitraria M (g, t):

dM
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En tal caso la accion cambia por términos de borde:

S — S+M ‘t:tz - M |t=t1
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Los términos de borde no molestan porque el Principio involucra variaciones a extremos fijos,
(SM ’t:tg == 0 == (SM |t:t1

Por lo tanto esos términos no contribuyen a la variacién, ni tampoco aparecen en las ecua-
ciones de movimiento.

Veamos un ejemplo de esta situacion. En la Clase 5 vimos que el Lagrangiano de una
carga e en un campo electromagnético externo es L =T"'— U donde

—,

U=e(p—v-A)

y @, A son los potenciales escalar y vectorial:

E:———ng, B=VxA

Como sabemos, los potenciales estan definidos a menos de una transformacion de gauge:
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Ante una transformacion de gauge, el potencial U en el Lagrangiano cambia segin
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Por lo tanto, el Lagrangiano cambia por una derivada temporal total, que no afecta el resul-
tado de las ecuaciones dindmicas. Esto es lo esperado, pues la dindmica de la carga depende
de E y B, que son invariantes de gauge.

Para finalizar, consideremos el cambio de la energia cinética de un sistema de particulas
ante una transformacion de Galileo. En la Clase 1 vimos que

- S|
T'= T—MVCM-V+§MV2,
que podemos escribir como

T' = T+i(—M Rens -V + M V2t)
dt 2

Por otra parte, las distancias no cambian ante transformaciones de Galileo; de modo que
los potenciales que dependan de distancias no seran afectados. Esto significa que los La-
grangianos de la Mecanica Clasica evaluados en dos sistemas de referencia inerciales distintos
(en un caso serda L =T — V y en el otro sera L' =T ' — V) difieren en una derivada total.
Entonces, si la accién que corresponde al primer sistema inercial es estacionaria, también
lo sera la accién que corresponde al otro sistema inercial. La misma evolucién del sistema
que hace estacionaria la acciéon en un sistema inercial, lo hara también en cualquier otro
sistema inercial. Esta conclusion no es otra cosa que el Principio de relatividad ante
transformaciones de Galileo.



2.1 ;Maximo o minimo?

La anulacion de la variacién de la accién a primer orden sélo dice que la accién es esta-
cionaria sobre la evolucion real del sistema. Para saber si estamos ante un méximo o un
minimo deberiamos analizar la variacion al siguiente orden. Analicemos dos casos simples:

2.1.1 Movimiento unidimensional de la particula libre

Sea z(t) la evolucidn real de la particula libre, es decir el movimiento rectilineo uniforme.
Si variamos este movimiento, z(t) — Z(t) +0x(t), el Lagrangiano evaluado sobre la evolucién
variada resulta

1 1 1 1

Por tratarse de una variacion a partir de la evolucién real, sabemos que la accién no sufrird
cambios a primer orden (siempre que la variacion se anule en los bordes: dz(t1) = 0 = 0x(tz)).
A segundo orden el cambio es

to
5252%/ 52 dt > 0
t1

Por lo tanto, la accion evaluada sobre la evolucién real es un minimo. El mismo resultado se
obtiene para potenciales lineales, como el potencial gravitatorio en la vecindad de la superficie
terrestre.

2.1.2 Movimiento oscilatorio armonico unidimensional

En este caso, el Lagrangiano evaluado sobre una variacion de la evolucion real queda

1 1 1 1

y la variacién de la accion al segundo orden es
271 1 2
525—/ —m 6 — = k 62 dt—T/ (632 — w? 6a”) dt
4 \2 2 2 Jy
Para juzgar el signo de %S escojamos una variaciéon dz(t) sencilla,
dx(t) =€ sinfw(t — t1)]

donde € es un parametro infinitesimal, y w es la frecuencia de la variacién (distinta de la
frecuencia propia w, = v/k/m del oscilador). Luego es

dz(t) = %c& =ew cosw(t —ty)]

Para que se cumpla la condicién de contorno
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tomaremos w = 27/(ty — t1). Por lo tanto

2

525 = "¢ /t2 (w? cos® [w(t — t1)] — w2 sin® [w(t —t1)]) dt = (w? —w?)

2 ) °
donde vemos que el signo de §2S puede ser tanto positivo como negativo, quedando en este
caso supeditado a la relacién entre el intervalo de integracion ¢ty — t; = 27 /w y el periodo del
oscilador.

Como ejercicio, considérese el signo de §°S para la variacién dz(t) = e(t — to)(t — 1),
donde € es un parametro infinitesimal.
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