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1 Ejercicio 7

Tenemos el siguiente sistema que queremos resolver con el formalismo de pequenas oscilaciones:

Figure 1: Las 3 masas y resortes son iguales, con valores m y k respectivamente, y el aro tiene

radio a.

Vamos a plantear el Lagrangiano del sistema. Para dar la posicién de cada masita basta con
dar el angulo que las mismas forman con respecto a algun eje. Las coordenadas generalizadas

que vamos a utilizar son {0y, 0, 3}. Luego, la energia cinética del sistema esta dada por

1 22 .2 .2
T= §ma2(01 + 02 + €3 ) (1)
Para la energia potencial, primero tenemos que ver como escribir el estiramiento de los

resortes.

v

Figure 2



Luego, la energia potencial va a estar dada por

ke . - -
U= 5I:(|7’3—7'1|—l0)2+(|7°2—7”1|—lo)2+ (|7’3—T2|—l0)2]

Vamos a analizar uno de los términos recordando que 7; = a(cosé; & + sin6; 1)

2
(7~ 7]~ 10 = (/Cacosf, ~ acosty ) + (avind, ~ asmf ) - o)

- \/(2a2 2a2%(cosb; cosf; +sinb; sinb;)? _lo)

<
<

(ga =)
«(posin "5 1)

donde usamos la propiedad

9 1-cos2x

cos2r =cos?z —sin?z=1-2sin?z — sinx = 5

Luego, el potencial lo podemos escribir como

k . 03-46 2 . 0-0 2 . 03-0 2
U=§l(2asm 32 1—lo) +(2asm 22 l—lo) +(2asm 32 2—l0)]

1.1 Posiciones de equilibrio

Busquemos las posiciones de equilibrio. Es decir, los puntos en el espacio (61,6s,63) donde el

gradiente del potencial se anula.

ou . O3—0, 03 — 6, ( . 00, ) 6’2—91]_

90, ka[(?asm 5 lo)cos 5 + | 2a sin 5 ly ) cos 5 =0
0y -0 0, -0 05 -0 0; -0

8—Uzkrot[(Qasim 22 1—lo)cos 22 1—(2aSiH 32 2—10)008 32 2]20

00,
=ka [(Qasin bs =6 - lo) Cos b5~ 61 + (2asin b3~ 05 - lo) cos 0s — 92] =0
2 2 2 2

ou
005

(9)

(10)

(11)

Este sistema de ecuaciones en principio parece dificil de resolver, asi que vamos a utilizar al-

gunos argumentos de simetria para simplificar el problema. Notemos que el sistema es invariante

ante rotaciones rigidas de las 3 masitas sobre el aro. Esto quiere decir que le podemos sumar

la misma fase a todas las posiciones, y el problema va a ser el mismo (también se puede ver

explcititamente en el Lagrangiano). Luego, no importa cuales sean las posiciones de equilibrio,

siempre vamos a poder sumar una fase tal que una de ellas sea #; = 0. Vamos a explotar esta

libertad y definir #; = 0. Luego, el sistema se simplifica a



o _ -ka [(Zasin% - lo) cos s + (2asin@ - lo) CoS @] =0 (12)

90, 2 2 2

ou . 0y 0y . O30, ) 05 — 92] ~

90, ka [(2@ sin - lo) cos (2asm lo | cos 5 =0 (13)
ou . 05 05 . O3—0, ) 93—Q2] B

90, ka [(Qa sin - lo) cos o + (2a sin —— lo | cos i =0 (14)

Ahora podemos seguir resolviendo el sistema a la fuerza, o podemos seguir con considera-
ciones de simetria. Es razonable pensar que la configuracién de equilibrio es aquella en la cual
las masitas forman un tridngulo equildtero sobre el aro {#; = 0, 0y = %”, 05 = 4?”} (prueben
reemplazando estos valores en el gradiente y vean que se anula).

Probemos la siguiente configuracién: 6, = 5 = 0, y veamos si es consistente con alguna

posicion para 63

ou .0 0

8_91 =-ka [(Qasm 53 - lo) cos 53 - lo] =0 (15)
ou .0 0

%, =-ka [ZO + (2a sin 53 - lo) cos 53] =0 (16)
ou .03 03 CE ) 03] _

20 - ka [(Qasm 5 lo) cos 7 + (Zasm 5 lo ) cos 5 | = 0 (17)

Vemos que existen otras configuraciones de equilibrio si [y = 0, dadas por 63 =7 o 03 = 0.

1.2 Estabilidad de los equilibrios

Recordemos que una posicién es de equilibrio estable si el potencial tiene un minimo en esa
posicion, v es de equilibrio intestable si tiene un méaximo en la misma. Para ver esto en un
potencial que depende de n # 1 variables, tenemos que ver como esta definida la matriz Hessiana
del potencial.

Si la matriz Hessiana es definida positiva en 6y entonces f, es un equilibrio estable, y si es
definida negativa en 6, entonces es un equilibrio inestable.

Hay varias formas de ver la definicién de una matriz M, acd vamos a ver los autovalores de
la misma: si todos los autovalores son mayores a 0, entonces M es definida positiva. Si todos
los autovalores son menores a 0, entonces M es definida negativa.

Vamos a notar al Hessiano de U como D?V.

47

. . ., ey . 2
Estudiemos la posicién de equilibrio 6 = (0, 5, 5

ak(a— L) ak(2+31) ak(2 +2Ll)
D) oo~ |G Bl ak(a- L) ak(Z2+¥31) (18)
0= 3 ,TT
ak(2 +¥2ly) ak(2+%1) -ak(a-Ll,)

Para simplificar la notacién, vamos a definir a v = %(%lo - 1). Luego,



2 -1 -1

D*U =~vl-1 2 -1 19
90:(09077T) ’Y ( )
-1 -1 2

Si vemos la matriz diagonalizada, tenemos que

000
))P=703O (20)
00 3

PY(D*U

00=(0,0,7

Luego, vemos que esta posiciéon es de equilibrio estable si v > 0. Es decir, si

2
lo > ﬁa (21)

1.3 Formalismo de pequenas oscilaciones

Vamos a utilizar el formalismo de pequenas oscilaciones en la configuracién 6, = (0, %’r, %’T .
Recordemos que en este formalismo trabajamos con las matrices
0V
K ] = 22
K] ’ 94¢;0q; |fi:<io (22)
donde la matriz K es el Hessiano de U que calculamos en la seccién anterior!
Por otro lado, de la Ec. 1 tenemos que
M= ma2 : ]131,3 (23)
Recordemos que las frecuencias propias del sistema se calculan como
lw? - M-K|=0 (24)
Luego,
w?ma? - 2y ¥ ¥
v w?ma?® — 2 ¥ =0 (25)
v Y w?ma? - 2~y
(w?ma? - 27)% + 293 - 3v*(w*ma® - 2v) = 0 (26)
a®m?(w?)? - 6a*ym?(w?)? + 9a*y*m(w)? = 0 (27)
Luego, las soluciones son
wi=0 (28)
why = o = 3 (il = 1)




Con autovalores

1 0 -1
A =41 A=Ay |1 As=45-]0 (29)
1 1 1

El autovector A; corresponde al modo de frecuencia w = 0: las tres masas giran rigidamente
sin estirar ni contraer los resortes.

Los modos A, y A; corresponden a modos en los que una de las masas estd quieta, y las
otras dos oscilan en contrafase alrededor del equilibrio. La degeneracion se produce ya que las
masas son iguales, por lo que la dinamica va a ser la misma aunque se permuten las masas.

Notemos que el modo en que la masa de 63 esta quieta y las otras dos se mueven en contrafase
es una combinacién lineal de ;11 y flg.

Juntando estos resultados, el vector de los angulos de las masitas va a ser

ﬁ(t) = Al . (Cl + Cit) + (Ag . CQ + Ag . Cg)eint (30)

El primer término de 7j(t) es el modo de w = 0, y se lo puede pensar como la solucién a la
ecuacién de movimiento 7j(t) = 0.

Por 1ultimo, calculemos las coordenadas normales de oscilacion.

£(t) = A" M-n(t) (31)
1 1 1
=1 0 -1 1] -ma® I53-7(t) (32)
-1 0 1
() +m2(t) +ma(t)
=ma’|  ny(t) = na(t) (33)

n3(t) —m(t)

por lo que

3(01 + Cit)
E(t) =ma®| 20, (34)
20361'1015



