Guia 1 - Ejercicio 10

PENDULO DOBLE

Enunciado

10. Considere el péndulo plano doble de la figura.

(a) Encuentre las ecuaciones de movimiento.

(b) Halle una expresion aproximada de las ecuaciones de movimiento para pequeiias oscilaciones
alrededor de la posicion de equilibrio estable.

(c) Parael caso m; = mo = my {, =l =, resuelva las ecuaciones proponiendo una solucién de
tipo arménico para los grados de libertad. En ¢t = (0 ambas masas se hallan sobre la vertical y a la
inferior se le aplica una velocidad vy perpendicular al hilo.

(d) Para las condiciones iniciales del item anterior, halle las tensiones sobre los hilos.

Resolucion

Lo primero que tenemos que hacer es encontrar un conjunto de coordenadas generalizadas
que describan apropiadamente al sistema. Asumimos que el sistema se encuentra confinado a
moverse en un plano, por lo que cada particula aporta 2 grados de libertad (2V). Sin embargo,
este no es el nimero total de grados de libertad ya que queda restar los vinculos. En este caso,

el nmero de vinculos holénomos (m) son 2 y los escribimos a continuacion

x1| =1
(1)

’X1 - Xzf = Iy
donde x; representa la posicion de la particula 1, y x5 la de la particula 2, desde el sistema
de referencia de la figura . Por lo tanto, nos bastan 2 coordenadas generalizadas (2N — m =

2.2 —2 = 2) para describir el sistema. Existen muchas opciones posibles, una de ellas es tomar

el angulo de cada masa con respecto a la vertical, como se muestra en la figura



Figura 1

Lo siguiente que vamos a hacer es escribir las posiciones de estas masas en funciéon de las

coordenadas generalizadas {6;;62} para poder expresar su energia cinética y potencial. Para

ello, va a ser 1til recordar las siguientes identidades (es un buen ejercicio tratar de probarlas al

menos una vez por ustedes mismos)

Usando esto, tenemos que las posiciones y por lo tanto, sus derivadas, son

X1 = llﬁ(91> % — Xl = l191$(91)

o = Lp(0h) + bop(fs) L= %o = L6:6(61) + Lo (62)

Calculamos los cuadrados de las velocidades

[3[* = 13607

0|2 = 1202 + 1202 + 21115610:0(0,)d(0:) = 1267 + 1262 + 211156, 05c05(6; — 6,)

(4)

Con esta informacién ya podemos escribir la energia cinética. Vamos ahora con el potencial

gravitatorio. Hay que tener cuidado con el signo dado que las posiciones dadas en la ecuacion 3]

2



utilizan angulos con respecto al eje z, cuya orientacion es la misma que la de la gravedad. Es-

to quiere decir que, tomando como origen el que se dio en la figura[3] el potencial se expresa como

V = —myglicosty — mag(licosty + lacosts) (5)
Por lo tanto, el Lagrangiano del sistema

my

L=

mo

lfé%—i— 5 [lf@f + lg@% + 2l1l29192003(61 — Oy) | +mayglicost+mag(lycosh+1ycosby) (6)

El inciso (a) nos pide hallar las ecuaciones de movimiento. Para ello, aplicamos las ecuacio-

nes de Euler-Lagrange a cada coordenada. Recordamos las ecuaciones de lagrange

d (0L oL
% (aqz') B dq; =0 (7)

Hay que arremangarse y ponerse a derivar, teniendo cuidado al aplicar la regla de la cadena.

Para 6; tenemos

oL

0 = —m211l2919286n(91 — 0y) — myglysenty — magly sent (8)
1

doL d ; :
%8_91 = % [(ml + mg)ll(% + m211l202005(91 - 92)]
= (m1 + mg)llél + mglllgéQCOS(Ql — 92) — mglllgég(él — 92)86%(91 — 02)

Obtuvimos entonces la ecuaciéon de movimient para 6;

(m1 + mg)lfel + mglllgéQCOS(el — 02) = —mglllgégsen(el — 62)

+mgl l ). 6 1 — 02) — mgl l )0 1 — 92) — (m1 -+ m2)g1186n61 (9)

= —mglllgégsen(Ql — 05) — (mq + mo)glisenby

Para 6, tenemos



oL

0 = mglllgélégsen(Ql — 05) — moaglasenfy (10)
2

d oL d ; ]
Ea_@ = mga 1505 + 211156, cos (6, — 62)]

= My [ZSQQ + l1l251003(91 — 02) — lllgél (01 — ég)sen(ﬁl — 02)]

Y por lo tanto, la ecuacion para 6y

m2l§éQ + m2l1l251003(91 - 92) = mglllzéfsen(ﬁl — 92)

—TTLQZ l ), 6 1 — 82) —+ mgl l .0 1 — 02) — mgglgseneg (11)

= m2l1l29fsen(91 — 05) — moaglasents

Con esto terminamos el inciso (a). El inciso (b) nos pide hallar una aproximacion a las ecua-

ciones de movimiento en torno al equilibrio estable. Lo que primero habria que buscar es cuél

es ese punto de equilibrio. En este caso, se puede ver de forma intuitiva que el equilibrio estara

en torno a 677 = 657 = 0. Utilizamos entonces para aproximar las ecuaciones de movimiento

que 61 ~ 0, 65 ~ 0, 07 ~ 0, 05 ~ 0. A priori, no es cierto que si se aproxima una funcién por

valores cercanos a cero, entonces su derivada también estara cerca del cero. Sin embargo, en

este caso contamos con que la energia se conserva. Utilizar angulos pequenos implica que el

nivel de energia sera bajo, y por lo tanto, la energia cinética también sera de orden bajo.

Realizamos las siguientes aproximaciones a primer orden:

Figura 2

sen(f) ~ 6 cos(f) ~ 1

(12)
8677/(01 - 62) ~ 91 — (92 008(61 — 92) ~1



Y tirando todos los términos de orden mayor a O(f), es decir, 62, 66, 62 o mayores, obtene-

mos las siguientes aproximaciones a las ecuaciones de movimiento

(m1 + mg)lf& + mzlllgég = —(m1 + mg)thl (1?))

mglgég + mglllgél = —mggl202

Ahora, nos piden resolver estas ecuaciones. Conviene reescribirlas de forma matricial

12 Lis\ (6 l 0 9
(my + mo)l3 Malyly 1 +g (my + ma)ly 1) _ 0 (14)
m211l2 m2l2 (92 0 m2l2 02

Como indica el enunciado, resolvemos proponiendo una soluciéon periddica

01 iwt a él 2 6)1
)00~

Si miramos con atencion, este problema es una generalizacion del problema clasico que ya

sabemos resolver de autovalores. Sean las matrices A y B y el autovalor A, si A es inversible

Bx = AMAx - A7'Bx = \x (16)

En un problema de este tipo, lo que queremos es encontrar el conjunto de soluciones no tri-
viales (es decir, aquellas soluciones que no impliquen x = 0). Para ello, buscamos los autovalors

pidiendo que el siguiente determinante se anule

(M —B)x =0 — det(A\A —B) =0 (17)

En nuestro caso, buscamos las frecuencias calculando el siguiente determinante (A = w?)



det |2 (m14+mo)li  malily —y (my +mga)ly 0 _ 0 (18)
m2l1l2 mglg 0 m2l2

Para simplificar las cuentas, usamos las relaciones que se indican en el enunciado m; =

me=myly=I =1L

et [<2ml2w2 — 2gml mi*w?

=0« w'l? —4glw® + 29 =0 19
mi?w? ml%ﬂ—gml)] “ el (19)

Obtenemos entonces dos frecuencias caracteristicas, correspondientes a los modos de osci-

lacién
W= (2 V2)g/l (20)

Si estas son las frecuencias de los modos normales de oscilacion... jcéles son los modos?

Estos son los autovectores del problema. Los buscamos resolviendo

2mi*w? — 2gml mil2w? Ar\ 0 21)
ml2wi ml*wl —gml ) \ B

Resolviendo se llega al siguiente resultado

By ; V2 22)

La soluciéon mas general va a ser una combinacién lineal de los dos modos hallados:

01(t) B 1 1
(92(t)> =Cy <_\/§> cos(wit +¢y) + C_ (\/§> cos(w_t +¢_) (23)



Donde C1 y ¢+ se obtienen mediante las condiciones iniciales. Les dejo como ejercicio en-
contrar la solucién final para las condiciones iniciales que pide el problema (deberian obtener
que las fases son ¢y = —7/2 y que —(v/2+1)Cy = C_).

Por tltimo, el inciso (d) nos pide hallar las tensiones. Para ello, planteamos la ecuacion de

Newton para la masa 1

Figura 3

miX; = Fy

myh616(61) — mih63p(61) = Top(6z) — Tip(61) + | mugeos(61)p(61) — mugsen(61)(61)
Peso proyectado en p(6;) y ¢(6;)

(24)

donde T es la tension de la soga 1 y Ty la de l. Reescribimos al versor p(fy) en funcion de
p(01) y ¢(61):

p(602) = cos(By — 61)p(0y) + sen(By — 01)p(6;) (25)

Combinando las ecuaciones [24] y 25| llegamos a dos ecuaciones (una para p(6;) y otra para
$(0,)) con dos incognitas (T} y Tb).

,5(91) : T1 — TQCOS(HQ — 91) = m1g00591 + mlllé%

. . (26)
¢(01) : Tosen(0y — 01) = mql101 + mygsen(6y)



De aca despejamos a las tensiones en funciéon de las aceleraciones, veocidades y angulos.



