Guia 1: Coordenadas generalizadas. Grados de libertad. Lagrange.

Nota: Los problemas se explican en forma esquemdtica adrede para que se realice una lectura critica y de
elaboracion personal. Sin embargo, si encuentra uno o varios errores por favor escribame a carlosv@df.uba.ar,
gracias. Carlos Vigh

Problema 1: Se tiene el sistema de la figura, donde x1, x2 se miden a partir de las posiciones de equilib-
rio. Sea g1 = x1 + X2y g2 = 1 — To.

a) jDefinen (¢, ¢2) un conjunto admisible de coordenadas generalizadas?.

b) Si ¢; = 0, describa cualitativamente el movimiento de cada particula. Idem si g = 0.

c) Calcular las fuerzas generalizadas Q1 y Qs.

Solucion:
a) Es un problema unidimensional, por lo que tiene dos grados de libertad. Esto se puede calcular de la relacién:

S=3N-K (1)

donde N es el nimero de particulas, K el nimero de vinculos y S el nimero de grados de libertad. Dado que
cada particula tiene dos vinculos por ser unidimensional, quiere decir que S = 2.

Se usa una coordenada por cada grado de libertad. En este caso x1,x3. Para que ¢q1, g2 sea un conjunto admis-
ible de coordenadas deben describir el problema equivalente en forma mas sencilla desacoplando las ecuaciones
de movimiento constituyendo un conjunto linealmente independiente.

a1q1 +a2qe =0 & a(ry +x2) + B —22) =0 (a+ Bz + (a— Blre =0, =a==0

b) Primero hay que obtener las ecuaciones de movimiento. Lo vamos a resolver de tres maneras distintas:

KieghX1 X2eqt X2 L

Forma 1: Utilizando las ecuaciones de Newton:

Mm@l = —k(@1,eq + 1 — o) + K (22,6 + T2 — T1,eg — 1 — £p)

myas = —kxy + K (22 — 1) — k(21,eg — lo) + K (22,6 — T1,eq — £b)

Si @1z, =0 =21 =22 =0= k(T1,eq — lo) = k' (T2,eg — T1,eq — £p)

Entonces
ml"Eul = —kxl + k/(xg — .’L’l) (2)

Analogamente:



mQSC“Q = 7]€(L — T2,eq — L2 — éo) — k/(IQ,eq —+ xo — —Tleq — L1 — E/O)

mia) = —kxy — k' (x9 — 1)
= (3)
Mods = —kxo + k‘/(l‘g — 1‘1)

Si se suman ambas ecuaciones miembro a miembro, los términos en “azul” se cancelan pues corresponden a
fuerzas internas si pensamos a las dos particulas como parte de un mismo sistema.

r1=3(q + q2) = &1 = 3(G1 + Ga)
Usando el cambio de variables : (4)
z2 = 3(q1 — q2) = d2 = 3(G1 — Ga)

mi(G1 + Go) = —k(q1 — q2) — K'(—2q2)

ma(Gr — G2) = —k(q1 + q2) + k' (—2¢2)

Sumando y restando, en el caso m; = mo = m:

mg1 = kq (6)

méz = (k +2k")q2 (7)

Proponiendo soluciones de tipo oscilador arménico se tienen dos frecuencias:

k
w1 = — 8
1= )
k + 2k
Wy = 9
— ©)
Si g1 = 0 queda 1 = —x9, se tienen modos en contrafase con frecuencia ws

Si g = 0 queda x1 = x9, se tienen modos en fase con frecuencia w;
Forma 2: Usando el principio de los Trabajos Virtuales:.
Haber tomado el equilibrio segtin la Forma 1 es equivalente a eliminar todos los vinculos.
[myd1 + kxy — K (22 — 1)]011 + [mais + kxo + K (22 — 21)]622 = 0 (10)
Si se hace el cambio de variables y reagrupa los términos queda:
[migi + kqi]dqu + [mada + kqgz + 2k q2]dge = 0 (11)

Dado que es un sistema linealmente independiente reobtenemos la solucién correspondiente a las ecuaciones @

v [7.
Forma 3: Usando las ecuaciones de Euler-Lagrange:

Para resolverlo de esta manera es necesario escribir explicitamente la energia cinética y la potencial elastica del

sistema. 1 1 1 1 1
T = gmif + omi V = gkat + Skad + Sk (2 — 1)? (12)



Con esto podemos construir el lagrangiano L =T —V

5 1

1 1 1 1
L= —mi?+ ~mi ka? — ikxg - §k'(x2 —21)?

2 2772 2
Reescrito en términos de las coordenadas generalizadas ¢; y g2 queda:
1 1. 1 . 1 11 1 1
L= om {QQ% + thﬁ] - ik {QQ% + 2‘15} - 5”‘13

Una vez obtenido el lagrangiano en la forma deseada se pueden escribir las ecuaciones de movimiento:

o [oL] oL
ot 0| 0q;

smi1 + kg1 =0
=

%m('].z + %kQQ +kqgp=0

Como debe ser se reobienen las ecuaciones @ v .

(15)

(16)

(17)

oV
c) La fuerza generalizada es de la forma: Q; = — 94 vy queda una fuerza independiente de la coordenada
4qi '
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Qi=h @ o @ Ot |:8(L':| 9qi
1 . 1
Q1= imfﬁ =5k

1 . 1
Q2 = §mq§ = —§(k + 2k")q2
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