Guia 3: Fuerzas centrales y dispersion

Nota: Los problemas se explican en forma esquemdtica adrede para que se realice una lectura critica y de
elaboracion personal. Sin embargo, si encuentra uno o varios errores por favor escribame a carlosv@df.uba.ar,
gracias. Carlos Vigh

Problema 2: El potencial de un oscilador isétropo es V = kr?/2.

a) Dibuje el potencial efectivo para un caso general.

b) Discuta los movimientos posibles en funcién del valor del momento angular y las condiciones iniciales.

c) Encuentre la ecuacién de la érbita r(¢) y de la trayectoria r(t) y ¢(t) en funcién de las condiciones iniciales
(usted decide cudl es el instante inicial). ;Cuél es el periodo del movimiento radial? ;Cudl es el periodo del
movimiento angular? ;Cuédl es el periodo del movimiento en el espacio?

d) Encuentre el perfodo para el caso en que la érbita es circular y describa la naturaleza de las érbitas cuando
difieren levemente de la 6rbita circular.

Solucién:
En coordenadas polares es similar al problema 1.
1 1 1
L= 5m7”2 + §mr2¢2 - 5]@7’2 (1)
Dado que ¢ es ciclica, se puede definir: .
También se puede llegar relativamente rapido que:
1 1 /2 1
E=-mi2+-—2_ 4+ —kr? 2
2mr+2mr2+2r (2)
Cuyo potencial efectivo es:
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En este gréafico en lineas punteadas la contribucién de cada término al potencial, se eligié de manera arbitraria
el minimo cercano a r = 1, pero mejor generalizarlo y decir que estd en r = rq

Se puede calcular:

dVess . 2
dr 0=, = mk (4)



b) Del grifico del potencial, se ven tres regimenes posibles:

V(r)vsr
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E < V(To)
En este caso no hay movimiento posible (linea marrén)

E = V(TQ)
Sélo tenemos drbitas circulares (linea verde).

E > V(To)
existen Orbitas acotadas pero no necesariamente cerradas (linea roja).

c)
Para obtener r(t), despejar 7 de la expresién de la energfa e integrar.

Para obtener ¢(t), una vez obtenida r(t), reemplazar en el momento ¢, e integrar.

02 2 dr
Para obtener r(¢), note que dp = 22 dt = 22 — v se despeja 7 de la expresion de la energia.
mr mr?

d) El caso de 6rbitas circulares es cuando 7 = 0, es decir cuando E, = Vs¢(r,), como es légico pasa cuando
=T,

Si consideramos un apartamiento de esta situacién de equilibrio tenemos que:
r=r9+0r

Se puede hacer un desarrollo a orden dos alrededor del equilibrio:

dVeff (To)
dr
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Verr = Vers(ro) +



Reemplazando:

1 [ 362
Verf=FEo+0+ = | =2 + k) 0r* = E, + 2kor® = E, + mw'or? (6)
2 \ 'mr
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En este tiltimo cambio suponemos se comporta como un oscilador arménico; donde w’ = {/ — con k' = 4k
m

Esta es la frecuencia en la que se aparta una distancia ér de la érbita circular.

Se puede escribir este desplazamiento como:
r—ro=mn=0rcos(w't+ ¢) (7)

De esta manera la energia se puede reescribir en términos de estos desplazamientos alrededor de r,:

1 1 1 1
B = omi® Vo + Sk (r = ro) = smi® + Vo + Sk (8)
2 2 2 2
Queda asi la energia del apartamiento:
1 1
E/ i -2 71{/,/ 2 9
5l + 5k (9)



