Guia 4: Pequenas oscilaiones

Nota: Los problemas se explican en forma esquemdtica adrede para que se realice una lectura critica y de
elaboracion personal. Sin embargo, si encuentra uno o varios errores por favor escribame a carlosv@df.uba.ar,

gracias. Carlos Vigh

Problema 3: Deducir las ecuaciones de movimiento de dos péndulos simples conectados por un resorte lineal
sin masa, como se indica en la figura. Suponer que el movimiento ocurre en el plano del dibujo y calcular
las frecuencias naturales de vibraciéon para pequenos desplazamientos. Determinar a priori las coordenadas
normales. Analizar el movimiento del sistema para la siguiente condicién inicial: 61 (0) = 6, 82(0) = 0,6, (0) =

0, 02(0) = 0.

Solucion:

Este problema requiere primero escribir las coordenadas desde la posicién de equilibrio y no olvidar que el po-
tencial debe desarrollarse a segundo orden. Tomaremos el eje y vertical hacia abajo y el eje x positivo

a la derecha.

r1 = fsenbq y1 = Lcosbq T = o + fsenly yo = L cos by
Tomando:
0 =0+m O3 =0+ 19 conn << lymn<<l1

La energia cinética es:

1
T= imﬁ(?'ﬁ +13)

Vamos a calcular ahora la energia potencial:
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V = —mgyr —mgys + k(g ;\/(m — 212+ (12— )2 — 1
0

Desarrollo y;, para la otra particula es igual:
1
—mgy1 = —mglcosy ~ —mgl(1 —n?/2) = —mgl + §mg€77f
Desarrollo el radicando del potencial:
(2 — x1) + (y2 — y1)? = L2 + 200y (senfy — sendy) + 202 — 202 (senfysenby 4 cos 0, cos O)

Siempre conviene desarrollar a un orden mas del que necesitamos:

ns — i} 2
(w2 = 21)* + (2 = 91)* ® 0 + 20l (2 = + Z5—1) + 202 = 20(mmp + 1 = 5 — )
El paso siguiente es tomar la raiz, extraer de factor comun:
¢ 20 n3 — p3 02 2 1/2
V@2 —21)2 (2 — 912 ~ o |14+ 25 (2 —m) + 2 0T iy — (0 +13)
f() gO 3 60 EO



Se usa la identidad: (1 + €)® &~ 1 + e usando que € << 1. Luego, se eleva al cuadrado y nos quedamos con el
orden no nulo mas bajo:
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De esta manera obtenemos el potencial de este sistema:

1 1
V = Smgl(n +13) + k€ (nf + 13 — 2m12) (8)

Usamos el hecho que el potencial estd definido a menos de una constante y que si calculamos las ecuaciones de
Euler-Lagrange, ésta desaparecera.

En forma matricial:

1 ,(1 0
1 (mg+kt —kt
V= §€ < —kl  mg+ k€> (10)

Ahora se resuelve el problema de autovalores y autovectores:
det(A\T — V) = det(w?*T - V) =0 (11)

Cuyo resultado da:
(w?ml — mg)(w?*ml — mg — 2kl) = 0 (12)

El primer factor da una frecuencia correspondiente a los péndulos simples desacoplados moviéndose en fase;
y el segundo factor corresponde a un movimiento en contrafase con una frecuencia de acoplamiento entre los
péndulos debido al resorte.

2 g 2 g k
Wy = Z Wy = Z + 2%
. . 1 . 1 .
Los correspondientes autovectores son: ; = <1> Uy = (_1> En término de los modos normales queda:

(771 (t;) = acos(wit + ¢1) G) + beos(wat + ¢P2) <1) (13)

na(t

Luego queda ajustar las condiciones iniciales para determinar las constantes.



