Mecénica Clésica A — 1er. cuatrimestre de 2021

Segundo parcial resuelto”

m Problema 1. Tres discos homogéneos de radio a y masa m se encuentran rigidamente
unidos como muestra la figura. Los discos estdn en planos mutuamente perpendiculares y
sus centros se hallan en el mismo punto. El cuerpo rigido formado por los tres discos tiene
como punto fijo el vértice de un pequefio cono de apoyo. Més alla de eso, el cuerpo rigido
puede asumir cualquier orientaciéon. Hay gravedad en la direccién vertical. Para mayor
claridad, puede ver la siguiente animacioén.

a) Elija un punto del cuerpo, determine un conjunto de ejes principales de inercia y calcule

los momentos principales respecto de dicho punto y segiin esos ejes.
b) Elija coordenadas generalizadas y escriba el lagrangiano del sistema.
¢) Escriba el hamiltoniano del sistema.
d) Identifique cantidades conservadas.

e) Reduzca el problema a un problema unidimensional equivalente para alguna de las

coordenadas.

m Solucién. Calcularemos el tensor de inercia con respecto al centro de los tres discos. Si
orientamos el cuerpo rigido como muestra la figura, una posible eleccién de ejes principales
de inercia son los tres ejes é;.
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Que esto es asi es debido a que el cuerpo tiene simetria de rotacion respecto de estos tres
ejes (rotaciones de angulo 71/2). Veremos que se trata de una peonza simétrica, de manera
que la eleccion de ejes principales dista de ser tinica. Para calcular los momentos de inercia
principales, es suficiente con saber que el momento de inercia de un disco segtin su eje de

simetria es

lo=——, (1)

por lo tanto, segtin cualquiera de sus didmetros el momento de inercia es 1/2.
El momento de inercia del sistema de los tres discos segtin el eje 1 es la suma de los
momentos de inercia de dos de los discos segtin uno de sus didmetros mas el momento de

inercia del tercer disco segtin su eje de simetria:
o oo e
I—ZX?—f—Io—ZIo—ma. (2)

Lo mismo sucederd si calculamos el momento de inercia segtin las direcciones 2 y 3. Asi,
los tres momentos principales de inercia son iguales a 1. No s6lo es una peonza simétrica
sino que es completamente simétrica respecto a su centro de masa, como una esfera.

Para escribir el lagrangiano usaremos los angulos de Euler. Con el origen en el punto

tijo del cuerpo, la posicién del centro de masa es
Tem(6, @) = aéz(0, @) = at(6, ¢ —m/2). (3)
El modulo de la velocidad al cuadrado del centro de masa es

véy = a2 (6% + ¢?sin? 9). (4)
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La energia cinética total serd

. I, .
w+@mwf+gwﬁwwmfw (5)

N —

T= Trot +TCM =

donde
I, =1+ 3ma? = 4ma’. (6)

Se reconoce aqui el teorema de Steiner. Por otro lado, la energia potencial es
V(0) = 3mgacos 6. (7)
El lagrangiano resulta entonces

o I .
L = z(1|)+¢)cos.e)2+?1(62—|—('p2 sin? @) — 3mga cos 0. (8)

Para calcular el hamiltoniano notemos que H = T + V. Lo tinico que necesitamos hacer

es escribir T en términos de los impulsos generalizados. A partir de £ obtenemos

py = 1 + ¢ cos0), (9)
Po = I(Y + ¢ cos0)cosO + I; ¢sin? 6 = Py cos0 +1; @sin? @, (10)

No necesitamos despejar 1 para poder escribir T, nos alcanza con haber escrito la combi-
nacién P + @ cos 0 en términos de p,,. En cambio si necesitamos despejar explicitamente ¢

de la segunda ecuacién,

P — Py cos 0

. 12
¢ I, sin” 0 (12)
Finalmente,
2 2 2
Py , Po , (Pe —Pycosb)
H=—+—" 3 0. 13
o + 21, + 2T, sin 0 -+ 3mga cos (13)

Respecto a las constantes de movimiento: tenemos el hamiltoniano H, pues no depende
explicitamente del tiempo, y los impulsos py, y pe, pues P y ¢ son ciclicas. El problema

unidimensional equivalente para 0 estd definido por el siguiente hamiltoniano

(Pe — Py cos 0)?
21, sin? 0

2
He(eﬂ?e) — p_e +

= . 14
o, + 3mgacos 0 (14)

Alternativamente, queda definido en términos de la ecuacién de conservacién

Liga, (Po —pycos®)®

= 1
> 2T, i 0 +3mgacos0 = A, (15)
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o en términos del lagrangiano

Lisy  (pe— Py cos6)?

£(6,0) = 0% — -3 . 16
(6,6) P 21, sin2 0 mgacos (16)
En todo caso, el potencial efectivo es
— 0)2
Vie(0) = Po —Pu oSO o acoso, (17)

21, sin? 0

m Problema 2. Se tiene una particula que se mueve en dos dimensiones en presencia de un

potencial de la forma:

V(r) = %, con a > 0.
T

a) Escribir el hamiltoniano y las ecuaciones de Hamilton.

b) Escribir la ecuaciéon de Hamilton—Jacobi y encontrar las expresiones integrales para las

funciones S y W.

c) A partir de S o W hallar r(t) y r(0).

m Solucién. A este problema ya lo hemos resuelto en la guia de fuerzas centrales. Eligiendo

como plano de movimiento el plano xy, en coordenadas esféricas el hamiltoniano es

2

2
- pr Pe a
H(T>6»pr)p6) - m + 2mr2 + T’_Z (18)
Las ecuaciones de Hamilton son
r=" 0=_"13 Pr-;(;*‘za), po = 0. (19)

La ecuaciéon de H-J es

S 1 /dS\? 1 S\? «a
a*a(a) T 2 (%) Tz =0 (20)

Es un sistema conservativo y la coordenada O es ciclica, de manera que buscamos la

solucién de la ecuacion de H-J] como
S=—-Et+W(r,0), (21)

con
W(r,0) = Opo + W, (r). (22)

A su vez, W es solucion de la ecuacién de H-J reducida,

oW oW w2  p:  a
H(r,0,—,— | =E r ® +_— =E 23
<r, »or’ 00 ) = 2m Im2 7 (23)
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Puesto que a > 0, el problema efectivo para la coordenada r tiene un punto de retorno

70(E, po). Tomando ese punto como extremo inferior de integracion, escribimos

2
dr\/E—ﬂ— Po (24)
)

Con esto ya tenemos las expresiones integrales de S y de W,

W, (r,E,pe) = inmJ

T0(E,pe

T 2

oy a Pe
W(T’, G,E,pe) = e'pg + ZmJ'TO(E’pe) dr \/E — p — 2111—r2 , (25)
S(T>63E>p93t) = _Et+W(r>e>E>p6)- <26>

Tenemos en realidad dos soluciones, una para p, mayor o igual que cero y la otra para p,
menor o igual que cero, segiin el signo al frente de la integral.
Para encontrar r(t) y v(0), trabajaremos con la funcién generatriz definida por W, donde

E y pe son los nuevos impulsos. El hamiltoniano en las nuevas variables es

K(Q1,Q2,E,pe) = E, (27)

de manera que, salvo Q;, todas las nuevas variables son constantes, mientras que
Q1:1 = Q]Zt—to. (28)

Para encontrar una relaciéon entre r y el tiempo, primero escribimos la ecuacién que

define a la nueva coordenada conjugada de E en términos de r y de los nuevos impulsos,

ow /m (7 1
Q1(r, E, po) :ﬁ:i— 7J dr > - (29)
ro(E,po) \/E a  p3

r>  2mr?
La derivada respecto al extremo inferior de la integral es cero porque se trata del punto de
retorno, es decir, donde se anula el integrando de la expresién (25). Sacando fuera de la

raiz un factor 1/r?, se ve que la integral es elemental
q &

Qi (1, E, po) \/7\/ 2ma+p9 (30)

De aqui resulta

2EQ?  2ma-+7pj
— , 1
r \/ m + 2mE (31)

La ambigiiedad en el signo desapareci6 al elevar al cuadrado. Combinando este resultado
con el que obtuvimos a partir de la dindmica de Q;, queda

2(t—t0)?E  2ma+p}
T(t):\/( mO) MR T

(32)



6 MEcANICA CLASICA A 2021 1c

Aqui vemos que el significado de la constante de integracion to es el de ser el tiempo
en el que se alcanza el punto de retorno, pues ahi r es minimo. Una sencilla verificacién
muestra que si a = 0, es decir, cuando tenemos una particula libre, la ecuacién anterior da
el resultado correcto para una particula que se mueve con velocidad constante definida por
E = mv?/2 y con un parametro de impacto dado por pg = mbv.

Para obtener una relacion entre v y 0 escribimos la otra ecuacién de transformacion,

ow ’ r?
Qz(T,9>E,Pe) = a_ =0 :FJ dr pe/ 5 (33)
Po ro(E,po) vng_Zma+pe

r2

Con la sustituciéon u = 1/r la integral es elemental. Hay que usar que el punto de retorno

1 [2ma + p3
Vo 2mE D (39)

satisface la ecuacién

y que arcsinx — % = —arccos X. El resultado final es
/2ma 4 p2 T 2mE

De aqui se obtiene r como funcién de 6,

[2ma + p§ 1
2mE 2
\/2ma+p
Cos —e(

60— Q)

Peo

Otra vez desaparece la duplicidad de signos, y vemos que Q; es el valor que asume 6 en

el punto de retorno. Para a = 0, la anterior es la ecuacién de una recta.

m Problema 3. Estudie una particula sometida a un potencial:

V,

a_ng’ q<aq
V(q) =

Vo, q = a.

a) Escriba el hamiltoniano y dibuje su diagrama de fase.
b) Diga cudntas y qué tipos de regiones dindmicas existen.

c) Escribir las ecuaciones de transformacion entre las coordenadas p y q y las variables de

angulo—accién en la zona de libracién. Calcule la frecuencia como funcién de la energfa.
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m Solucién. El potencial es como muestra la figura.

El hamiltoniano es

H(q,p) ZZPTlJrV(q)- (37)

El retrato de fase es muy simple de construir. Las 6rbitas son las curvas de nivel de H.
Para E < V), las curvas de nivel son elipses. Cuando la energia es mayor que Vj, las elipses
se interrumpen en la linea q = a y a partir de alli las 6rbitas son semirectas paralelas
al eje q. Justo para E = V,, tenemos un caso especial: la 6rbita es la unién de la elipse
correspondiente a la energia V y de la semirecta p =0, a < q.

Hay dos regiones dindmicas: para energias E < V,, hay movimiento de libracién. Para

energia E > V, y p # 0 hay movimiento no acotado; cada 6rbita tiene en esa regién un
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punto de retorno. La curva de nivel E = V; es la separatriz entre las dos regiones. Consta
de la unién de la elipse de energia V, y de la semirecta p = 0, ¢ > a. El punto p = 0,
q = a no pertenece, en rigor, al espacio de fase, pues en q = a la derivada del potencial es

discontinua.

Las variables de angulo—-accién en la regién de libracion serédn las de un oscilador lineal
de contante k = 2V, /a?. Calculemos primero la accion, que es el drea de las elipses dividida
por 27t. Las elipses estdn definidas implicitamente por la ecuacién

2 2 2
P k> P q
P — — :E

5+ 54 = +

—1
2mE ' 2E/k

(38)

De aqui leemos las longitudes de los semiejes de la elipse de energia E. El area de la elipse

es 7t veces el producto de esas longitudes. Luego,

J(E) = %r x v/ 2mE \/% = E, (39)

Evidentemente w es la frecuencia del movimiento de libracion. Eso también estd claro si

donde

calculamos la frecuencia como la derivada de E(]) respecto de J:
OE(])
0]

Para escribir la variable conjugada a ] necesitamos la funcién generatriz. Empezamos

= w. (41)

buscando la funcién caracteristica de Hamilton, que satisface la ecuaciéon

W'(q)?
2m

+ Imw?q* = E. (42)

Es decir,

q
W(q,E) = i\/ZmJ dx /E — Imw?x?, (43)

qe
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donde, por comodidad, hemos tomado como extremo inferior de la integral el punto de

__JE__JE__

Considerada como funcién de ], que es el nuevo impulso, resulta

retorno

dx \/w] — Jmw2x?. (45)

q
—qEe

W(a,]) = wﬂj

La variable angulo es

ow m (4 1
o) = 50,0 =[x yrr—— (46

De nuevo hemos usado que la derivada respecto del extremo inferior de la integral es cero.

La integral es elemental:

mw mw
= in(/—=—q) —arcsin —/ —— . 4
0(q,]) =+ {arcsm( 7] q) arcsm( 7] qg)] (47)
Pero
mw
R -1, (48)
de manera que
, mw Tt mw
0(q,]) =+ {arcsm( Z_Iq) +E} —j:arccos(— 2_]q) . (49)
La variable dngulo es 0 en q = —qg. Sobre la rama de la 6rbita con p > 0, a medida que q

aumenta desde —q¢ hasta qg, el &ngulo 0 varia entre 0 y 7. Reciprocamente, sobre la rama

con p < 0, el 4ngulo O disminuye desde 0 hasta —m a medida que q varia entre —qg y qe.

Evidentemente, 0 varia en 27 en una 6rbita completa.
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Invirtiendo la ecuacién anterior obtenemos q como funcién de J y de 6,

q(J,0) = —4/ % cos 0. (50)

p==+Vv2m \/w] — Jmw?q? = £/2mw] |sin 6|. (51)

Por otro lado,

Pero ya hemos visto que el tramo de la 6rbita con p < 0 corresponde a 6 < 0, y viceversa,
de manera que podemos escribir directamente

p(J,0) = v2Jmw sin O, (52)

que es la segunda ecuacién de transformacion.

Por ultimo, debido a que 6 = w(t — ty), se ve de manera inmediata que las ecuaciones
anteriores dan la solucién correcta para el problema del oscilador lineal. Lo tnico que
puede parecer raro es el signo menos frente a la expresion de q(J, 0), pero eso tiene que ver
con la eleccién del cero de 0, que a su vez tiene que ver con cémo hemos elegido integrar
Wi(q).



