Mecénica Clésica A — 1er. cuatrimestre de 2021
Primer parcial 17/5. Resuelto.”

m Problema 1. El sistema de la figura representa dos péndulos de igual masa m y barras
de masa despreciable cuyas longitudes son {; y {, = 2{; respectivamente. Las barras estidn
unidas por un resorte de constante k y longitud natural {, de manera que en el caso de
que las barras estdn en la posicién vertical, el resorte se encuentra relajado y orientado

horizontalmente. El movimiento del sistema se desarrolla en el plano vertical.
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1)

Om

a) Encuentre los grados de libertad del sistema y su lagrangiano.
b) Obtenga las ecuaciones de Euler-Lagrange.

c) Indique si tiene magnitudes conservadas y escriba cuales son.

m Solucién. a) Tomando como coordenadas generalizadas los angulos @1 y @2 que muestra

la figura de la pagina siguiente, las posiciones de las dos particulas son
T =14 ple1), r2 =Ly + L ple2). (1)
Teniendo en cuenta que {, = 2¢{;, la energia cinética es
T = Im@(¢3 +463). &)
Los dos extremos del resorte estdn en r; y en

T =40y + & ple2). (3)
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La energia potencial es
V= Jk(r] — 11| —o)* — mgl; (cos @1 + 2 cos @3). (4)

La longitud del resorte esta dada por
T =112 =18 + & pl@2) — i pler)l?

= 0% + 202 + 2Ll (sin @, — sin @) — 2€3 cos(@1 — @2).

Definamos la funcién

f((p1 y (pz) = \/85 + ZQ% + 260(7,1 (SiIl ©2 — sin (p1) - 22% COS((p1 - (pz) (6)

Finalmente, el lagrangiano es

. . . . 2
L(@1, 92,91, 92) = ImUT (9T +4¢3) — 3k[f(@1, 92) — Lo]” + mgls (cos @1 + 2 cos @3). (7)

b) Las ecuaciones de Euler-Lagrange son

. f —{ . :
méi ¢ =—k (01, 02) — o [ — Loty cos @1 + €7 sin(@1 — ©2)] — mgly sin @1, (8)
(@1, 92)
2.2 flo1,92) — Lo 5 . .
4mlyps; = —k [€oty cos @, — {5 sin(@1 — @2)] — 2mgly sin @». 9)
(@1, 92)

c) Sabemos que en un sistema cerrado con 2 grados de libertad habrd 3 constantes de
movimiento. En este problema la tinica constante de movimiento evidente es la energia

mecdanica total,
E=T+V=Iml(¢7 +4¢3) + IK[f(@1, 92) — fo]z —mgl(cos @1 +2cos @2),  (10)

que es igual a la funcién h y cuya conservacion estd relacionada con que £ no depende
explicitamente del tiempo.
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m Problema 2. El potencial de una particula de prueba de masa m en el campo gravitatorio
del Sol es V(r) = —km/r. Una distribucién uniforme de materia dentro del sistema solar

agrega al potencial gravitatorio del Sol una fuerza dada por
F(r) = —mCr, (11)

donde C es una constante positiva.

a) ;Cuadl es el periodo de la 6rbita circular de radio r5? El resultado debe quedar expresado
en términos de 1o, k y C.

b) ¢Qué condicién deben satisfacer 1o, k y C para que el efecto de la nueva fuerza sea

apenas una correccion al campo gravitatorio del Sol?

c) Calcule el periodo de las oscilaciones radiales para pequefias perturbaciones alrededor
de la 6rbita circular de radio 1. El resultado debe quedar expresado en términos de o,
ky C.

d) Muestre que estas orbitas casi circulares pueden ser aproximadas por elipses en prece-
sion. Ayuda: si |e| < 1 entonces 1 —e ~ 1/(1 + €).

e) ¢(Cudl es la velocidad de precesion Q,,..? Escriba Q.. en términos de 1o, k' y C y

aproxime el resultado hasta la primera correccién no nula en la magnitud de C.

f) ¢Cual es el sentido de precesion respecto al sentido del movimiento orbital?

m Solucién. a) El camino mas directo para determinar la relacién entre el radio 1o y el

periodo T = 27t/w de las 6rbitas circulares es igualar la fuerza a la masa por la aceleracion,
mk k

mw’ro = — +mCry = w=,/=+C. (12)

3
To To

Notar que si C es igual a cero, obtenemos la tercera ley de Kepler, y si k = 0 obtenemos
que V/C es la frecuencia angular del oscilador isétropo, lo que tiene sentido, puesto que el

potencial debido a la nueva fuerza es Vg = mCr?.

b) Para que a distancias del orden de 1, la nueva fuerza sea apenas una correccién, su

magnitud debe ser mucho menor que la fuerza gravitatoria del Sol,

k Cr3
mCry < m_z = =0« (13)
TS k
Podemos definir el pardmetro adimensional
C 3
A= —0 (14)
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[k /
[k

es la frecuencia angular en ausencia de la nueva fuerza.

donde

c) La coordenada radial estd gobernada por la siguiente ley de conservacién

. 12 k
Imi? + P mT + ImCr? =¢&. (17)
El potencial efectivo es
V(1) = B omk e (18)
AT 2 T Ty T

Para la 6rbita circular valen dos relaciones, que determinan, respectivamente, su radio o y
el valor de su energia:

12 mk

e/f(TO) =0 = —m—g—f—?—f—mCTo :O, (19)
Vee(1o) = ¢ _ mk +1ImcCri=¢ (20)
efL10) — Zmr% To 2 o — Co-

Puesto que, para la 6rbita circular, | = mwr], la primera relacién es equivalente a la
condicién (12) obtenida en el item (a). Por otro lado, usando la primera relacién para
eliminar 1, la segunda se lee como

k
— 12“70 +mCrg = &o. (21)

El potencial efectivo tiende a infinito tanto para r — 0 como para r — oco. Es f4cil conven-
cerse de que V¢ tiene un tinico punto critico para r > 0. En efecto, la condicién de punto
critico se puede escribir como

1> mk
— —— =mCr. (22)
mr T
Gréaficamente vemos que siempre hay uno y sélo un punto de interseccién entre las funcio-
nes a ambos lados de la ecuacién.
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Por otra parte, debido al comportamiento asintético de V¢(r), estamos seguros de que ese
punto critico es un minimo. Esto implica que la 6rbita circular es estable.

Supongamos que fijamos el valor de . Esto determina el potencial efectivo, en particular
el radio 1 y la energfa €, de la 6rbita circular. Ahora asumamos que T no es exactamente

To, sino que estd dado por
T(t) =10 + O7(1), (23)

donde [61(t)| < 10. Expandiendo la ec. (17) hasta orden 512,

: 12 d 5r2 k 5r or? 5 or?
%m6r2+ 2(1—2—r+3%>—m—(1——r+%>+%mCré(1+2—r+%>:g,
2mr§ To 5 To TS To TS
(24)

Los términos lineales en 6r se anulan, que es algo que debe ocurrir por la condicién de

extremo del potencial efectivo, y los términos constantes valen &,. Luego,

312 mk 5\ o2
_ 41 = 2
i o + szro) 2 d¢, (25)

%mérz + (
donde §& = & — €. Si volvemos a usar la ec. (19) para escribir 12/(2mr3) en términos de T,

k y C, obtenemos

) k o0&
0

De aqui leemos la frecuencia de las oscilaciones radiales

[ %
Q, = %+4C:wm/1+47\. (27)

El periodo de las oscilaciones radiales es T, = 27t/Q),. Que la frecuencia sea un ntimero real

reafirma el hecho de que la 6rbita circular es estable.
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d) La solucién para el movimiento radial de una 6rbita casi circular es entonces
T(t) =19 + 019 cos(Q,t + &), (28)

donde 01¢ y oo son constantes, Para ver el movimiento en el espacio, conviene escribir r
como funcién de ¢. Debido a que, en la ecuacién anterior, el tiempo t aparece dentro de la

perturbacién, podemos usar la relacién entre t y ¢ que vale para la 6rbita circular,

et)=wt = tz%, (29)

donde w es la frecuencia angular de la 6rbita circular, ec. (15). Volviendo a la ec. (28),

Q,
(@) =710 + 610 COS (j(p + oco) . (30)

Ahora es cuando utilizamos la ayuda del enunciado para escribir

() ~ To . (31)

oy Q.
1— —cos(—(p + oco)
To w

Esta es, por definicién, la ecuacién en coordenadas polares, de una elipse en precesion. Si
C fuera igual a cero, el cociente entre las dos frecuencias seria igual a uno, y tendriamos
una elipse propiamente dicha, con el origen en uno de sus focos. Sabemos que ese es el
resultado correcto para el problema de Kepler. Por otra parte, si k fuera igual a cero, el

cociente de las frecuencias es 2 y podemos escribir

r(@) ~ o ~ i , (32)

oro or
1 —r—cos(Z(erOéo) \/1 —Z—Ocos(Z(p+oco)
0 To

que es la ecuacién de una elipse con centro en el origen. Sabemos que este es el resultado

correcto para el oscilador isétropo bidimensional.

e) La ec. (31) muestra que (@) es una funcién periédica de ¢ de periodo

w
=2 —.
T=21 5 (33)

T

Recordemos que
W= woy/1+A Q, = wpy/1+4A. (34)

Asi, T es menor que 27, digamos

T=2n—Agp, (35)

donde

w 14+A
A(p—Zﬂ—ZnQ—T—th<1— 1+4)\>. (36)
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Si @ =0 en un determinado paso por el perihelio, el siguiente perihelio ocurrird en
@1 =21t— Aeg. (37)

Esto significa que hay una separacién angular —A¢@ entre dos perihelios consecutivos. En

la figura, la excentricidad de la 6rbita se ha exagerado para hacer visible el efecto.
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Por otro lado, el tiempo transcurrido entre estos dos pasos por el perihelio viene dado por

el periodo de las oscilaciones radiales, calculado en el item anterior,

2 2
A=l (38)

Qv ooy/T 147

Luego, la velocidad angular de precesion es

A / [ T4+ A
Qprec — _A_(tp = —Wpo 1 +4}\ <1 — 1 +4}\> . (39>

Este resultado vale en general. Ahora analizaremos lo que sucede cuando la nueva fuerza es

s6lo una perturbacién comparada con la atraccién gravitatoria del Sol. Lo que estd dentro

del paréntesis en la ec. (39) ya es de orden A. Por lo tanto, hasta ese orden resulta

Qprec ~ —Wop [1 - (1 + %}\)(1 - 2}\” ~ —%(,Uo)\ (40)

La precesion es en el sentido contrario al del movimiento orbital. Explicitamente,

3 13 3C
Y — _—_. 41
Qpree = =3\ 30 €= 7344 (41)
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m Un método alternativo para obtener (@) para la érbita casi circular consiste en partir de
la ecuacién de conservacién del problema unidimensional y hacer el cambio de variable

independiente de t a ¢ y el cambio de variable dependiente de ra u = 1/1:
2
2 2
du +u2+—m —mku—i—m—C zlg. (42)
¢ u 12
Reemplazando u por uy + du(@) y expandiendo hasta orden cuadratico en du, queda

m?3C
su'? + (1 + l_zu_g> du? = 8A, (43)
donde 8A es una constante. Usando la relacién entre 1y la frecuencia angular para la 6rbita

circular, se obtiene
Su'? + (1 + 3—3) su? = SA. (44)
w

Pero la expresion explicita para w? era
wz =3 + C, (45)
o

de modo que, en definitiva, recordando la definicién A = Cr3/k,

o 14+4A

5 du” = SA. 46
R I W (46)
De aqui leemos que
du(e) = dug cos(w @ + B), (47)
donde
1T+4A
u= . 4
. T+ A 48
Finalmente, para la 6rbita levemente perturbada resulta
1 1
—(@) ~ — + dug cos(w, @ + B). (49)
T To
Esta es la ecuacion de una elipse en precesiéon. Debemos compararla con la ec. (31),
1 1 or Q.
—(¢) :———20008(—([)-1—060) . (50)
T o TS w

A partir de las expresiones dadas por la ec. (34),

Q. [T+4A
T —= o1

que es igual a w,,. Vemos entonces que hay acuerdo entre los dos métodos.
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m Problema 3. Un aro de radio a y masa M rueda sin deslizar sobre un plano horizontal.
Dos particulas de masa m pueden deslizarse a lo largo del aro, de tal manera que pueden

cruzarse entre si sin chocar. Hay gravedad.

M a

a) Elija coordenadas generalizadas y escriba el lagrangiano del sistema.

b) Elija una configuracién de equilibrio estable y escriba el lagrangiano de pequenas

oscilaciones en ese caso.
c) Encuentre las frecuencias, modos y coordenadas normales.
d) Grafique esqueméticamente los modos normales.

e) Siempre respecto al problema de pequefias oscilaciones, escriba la solucién para la
siguiente condicion inicial: las masas y el aro estdn en reposo y una de las masas parte

formando un dngulo ¢, con la vertical, como muestra la figura de la derecha.

m Solucién. a) Elegimos los ejes y las coordenadas como en la figura.

Notar que definimos & como positivo si el movimiento del aro es hacia la derecha.

En términos de las coordenadas y, @1 y ¢2, las posiciones de las particulas son

(Y, ¢1) =yy+apler), r2(Y, 02) =yy + aplez), (52)



10 MEcANICA CLASICA A 2021 1c

y sus velocidades,
Vi =Yy +apr ¢(e1), V2 =Yy + a2 @(@2). (53)
La energia cinética de las dos particulas es
Toare = 3] +v3) = Im[24% + @*(¢7 + §3) + 2ay(@1 cos @1 + G2 cos @2)],  (54)

y su energia potencial,
Vg1, 92) = —mg[x1(@1) + x2(92)] = —mga(cos @1 + cos ¢3). (55)
El centro del aro estd en 1o =y y su dngulo de rotacién es o« =y/a. Luego,
Taro = MY? 4+ TMa’a® = My?. (56)
Reuniendo todos los resultados, el lagrangiano para las coordenadas y, ¢y ¢, es

L = %[Z(M#—m)g’;z +ma2((p%+ ®3) +2may(@icos @1 4+ @2cos (pz)} +mga(cos @1+ cos @2).
(57)

Para trabajar con un lagrangiano mas simple, dividamos £ por ma? e introduzcamos las
cantidades w3 = g/a y u = M/m. Al dividir por a? volvera a aparecer el 4ngulo «, asi que
sustituiremos la coordenada generalizada y por «. Entonces resulta (conservando el mismo
simbolo £)

L=2[2(p+1)& + §7 + §3 + 2&( 1 cos @1 + @2 cos 92)] + wi(cos @1 +cos @z).  (58)

Atin podriamos dividir a £ por w} e introducir una variable adimensional T = wyt, de tal

manera que todo fuera adimensional. Eso seria muy practico para hacer una simulacién.

b) Como configuracién de equilibrio estable tomamos o = ¢ = ¢, = 0. Las coorde-
nadas de pequefas oscilaciones serdn los propios dngulos. Aproximando los cosenos por
1 en la energia cinética y por su desarrollo hasta segundo orden en la energia potencial, el

lagrangiano de pequefias oscilaciones es

’Cosc = %[2(H+ ])OCZ + (P% + (P% +2(X((p1 + (pZ)] - %w(z)((p% + (P%) (59)

c—d) Definamos el vector

Podemos escribir el lagrangiano de pequefias oscilaciones en forma matricial como

Losc(X,%) = 3% -M-x— Ix-V-x, (61)
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donde la matriz energfa cinética es

g
=
+

y la matriz energia potencial,

0 0 0
V=wi|l 0o 1 0 |. (63)
0 0 1

Si buscamos soluciones x = e'“*A, debemos pedir que det(w?M — V) = 0. Definiendo

2

w
queda la ecuacion
2(u+ 1A A A
det A A—1 0 =0. (65)
A 0 A—1
La ecuacion caracteristica es
7\(7\—1)[2(]4—#1)(?\—1)—2?\}:O. (66)
Las raices son
1
M=0,  A=1, A =R (67)
v
Por lo tanto, las frecuencias normales valen
w1
w1 =0, w;y; = wo, w3 = T Wo. (68)
Los autovectores correspondientes son
0 1
A] == 0 ) Az = 1 ) A3 = —u— 1 . (69)
0 —1 —u—1

El primer modo no corresponde estrictamente a una oscilacién, sino a una traslaciéon
del aro y de las dos particulas con velocidad constante, con las dos particulas en la parte

mas baja del aro, como muestra la figura.
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Q1 =@2=

x V() = (c + c't)A;. (70)

El segundo modo corresponde al aro en reposo y a las dos particulas oscilando en contrafa-

se y con amplitudes de igual médulo. La existencia de este modo es evidente por simetria.

x?)(t) = ccos(wot +¢’) A,. (71)

El tercer modo corresponde a una oscilacién en contrafase del aro y de las dos particulas,

en donde las dos particulas estan en la misma posiciéon (@1 = @>).

1= @2=—(n+1a

x3)(t) = ccos(wst +¢’) As. (72)
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Para calcular las coordenadas normales convendra normalizar los autovectores. De paso
verificamos que sean ortogonales. Lo mds practico es calcular primero el producto escalar

de M con cada autovector,

2(u+ 1) 0 0
M-A]: 1 y M'AZZ 1 y M-A3:— o8 . (73)
1 —1 v

En efecto, A; - M - Aj o §5. Los autovectores normalizados son

1

A 1
X; = ! = o |, (74)
VALUM-A 2 | g
A 1
X, = = v , (75)
A,-M-A, V2L
A 1 1
X 3 —u—1 1. (76)

T A A e \

Las coordenadas normales se obtienen como &; = X; - M - x. Lo més comodo es primero

calcular M - x,

2+ T+ @1+ @2

M-x = X+ @ . (77)
o+ @2
Luego resulta
1
E]Z—[Z(H-H)OH-%—F(Pz ; (78)
2(n+1)

&2 = = (1 — 2] (79)
2 = 2 ®1— 92,

_ H
& = ——F——=(9¢1+ 92). (80)

2p(p+1)
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e) La solucién general del problema de pequefias oscilaciones es
x(t) = (Cy1 + C1t)A; + (Czcos wot + Chsin wot)A; + (C3 cos wst + Chsinwst)Az.  (81)

Elegimos expresar esta solucion en términos de los autovectores sin normalizar porque
resulta mds practico ajustar las constantes escribiendo directamente las ecuaciones para

t = 0 que aplicando ortonormalidad. Evaluando la expresion anterior en t = 0, obtenemos
x(0) = C1A; + C2A, + C3A3. (82)

Puesto que x(0) = ¢1(0) =0y ¢2(0) = @y, resultan las siguientes tres ecuaciones

Ci+C3=0, (83)
Co—(u+1)C3 =0, (84)
Co+ (p+1)C3 =—o. (85)
De manera inmediata hallamos
®o ©Po ®o
C — C = -, C = =, 86
T 2(u+ 1) 2 2 T 2(u+ 1) (86)

En un problema mdas complicado o si resolviésemos esto en la computadora, siempre
podemos encontrar estas contantes como

_A{-M-x(0)

o= A (87)

Si en lugar de usar los A, a la solucién la hubiéramos construido como una combinacién
lineal de los X;, hubiera bastado con calcular X; - M - x(0).

La condicion inicial para las velocidades se escribe como
x(0) = C{A] + woC£A2 + (U3C§A3. (88)

Pero, debido a que x(0) es el vector nulo y a que los tres autovectores son linealmente

independientes, las tres constantes C{ deben ser cero. Reemplazando en la expresion (81),

___ %o 4_
x(t) = ZI(Tn 1)(1 cos wst), (89)
®o
@1(t) = —7(005 wot — cos wst), (90)
Po
@2(t) = 7(005 wot + cos wst). (91)

m Como ejercicio extra podrian analizar las constantes de movimiento en este sistema. Algo
que pueden verificar rdpidamente para la solucién anterior es que el centro de masa, aun-
que tiene velocidad inicial igual a cero, joscila horizontalmente! La velocidad horizontal del

centro de masa no es una constante de movimiento. ;Entonces qué es lo que se conserva?



