Mecanica Clasica A — ler. cuatrimestre de 2021
Ejemplo del método de los multiplicadores de Lagrange.”

m Guia 1, problema 5. Dos particulas de masas m; y m, estdn unidas por un hilo
inextensible de longitud 1 (figura de la izquierda); m; se mueve sélo sobre el eje x y m,
sOlo sobre el y.

¢) Si m; = m, = m, halle la tensién T en el hilo como funcién de 6.
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m Soluciéon mediante el método de los multiplicadores de Lagrange. Si no necesitdramos
averiguar la tension, en este problema usarfamos una sola coordenada generalizada, por
ejemplo el angulo 6. Eso supone haber utilizado implicitamente todas las ecuaciones de
vinculo para lograr el nimero minimo de pardmetros que describan la configuracién del
sistema. Para averiguar la tension, en lugar de hacer esa eliminacién, mantendremos dos
coordenadas generalizadas, 0 y p, pero impondremos una condicién sobre sus desplaza-

mientos. En este caso esa condicién es muy sencilla:
p=0 = dp=0. (1)
Para los desplazamientos virtuales esta ecuacion implica
dp =0. (2)

Al aumentar el nimero de coordenadas generalizadas, las ecuaciones de movimiento in-
cluirdn un multiplicador de Lagrange.
La ec. (2) es del siguiente tipo genérico

N
Zaiiéqi» i=1...,M, (3)
i=1

donde M es el nimero de ecuaciones y los coeficientes a;; son funciones conocidas de las
coordenadas y el tiempo (pero no de las ¢;). En el caso del problema de la guia, hay una
sola ecuacion, ec. (2); todos los coeficientes aj; son cero salvo a;, = 1.
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El método de los multiplicadores de Lagrange tiene dos ingredientes: i) el principio
de D’Alembert, y ii) las ecuaciones de vinculo (que deben ser lineales en las velocidades).
Mediante la introduccién del lagrangiano, el principio de D’Alembert puede reducirse

sistemdaticamente a la siguiente ecuacion:

N
d 00 0L
2 (E 3 aqi> 24 =0, @)

i=1

donde los desplazamientos virtuales 5q; deben satisfacer las M ecuaciones de vinculo

N
Zaﬂéql:O, J:],,M (5)
i=1

Hay que notar que las ecuaciones de vinculo para los desplazamientos virtuales pueden

provenir, mas generalmente, de ecuaciones del tipo

N
> ajdgi+bjdt=0, j=1,...,M, (6)
i=1

que son las ecuaciones de vinculo para desplazamientos admisibles en general. Si dt = 0, se

obtienen las ecuaciones para los desplazamientos virtuales. La ecuacién anterior también

puede escribirse como una relacién lineal entre las velocidades

N
> @igi+b; =0,  j=1,...,M. (7)
i=1

Dicho una vez mads: la ecuacién (4) debe valer para todos los desplazamientos virtuales
que satisfacen las M ecuaciones (5). Este sencillo enunciado implica el resultado principal,

a saber, la existencia M funciones del tiempo A; tales que

doL L &

atdq;  0qi ;Aj e ®)
Las funciones A; son los multiplicadores de Lagrange. La demostracion usual de este
teorema es de las mds odiosas que existen. Se recomienda leer el libro de Spivak (Problema
5.1) para una demostracién geométrica; ver también las notas de clase citadas al final.

El sistema completo de ecuaciones que hay que resolver estd formado por las M ecua-
ciones de vinculo (7) y por las N ecuaciones de movimiento (8). Las incégnitas son las
N funciones q; y las M funciones A;. Aunque llevado al papel el método de los multi-
plicadores de Lagrange puede ser tedioso, tiene un punto a favor: se puede programar
en la computadora muy rdpidamente. Cuando uno trabaja con mds coordenadas de las
necesarias, el lagrangiano tiende a simplificarse. Asi, puede ser muy préctico trabajar en la

computadora con un lagrangiano simple usando multiplicadores de Lagrange en lugar de
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imponer los vinculos explicitamente. Si los vinculos son genuinamente no holénomos, no
quedara otra alternativa.

Los multiplicadores de Lagrange estdn relacionados con las fuerzas de vinculo. Puesto
que los vinculos pueden reemplazarse por fuerzas predeterminadas, la ec. (8) es equiva-

lente a decir

428 AL

= Qyy (9)

donde Q; tiene que dar cuenta de la fuerza generalizada asociada a los agentes que realizan

los vinculos,

b or
(v) k
= Ly 1
WL G 1o

Aqui la suma en k es sobre las particulas. Resuelto el problema, tendremos, en definitiva,

una relacion entre las fuerzas de vinculo y los multiplicadores de Lagrange,

iFLv) , g;k =¥ Naj. (11)

k=1

Extraer de aqui las fuerzas de vinculo F]((v) requiere la especificacién precisa de los medios
por los cuales estos vinculos se realizan. Un mismo conjunto de vinculos puede ponerse en
préctica de distintas maneras. Es razonable, entonces, que las ecuaciones anteriores por si
solas sean insuficientes para despejar las fuerzas. De ahi la necesidad de aportar hipétesis

adicionales.

En el problema que estamos considerando, es facil demostrar que al trabajar con las

coordenadas generalizadas 0 y p el lagrangiano es
£(0,p,0,p) = Im (pz + p292> + mgp cos 0. (12)

El punto de partida para llegar a este lagrangiano consiste en escribir las posiciones de las

dos particulas en funcién de las coordenadas generalizadas 0 y p,
T1(0,p) = psin O x, 12(0,p) = pcosBOy. (13)
La ecuacién de vinculo es del tipo de las que estamos considerando
p=0 = dp=0. (14)
Por lo tanto, los desplazamientos virtuales deben ser tales que

5p = 0. (15)
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Los desplazamientos virtuales satisfacen las mismas ecuaciones de vinculo que los des-
plazamientos admisibles en general. Puesto que hay una sola ecuacién de vinculo, habra
un tnico multiplicador A. Si queremos expresar la ecuacién de vinculo para que tenga el

aspecto de la ec. (5), escribiriamos
a1900 + a;,0p =0, (16)

donde ajp =0y a1, = 1.

Hay una ecuacién de movimiento asociada a cada coordenada:

d oL 9oL
a@ — % = Cl]e?\, (17)
d oL 0oL
—_——— — = A. 1
dtop op I° (18)
Es decir,
d oL 9L
Bt 19
dtoo 00 ’ (19)
d oL 0oL
— = = = (20)
dtop Odp
Escritas por extenso, estas dos ecuaciones son
e . . B
m(p 9+2pp9+gpsm9> —0, (21)
m (p‘ — p6%2 —gcos 9) = A (22)

A estas ecuaciones hay que agregar la ecuacion de vinculo p = 0, de manera que el sistema

se simplifica y queda lo siguiente:
é+%sme=0, (23)
~m (p02 + gcos0) = A. (24)
De hecho, la ecuacion de vinculo p = 0 es integrable. Debe ser p = 1. Asi que, finalmente,
6+ 2sin0=0 (25)
1, b
“m (19’2 + g cos e) — A (26)

La primera ecuacion es la ecuacién de movimiento propiamente dicha. La segunda ecuacién

nos dice cuanto vale A.
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Para relacionar este resultado con la tension en el hilo, debemos calcular las fuerzas

generalizadas asociadas a los vinculos; habra una por cada coordenada. En este punto es

necesario introducir hipétesis adicionales acerca del hilo y de las guias sobre las que se

mueven las particulas. Es razonable asumir que:

a) la tension estd en la direccién del hilo,

b) el hilo ejerce fuerzas iguales y opuestas sobre cada particula,

c) las guias no ejercen fuerzas tangenciales.

Si no se hace explicito el mecanismo fisico por el cual se mantiene la condicién p = 1,

entonces no es posible interpretar A de manera univoca. Aqui estamos suponiendo que

hay un hilo ideal y que los ejes no ejercen fuerzas tangenciales. Sobre la particula 1, el

hilo ejerce una fuerza T, y sobre la particula 2 una fuerza —T. Las fuerzas de los ejes son

normales a los desplazamientos, de manera que no contribuyen a las fuerzas generalizadas.

Unicamente la tensidon da una contribucién no nula:

o 61‘1 arz
Q=T-35 T Fo
61‘1 al’z

— — T . —=.

Definiendo
T=—-Tsin0x+ TcosOvy,

ustedes pueden demostrar que

(27)

(28)
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Segun dijimos antes, el segundo miembro en las ecuaciones de movimiento (8),

M
d oL 0L
4oL 08 v 32
dtaqi aql ]; j 4 ( )

se identifica con la fuerza generalizada asociada a los agentes que hacen efectivas las

ecuaciones de vinculo. Es decir,
M
Qi=) Aaji (33)
=1

En nuestro caso, leyendo las ecs. (21) y (22),

m (pzé +2pp0 + gp sin 9> =0, (34)

m (p‘ — 08?2 — g cose> — A, (35)

y teniendo en cuenta los resultados (30) y (31), vemos que la relaciéon Qg = 0 se cumple

autométicamente. Por otro lado, obtenemos que
A=Q,=—-T. (36)
Ya conocemos A como funcién de 8 y 9, ec. (26). Luego,
T=m <192 + gcos G) . (37)

El enunciado del problema va un poco més alld: pide averiguar la tensién en funcién del
angulo. Para eso necesitamos eliminar 0. La forma de hacerlo es a través de la conservacion

de la energia,
1m1?0% —mglcos @ = E. (38)

Se asume que E es dato, esto es, conocemos 0 y 0 en algtn instante de tiempo to. Elimi-
nando 0 de la ecuacién anterior y reemplazando el resultado en la ec. (37) llegamos a la

expresion requerida,

2E
T= -t 3mgcos 0. (39)

m Lecturas complementarias del mismo autor:

a) Idéntico problema pero resuelto en 2011 2¢, http://materias.df.uba.ar/mcaa2021cl/
tiles/2021/04/2da_guia_resueltos_.pdf. Para calcular la tensién se usan las ecua-
ciones de Newton y el método de los multiplicadores de Lagrange, pero también un
método intermedio que permite ver claramente porqué el multiplicador es igual a la

tension.


http://materias.df.uba.ar/mcaa2021c1/files/2021/04/2da_guia_resueltos_.pdf
http://materias.df.uba.ar/mcaa2021c1/files/2021/04/2da_guia_resueltos_.pdf
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b) La clase practica de 2019 2c sobre este tema tiene una demostraciéon alternativa del
método de los multiplicadores de Lagrange. La cosa se pone especialmente intere-
sante luego de la seccién 4.2. Ademds, incluye un problema con genuinos vinculos
no holénomos, el problema de “La particula paranoica”. http://materias.df.uba.ar/
mcaa2021cl/files/2021/04/Mecanica_Clasica_2019_2c_clase_4.pdf.


http://materias.df.uba.ar/mcaa2021c1/files/2021/04/Mecanica_Clasica_2019_2c_clase_4.pdf
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