Mecanica Clasica A — ler. cuatrimestre de 2021
Clase practica del lunes 7/6.
Guia 6. Ecuaciones de Hamilton. Retratos de fase.*

En 2022 1c agregué una nota al final

m En estas notas resolveremos el Problema 1 de la Guia 6. Dos son los temas principales:
escribir hamiltonianos y graficar sus retratos de fase. Los retratos de fase tienen que ser
sOlo cualitativamente correctos. No importa tanto la precisiéon con la que se grafiquen las
trayectorias sino su topologia. La idea es hacer lo que se pueda sin usar la computadora.

Los retratos de fase son el grafico de las curvas integrales de las ecuaciones de Hamilton.
Dicho en lenguaje llano: son el grafico de las trayectorias que sigue el punto representativo
del sistema en el espacio de fase para todas las condiciones iniciales posibles. Es claro
que no podemos graficar todas las trayectorias, asi como cuando graficamos las lineas del
campo eléctrico no graficamos todas las lineas, sino un conjunto representativo.

Si el nimero de grados de libertad es n, la dimension del espacio de fase es 2n, de
modo que sélo en el caso n = 1 podremos graficar el retrato de fase. Para sistemas con
mas grados de libertad, a lo sumo lo que podremos graficar serd la proyeccion del retrato
de fase sobre un volumen tridimensional o bidimensional. En problemas con més de un
grado de libertad, ocurre a menudo que existen suficientes cantidades conservadas como
para construir problemas unidimensionales para una o mas de las coordenadas. En tales
casos, puede trazarse el retrato de fase de ciertas coordenadas por separado.

El caso paradigmaético de retrato de fase corresponde a un hamiltoniano de la forma

2

H(q,p) = 7 + V(a). ¢

En un sistema de este tipo, el hamiltoniano es una cantidad conservada a lo largo de la
trayectoria del sistema. Por lo tanto, las curvas integrales de las ecuaciones de Hamilton
coinciden con las curvas de nivel de la funcién H(q,p). Graficar el retrato de fase, en este
caso, es equivalente a graficar las curvas de nivel de H. Las curvas de nivel estan definidas

implicitamente por ecuaciones de la forma

H(q,p) = E. (2)

Como la tinica cosa distintiva en estos sistemas es el potencial V(q), bastard saber cémo
construir el retrato de fase para un V(q) genérico.

Pero antes de pasar a ese punto, es importante notar que, para ciertos potenciales V(q),
las curvas de nivel de la funcién H(q, p) corresponden a ecuaciones conocidas. El caso mas

simple es el del oscilador armoénico. Ahi

2

H(q,p) = %+%mw2q2- (3)

*zanellaj@df.uba.ar
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De manera que las ecuaciones implicitas de las curvas de nivel son

Pz 1 2.2
R+§mw g = E. (4)

No es necesario ningtin procedimiento especial para graficar la curva de nivel correspon-
diente, puesto que reconocemos inmediatamente la ecuacién de una elipse,

p* q

ImE | 2E/mw?

2

(5)

Las curvas de nivel forman un conjunto de elipses semejantes, todas con la misma relacién

de aspecto, como muestra la figura.

an
N

Notardan que hemos asignado una direccién de recorrido a cada curva. Para este tipo de

hamiltonianos, esa direccién es muy facil de entender. Sabemos que

1=5 =, ()
de manera que para p > 0 el sentido en el que son recorridas las trayectorias debe ser tal
que q se mueva hacia la derecha. Reciprocamente, por debajo del eje p = 0, el sentido
de las trayectorias ha de ser hacia valores de q decrecientes. Dicho en otras palabras: por
encima del eje p = 0, las flechitas deben apuntar hacia la derecha, y por debajo del eje,
hacia la izquierda.

Otro caso que no requiere un anélisis especial es el potencial
10,22
V(q) = —smw-g-. (7)
En este caso las curvas de nivel también corresponden a una ecuacién conocida:

i
2m
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es la ecuacion de una hipérbola. Para dibujar el retrato de fase hay que contemplar las tres
posibilidades: E > 0, E =0y E < 0. El retrato de fase es como muestra la figura.

S~
2

Potenciales del tipo V(q) = aq? + bq pueden reducirse a los dos casos anteriores comple-

tando cuadrados.
No se me ocurre ningtin otro potencial que dé curvas de nivel cuyas ecuaciones impli-
citas resulten familiares, salvo, quizd, el potencial lineal V(q) = kq, digamos con k > 0,
2
P

R—qu:E. (9)

Uno esta acostumbrado a graficar p(q, E), pero resulta obvio que en este caso lo inmediato

es graficar q(p, E). Hay que girar la cabeza 90 grados:

2
alp,E) = — b (10)

N
3
=

P

U

NN

g

Con esto creo que hemos agotado los casos triviales.
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Consideremos por lo tanto un potencial genérico, como el que muestra la figura de
abajo. Dado el hamiltoniano

2
H(q,p) = 7 + V(a), (1)

para graficar el retrato de fase habria que despejar p(q, E) y graficar las dos ramas de esa

funcién explicitamente,
p(q,E) = +£v2my/E — V(q). (12)

Ahora bien, se trata de hacer esto de manera cualitativa, sin tener que usar la computadora.
Resulta que existe un procedimiento sencillo para trazar las curvas de nivel de un tal
hamiltoniano. Basta tener en cuenta un par de cosas. Vayamos construyendo la rama
positiva de la funcién p(q, E) en la ec. (12) paso a paso.

e Se dibuja primero la funcién V(q).

V(q)

AN

e Ahora se dibuja la funcién —V/(q).

—V(q)
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e Sumando la constante E, a partir del dibujo anterior se reproduce la curva —V(q) a
distintas alturas, E; —V(q), E; —V/(q), etc. En esta instancia importaran ciertos valores
especiales de E. Por ejemplo, tienen importancia los valores de E que corresponden
a minimos o méximos del potencial o a sus valores asintéticos. Con esto queda
construido un conjunto de curvas para la funcién E — V(q). Como después vamos a
tomar la raiz cuadrada de esta funcién, no tiene sentido dibujar curvas que queden
completamente por debajo del eje q.

/ 7

~V(q) iii)

Hay aqui tres valores especiales de E. i) El valor asintético del potencial cuando
q — oo, que es cero. ii) El valor del potencial en el méximo local. iii) El valor del
potencial en el minimo local.

e Como ahora hay que tomar la raiz cuadrada, las regiones en donde las curvas E—V(q)
estén por debajo del eje q, es decir, donde sea E — V(q) < 0, se borran del dibujo. De

la curva que sélo tiene un punto de contacto con el eje q conservamos ese punto.

A\ Z
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e Hasta aqui hemos graficado E — V(q). Ahora hay que tomar la raiz cuadrada. Al
hacerlo, la forma de las funciones cualitativamente no cambia. El cuidado que hay
que tener es en los puntos en los que E — V(q) = 0. Si el cruce por cero en q = qo se
produce de manera lineal (cosa que se puede notar a simple vista), es decir, si

E—V(qo +08q) =~ Adq, (13)
al tomar la raiz en la region cercana a o, del lado en que Adq sea positivo, serd

E—V(q) ~ /Adq, (14)

lo que significa que la curva |/E — V(q) intersecta al eje q con pendiente infinita.

qo qo
f(q) ~qo—¢ f(q) ~vdo—q

e Si, en cambio, la curva E — V(q) toca al eje q en o, pero no pasa del otro lado, es

decir, si por ejemplo es
E—V(qo +8q) = A8q?, (15)

entonces al tomar la raiz cuadrada, en la regién vecina a qo serd

VE—VI(q) ~ VAl5q], (16)

lo que significa que la funcién /E — V(q) toca al eje q con pendiente finita.

W do

f(q) ~ (4 — qo)? V(q) ~ 1q — qol
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e Ahora copiamos la figura con las curvas de E—V/(q) y las retocamos en los puntos en

las que intersectan al eje g, de acuerdo a las reglas que acabamos de dar.

?

Alve

e Resta completar la figura por simetria, cambiar un poco las escalas y distribuir flechi-

tas a discrecién.

NN
A

No hay nada en el retrato de fase que no pueda ser leido directamente en el grafico del
potencial variando el nivel de energia E. La ventaja del retrato de fase es que esta toda la
informacion en un sélo grafico. La siguiente figura muestra la correspondencia que hay

entre los dos tipos de representacion gréfica.

D e
@ (8 (DA
R o~ - N
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m Respecto al calculo del hamiltoniano en si mismo. Dado el lagrangiano £(q,q,1),
el método sistematico para encontrar el hamiltoniano, pero no por eso siempre el mas

adecuado, consiste en:

i) Derivar el lagrangiano respecto de cada ¢; para encontrar los impulsos en términos
de q y de q:

. oL .
pi(a,q,t) = 5--(d,9,1). (17)
g

ii) Construir la funcién h(q, q, t),

h(g,q,t) = ) p;(d,q,t)q; — £(q, 4, 1). (18)
J

En este paso es practico tener en cuenta que si el lagrangiano es de la forma
L=2L+ L1+ Lo, (19)
donde £; es homogénea de grado i en las velocidades, entonces (deberian demostrarlo)
h=2L,— Lo (20)

Esto evita tener que calcular la expresién (18) explicitamente. En especial, si £ = T—V,
con T homogénea de grado dos en las velocidades y V independiente de ellas,

h=T+V. (21)

iii) Ahora hay que eliminar las velocidades en términos de los impulsos. Es decir, resolver

las ecuaciones (17) para escribir cada ; en funcién de q y p:
45 = 4;(d, p, t). (22)
iv) Reemplazando en la expresion de h se encuentra finalmente el hamiltoniano:
H(q,p,t) = h(d, d(q, P, ), t). (23)

Debido a que los lagrangianos suelen tener una estructura que se repite, algunos pasos
pueden hacerse automaticamente. Por ejemplo, si en un lagrangiano la velocidad general-

izada g; aparece s6lo en un término de la forma

f(q)az, (24)

N|—=

la funcién h contendra el mismo término y, en el hamiltoniano, p; aparecera como p?/2f(q).

Para demostrar esto, notemos que el impulso canénicamente conjugado de q; es

pi = f(q)qs. (25)
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Los términos en los que aparece g; en la funcién h son
S .2
pidi — 3f(q)q5. (26)

Mediante la ec. (25), esta expresion se lee como

2

f(q)gf — 1f(q)q7 = 3f(q)a?, (27)

que era parte de lo que queriamos demostrar. Entonces, en el hamiltoniano, el impulso p;

aparecerd en un término de la forma

2
Pi
28
2i(q) 2
Asi, todos los lagrangianos de la clase
£(a,4) = 3f(q)¢” — V(a) (29)
darédn origen a hamiltonianos con la siguiente estructura
p?
Hlg,p) = +V(q). (30)

2f(q)

m El problema 1 pide encontrar el hamiltoniano, escribir las ecuaciones de Hamilton y

graficar los retratos de fase para varios sistemas. Empecemos por el péndulo plano.

Y

m
X

Para escribir su hamiltoniano, partimos del lagrangiano, tomando como coordenada gen-
eralizada el angulo ¢,

L(p, )= %mlzc’pz + mglcos @. (31)

Este lagrangiano pertenece a la clase representada por la ec. (29), por lo tanto resultard

p?

H(e,p) = 5 =5 —mglcos o, (32)
y ecuaciones de Hamilton serdn entonces
p= P 5 = —mglsi 33)
o=-5  p=-mglsine. (

Notar que p tiene unidades de impulso angular.
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Si queremos graficar el retrato de fase, debemos tomar el potencial V(@) = —mglcos @y
seguir el procedimiento que explicamos anteriormente. Definamos E; = mgl. Empezamos

graficando la funcién —V(¢) = Eg cos .

/N /I N
VRV RV

Luego graficamos varias veces la misma funcién sumédndole distintos valores de E. Hay

dos valores especiales, correspondientes a los minimos y a los méximos del potencial. Estos
valores son +Ey. Tenemos que asegurarnos de incluir esos dos valores de E, y elegir los
otros segln nos parezca mejor. No tiene sentido elegir valores de E menores que —Eg
puesto que esas curvas quedaran completamente por debajo del eje horizontal, y todavia

ﬁmm
20 S/ 3%

Hasta aqui hemos graficado E — V(¢). Como vamos a tomar la raiz cuadrada, borramos

falta tomarles la raiz cuadrada.

%

A\

del dibujo todos los tramos de las curvas que queden por debajo del eje horizontal.

A N A

;
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Ahora tomamos la raiz cuadrada, que consiste en repetir el dibujo anterior alterandolo
de manera suave de tal modo que las intersecciones con el eje horizontal tracen o bien una

raiz cuadrada o bien la funcién valor absoluto.

D
D)

Finalmente, completamos el retrato por simetria y le agregamos flechitas aqui y all4.

o
72
NS/
o

El retrato de fase se divide en regiones de libracion (es decir, oscilacién) y rotacion.
Entre las dos regiones hay una separatriz.

A\ >
A
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La separatriz corresponde a las curvas de nivel con energia igual a Ey,

p = +£V2ml?y/Eo + Epcos @ = +£24/ml?E( cos % (34)
4 A\ A AV A4 Al
N ¥ AN ¥ AN ¥

En las figuras de la pédgina anterior, los puntos de equilibrio estable, @Y = 27rm, estan
marcados en verde. Corresponden a 6rbitas de libracién de amplitud cero. Los puntos de
equilibrio inestable, (pg) = (2n + 1), estdn en las intersecciones de las curvas anaranjadas.
Estos puntos estan ubicados en los méximos del potencial. Ustedes pueden verificar que
toma un tiempo infinito alcanzar uno de estos puntos desde una posicién intermedia. Por
ejemplo, si desde la posiciéon ¢ = 0, le dan al péndulo el impulso justo para que alcance el

méximo del potencial en ¢ = 7, le tomara un tiempo infinito alcanzar ese punto.

m Pasemos al item (c). Se nos pide encontrar el hamiltoniano en coordenadas esféricas de

una particula que se mueve en un potencial central V(r). Su lagrangiano es
L= %mfz + %mrzez + %mrz sin? @ @2 — V(r). (35)

Sabemos que H va a ser T+ V. Ademds, cada término cinético es de la forma 1f;(q)q?, asi

que podemos usar el resultado que dedujimos més arriba. En definitiva,

P; | Pé s
H(T>ea @»prap(%p(p) - 21:1 + 21T16T2 + Imr2 (SpiIlz 0 + V(T) (36)

Las coordenadas ciclicas siguen teniendo el mismo papel relevante que en el formalismo
lagrangiano. Aqui ¢ es ciclica; eso significa que su momento conjugado p, se conserva.

Las ecuaciones de Hamilton son

. pr ( 'l p2
= — o 2
[ Pr= s (Pe i singe) -V,
Po 2
= 2) N Pe (37)
m PO = 2 sind 0 ©° .
o= —Fo :
\ mr2sin? 0’ Pe =0.
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m En el item (d), una particula se mueve en el plano sometida a un potencial central V/(r).

El lagrangiano en coordenadas polares es
L =Imi? + Imr?g? — V(r). (38)

Por lo tanto, el hamiltoniano resulta

2

2
H(T, 0,PryPo) = 35+ 7025 + V(). (39)

Este es un caso especial del item anterior, con © = m/2. Las ecuaciones de Hamilton se
construyen facilmente:

pr pZ

1‘. - y.. — — /

m ’ pT mrg‘ V (r)) (40)
. Peo -
? = Po =0

Debido a que ¢ es ciclica y a que p,, es constante, el problema radial estd gobernado por
un hamiltoniano efectivo
_p v

- 2m + 2mr2

H,(r,pr) + V(r), (41)

donde 1 = p,, es el valor constante del impulso conjugado a la coordenada ¢. Reconocerdn

en el hamiltoniano anterior el potencial efectivo para el problema de fuerzas centrales,

12
= 22

Vet (1) +V(r). (42)

Este potencial tendra asociado un retrato de fase en el plano rp-. El problema pide graficar

el retrato de fase para los potenciales V(r) = —k/ry V(r) = %krz. Se hace la salvedad
de que k > 0, pero es un buen ejercicio considerar ademads los casos en que k < 0. Aqui
Unicamente analizaremos el caso V(r) = —k/r con k > 0, los otros tres casos quedan como
ejercicio para ustedes.

Primero graficamos el potencial V. Es algo en lo que ya tenemos practica.

ch(T)

7Y SR
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Ahora lo damos vuelta para graficar —V;.

- ef(r)

El paso siguiente es sumarle a esta funcién distintos valores de E. Hay dos valores es-
peciales de la energia que debemos incluir necesariamente: el valor en el minimo del
potencial, Ey, y el valor asintético cuando v — oo. Distribuimos el resto de los valores

como para tener varios casos intermedios. El resultado es la siguiente figura.

E— Vef(r)

Como vamos a tomar raiz cuadrada, borramos todo lo que quede por debajo del eje
horizontal.
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Para obtener el retrato de fase definitivo, falta tomar raiz cuadrada a estas funciones,

completar por simetria la regiéon p < 0 y distribuir flechitas. Cualitativamente el tinico

lugar en donde hay que retocar las curvas es en su intersecciéon con el eje horizontal.

Como aqui todas las intersecciones son lineales, al tomar raiz cuadrada intersectardn al

eje horizontal con pendiente infinita.

Pr

[ ] ”

Para energias en el intervalo Ey < E < 0, las 6rbitas son peridédicas y corresponden a

un movimiento de libracién en el espacio de fase rp,. Para energias mayores o iguales que

cero, la 6rbitas son no acotadas, y para cada valor de E el radio alcanza un valor minimo. La

6rbita con E = E, consiste en un tinico punto de equilibrio estable. Este punto corresponde

al movimiento en el espacio segiin una 6rbita circular.



16 MEcANICA CLASICA A 2021 1c

m El item (e) habla de un trompo simétrico pesado con un punto fijo. Este ejercicio es
interesante porque los términos cinéticos en el lagrangiano ya no son de la forma 3f;(q)q?.
El lagrangiano de un trompo simétrico pesado es

| I .
L=+ peosd) + 5 (67 + ¢ sin” 8) —mgd cos (43)

donde I e I3 con los momentos principales de inercia respecto el punto fijo y donde d es la

distancia del punto fijo al centro de masa.
La funcién h serd iguala T +V,

I

2

Se trata de construir el hamiltoniano H. Este ejemplo muestra que no siempre seguir la

I . ;
h= (b + ¢ c0s0)% + 5 (0% + ¢? sin0) + mgd cos . (44)

receta como un autémata es el camino maés aconsejable. Si siguiéramos el procedimiento al

pie de la letra, primero calculariamos los impulsos conjugados:

Po = Ié) (45)
Po = I;({ + @ cosB) cos O + I sin? 0, (46)
Py = I3( + @ cosB). (47)

Ahora tendriamos que despejar las velocidades en términos de los impulsos, lo que es
un poco engorroso, pero no tanto (sobre todo estd el peligro de despejar ¢ siguiendo un

camino larguisimo):

6=, (48)
. _pnp_plbcose (49)
= Isin? 0
i Py Po —PycosOd

b _Fe POV TPT s0. 50
b I3 Tsinlo O (50)

Y encima ahora hay que escribir (44) haciendo estas sustituciones, lo que es horriblemente
engorroso. No es de extrafiar que en un parcial no haya uno que llegue al hamiltoniano
correcto. Eso ocurre por seguir el procedimiento como una maquinita.

Sucede que a menudo no hace falta despejar las velocidades. Por ejemplo, para escribir

el primer término de la funcién h en la ec. (44), lo tinico que necesitamos es la combinacién
P+ @ cos 0, (51)
que estd dada por la ec. (47). De modo que

_ P

=L (52)

%(ﬂ) + ¢ cos0)?
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En segundo lugar, la ec. (46) puede escribirse como
Pe = Py cos O + I@sin? 0, (53)
de modo que es un tramite sencillo ver que

(Po — Py cos0)°
Isin? © ’

que es todo lo que necesitamos para escribir el segundo término de la expresion (44).

(54)

@ sin? @ =

Finalmente, sin necesidad de despejar las velocidades ni de hacer los reemplazos en la

funcién h, obtenemos de manera inmediata que

2 2 2
Py | Ps , (Pe —Pwcosb)
H(ev(pvll)apmpq?)plb) :2111; +2_?+ (pZIsii)lze

Les propongo que reproduzcan este resultado siguiendo paso a paso la receta para cons-

+ mgd cos 6. (55)

truir hamiltonianos, despejando las velocidades en términos de los impulsos y calculando
D pidi— L. (56)

Veran entonces lo importante que es pararse un minuto a meditar acerca de qué cosas
realmente necesitan calcular.

Las ecuaciones de Hamilton son

(i _ Py Pe —Pycosh
=— ————5—cosb
b I3 Isin? @ s
. _Pe Py cos 0 (57)
(p Isin’@ '
0 = %,
( Py =0,
Po =0, (58)
. Pe—Pycosd (po — Py cos0)? ,
Pe = Tsin 0 v+ e cos 0 + mgd sin 0.

A través de las cantidades conservadas es posible construir un problema efectivo para
la coordenada 0. Puesto que 1\ y ¢ son coordenadas ciclicas, sus impulsos conjugados se
conservan. De esta manera, la evolucion en el espacio de fase Opg estd controlada por el

siguiente hamiltoniano

2 (pe — Py cos0)?
Ho(6,p0) = % Pe ZIIs)ilflz 5 ) + mgd cos 6. (59)

El potencial efectivo es

(P — Py cos 6)?
21sin% 0

Vet(0) = + mgd cos 6. (60)
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Un anélisis exhaustivo del retrato de fase en el espacio Opg requiere contemplar un gran
nimero de casos. Tomaremos uno en particular, sugerido en el enunciado del problema:
Pe = Py- El otro caso propuesto queda para ustedes como ejercicio. Con p, = py se
obtiene

2

+ mgdcos 0 = ];—‘ftanz g + mgd cos 6. (61)

_ p5(1—cos0)?
N 21sin? 0

Vef(e)

A todos los efectos practicos, el potencial efectivo es

V(0) = atan? g + cos 6, (62)

con a > 0. Un andlisis grafico de la suma de estas dos funciones permite prever una forma

posible para este potencial:

0
tan? —
atan >
1
2 & Ve
\ /
n £ : m
cos 0

— 1t

Para 0 tendiendo a £t el gréfico del potencial tiene que pegarse al grafico de la funcién
atan? %, puesto que ahi esa funcién diverge. En cambio, para |0] < 1, domina la funcién
cos0. A primera vista deberfan existir dos minimos, como los que muestra la figura
anterior. Pero es posible que para a suficientemente grande esos minimos desaparezcan.
Eso deberia ocurrir si la concavidad del potencial en 0 = 0 se vuelve positiva. Cerca de

cero es

ab? 02 1/a 5
Val®) = T 1- 2 =145 (S -1) 62 (63)
Vemos que para a < 2, la concavidad en el origen es negativa, y cambia de signo cuando
a sobrepasa el valor 2. Deberiamos esperar que en ese caso los dos minimos laterales

desaparecieran.
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Este andlisis se confirma si buscamos los puntos criticos del potencial. Su derivada es

atan g asin & 0 0
2 ginf=—"2_2sin- cos—. (64)

/ —
ef(e) - COS3 % 2 )

20
cos? 5
La derivada siempre se anula en 6 =0, y si a < 2 también se anula cuando

49

cos” = =
2

(65)

N e

Si a = 2, esto corresponde nuevamente a © = 0. Si a < 2 hay dos raices distintas, como

muestra la figura.

N e

|
|
|
IR
IR
A

Esto quiere decir que el potencial no siempre tiene dos minimos. Para graficar el retrato
de fase habra que considerar por separado dos casos esencialmente distintos: i) a < 2y ii)
a > 2. La figura muestra un grafico del potencial efectivo representativo de cada caso.

Vef( e)

WV
N

a<?2 a

Vamos a graficar el retrato de fase para el potencial de la izquierda. El otro quedard
como ejercicio. Empezamos dibujando E — V(0) para varios valores de la energia. Dos
valores de E que deben incluirse necesariamente son el de los minimos y el del méximo.

Después borramos los tramos de las curvas que estan por debajo del eje horizontal.
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%RA

Por ultimo, tomamos la raiz cuadrada. Cualitativamente los tinicos cambios que hay

E— Vef(e)

que introducir ocurren en las intersecciones de las curvas con el eje horizontal. Cuando
la interseccién es lineal, al tomar raiz cuadrada deben graficarse con pendiente infinita.
Cuando la interseccion es cuadratica, cerca del punto de interseccién resulta el grafico del
valor absoluto. Ese es el caso de la curva marcada en rojo. Completamos el retrato por

simetria y suministramos flechitas generosamente.

70
Y

Todos los movimientos permitidos son de libracién, pero se dividen en dos clases: i)
libracién alrededor de los puntos +6y, y ii) libracién alrededor de ambos puntos. La curva
roja es la separatriz entre los dos tipos de comportamiento. En verde estdn indicados
los dos puntos de equilibrio estable. En el origen estd el punto de equilibrio inestable

correspondiente al maximo del potencial en 0 = 0.
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m Problemas propuestos

a) Encontrar el hamiltoniano del péndulo doble. Asumir l; =1, =ly m; =m, =m.

b) Encontrar el hamiltoniano del sistema del problema 17 de la Guia 1.

my

Dando distintos valores de p,, graficar en la computadora el retrato de fase para el

problema efectivo en la coordenada ¢.

c) Graficar el retrato de fase para una particula que se mueve sobre el eje x unida al origen
por un resorte de constante k y longitud natural 1y. Prestar mucha atencién, porque el

potencial 10 es Tk(x — 1o)?.

d) Encontrar el hamiltoniano de un péndulo plano cuyo punto se suspensioén sigue una
trayectoria predeterminada y(t).

e) Encontrar el hamiltoniano de una particula de masa m y carga e en un campo electro-

magnético caracterizado por potenciales ¢ y A. Recordar que el potencial es

V= —Sv A +ed. (66)

En los dos primeros problemas no hay atajos. En los dos tltimos, el célculo puede abre-
viarse notablemente si se usa la propiedad enunciada en la ec. (20). El problema (b)
es un ejemplo en donde el retrato de fase escapa al procedimiento que hemos aplicado
anteriormente. No va a ser el tinico caso que veamos. Por ejemplo, en mecénica relativista

aparecerdn hamiltonianos de la forma

H(x,p) = y/m2c* + p?c? + V(x). (67)
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m Nota de 2022: originalmente habia escrito, en los problemas propuestos, que los dos
primeros no tenian atajos, pero no es cierto. Patricio Clark introdujo en clase el siguiente
truco, que sirve para simplificar los cdlculos con hamiltonianos cuadréticos en las veloci-
dades. Si

T= %%‘C'hq)'» (68)
entonces
Pi = Qijq;. (69)
De esta manera
T= 1qipi- (70)
2

Asi, cuando haya que reemplazar los ¢; en términos de los p; en la energia cinética, no serd
necesario construir el producto de ¢; con ¢;. Simplemente habrd que calcular términos
lineales en los ¢;. Ejemplo, el péndulo doble con masas iguales y longitudes iguales. El

lagrangiano es

L:(f)%—f—%(b%—kcf)](f)zcosA(p—FZcosq)] + cos @3. (71)

Los momentos son
P1 =2¢1 + @2cosAg, (72)
P2 = @2+ @1 cosAg. (73)

De aqui se despejan las velocidades,

) —Pp2cosA
¢y = PLo PR (74)
1 +sin“ A
_ 2p, —p1cosAg (75)
1+sin®Ag

En lugar de formar la cuadratica en las velocidades, calculamos la bilineal en las veloci-

dades y los impulsos:

2

1 (p1—PpacosAg 2p; —pircosAg >
1 +5sin? Ag P 1 +5sin? Ag ?

(P% +2p3 —2pip2 cosAcp)
1+ sin? Ag '

N —



