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1. Considere la maquina de Atwood de la figura, pero suponga que la polea es un disco de masa uniforme
de masa M y radio R. Usando x como la coordenada generalizada, escriba el Lagrangiano, el momento
generalizado p y el Hamiltoniano H = pi — L. Encuentre las ecuaciones de Hamilton y tselas para
encontrar la aceleracion.

Figure 1: Esquema del sistema del problema 1

2. Una bolita de masa m se encuentra enhebrada en un alambre que se enrolla en forma helicoidal
cumpliendo la relacién en coordenadas polares (p,¢,z) de z = cp y p = R, con R y ¢ constantes. El
eje z estd en la vertical en direcciéon hacia arriba y la gravedad en el mismo eje en direccién hacia
abajo. Usando ¢ como coordenada generalizada, escriba la energia cinética T y la potencial U y luego
escriba el Hamiltoniano H como una funcién de ¢ y del momento conjugado p. Escriba las ecuaciones
de Halmiton y resuelva para ¢ y por lo tanto encuentre también 2. Explique el resultado en términos
de la mecdnica Newtoneana y discuta el caso especial donde R = 0.

3. Una carrito de una montana rusa de masa m se mueve a lo largo de un riel sin rozamiento dispuesto en
el plano zy (x coordenada horizontal e y vertical hacia arriba). La altura del riel se puede parametrizar
como cierta funcién de x como: y = h(z). Usando x como coordenada generalizada, escriba el La-
grangiano, el momento generalizado p y el Hamiltoniano H = pi—L (como funcién de x y p). Encuentre
las ecuaciones de Hamilton

4. Sea una particula de masa m moviéndose en dos dimensiones sujeta a una fuerza F = —kZ + Ky,
donde k y K son constantes positivas. Escriba el Hamiltoniano y las ecuaciones de Hamilton usando
x e y como coordenadas generalizadas. Resuelva y describa el movimiento resultante.



5. La forma simple del Hamiltoniano H = T + U es solo valida si las coordenadas generalizadas son
naturales (i.e, la relacién entre las coordenadas generalizadas y las cartesianas es independiente del
tiempo). Sin embargo si las coordenadas no son naturales dicha forma no es vélida y por ende el
Hamiltoniano se calcula por definicién. Pruebe que para el caso de una bolita de masa m enhebrada
en un riel horizontal unidimensional sin rozamiento rotando con velocidad w respecto a un eje vertical
que pasa por el centro del riel, la forma simple no es vélida.

6. Considere una bolita de masa m cuyo movimiento estéd restringido a moverse en un cilindro sin roza-
miento de radio R, que en coordenadas polares (p, ¢, z) se escribe como p = R. La bolita se encuentra
sometida a una fuerza externa F — —krr, donde k es una constante positiva y r es la distancia al
origen. Usando z y ¢ como coordinadas generalizadas, encuentre el hamiltoniano H, escriba y resuelva
las ecuaciones de Hamilton. Describa el movimiento.

7. Considere una masa confinada a moverse en la superficie de un cono como el ejercicio de la guia de
Lagrange pero considere coordenadas cilindricas como indica la figura.

(a) Escriba el Hamiltonieanno del sistema considerando usando a z y ¢ como variables generalizadas.

(b) Encuentre las ecuaciones de Hamilton y pruebe que pg es constante.

(¢) Demuestre que hay una solucién donde la masita realiza un movimiento circular a un zy constante
a velocidad angular ¢ constante. A su vez explique cualitativamente por qué el movimiento esta
confinado entre un z,,in y z,azx.

(d) Use las ecuaciones de movimiento y pruebe que el movimiento circular es una solucién estable.
Para ello demuestre que si las érbitas son z = zg + € con pequeno, éste oscila en torno a 0.

(e) Muestre que la frecuencia de oscilacién es w = v/3¢sina (con «a el dngulo de cono tana = c).
Encuentre para cuél valor del angulo « la frecuencia de oscilacion w es igual a la velocidad angular

¢.
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Figure 2: Esquema del sistema del problema 3

8. Considere el péndulo fisico que muestra la figura cuyo momento de inercia respecto al centro de masa
es Iy.

(a) Escriba el Hamiltoniano del sistema. [ayuda: considere el cuerpo rigido y use como coordenada
generalizada 6)].

(b) Encuentre las ecuaciones de Hamilton del sistema. Encuentre el perfodo para el caso de pequenas
oscilaciones.

(c) Represente el sistema en un diagrama de fases pertinente (g; P,). Indique los distintos movimientos
posibles que muestra el diagrama. [ayuda: escriba P, en funcién de ¢ y note qué tipo de gréfico
obtiene para pequenas oscilaciones, luego encuentre que tipo de grafico encuentra para todo valor
del angulo].



9.

10.

Figure 3: Esquema del sistema del problema 3

Considere una masa m moviéndose en dos dimensiones bajo el efecto de una fuerza sencilla F' que
no depende de r ni de ¢t. Encuentre el potencial U(r) y el Hamiltoniano. Demuestre que usando
coordenadas rectangulares x e y con z en la direccién de la fuerza F, la coordenada y es ignorable.
Demuestre asimismo que si usa coordenadas rectangulares pero la fuerza no coincide con ninguno de
los ejes, entonces ninguna coordenada es ignorable.

Considere la maquina de Atwood modificada que muestra la figura. Las dos masas de la izquierda
de igual masa m se encuentran unidas por un resorte sin masa de constante elastica k. La masa de
la derecha tiene masa M = 2m y la polea no tiene masa ni rozamiento. La coordenada x mide la
extensiéon del resorte respecto a su posicién de equilibrio, es decir que la extensién del mismo se puede
escribir como [, + x, donde [ es la posicién de equilibrio.

e Demuestre que la energia potencial del sistema (eldstica mas gravitatoria) es simplemente U =
%ksz, a diferencia de una constante que puede considerarse 0.

e Encuentre los momentos conjugados para x e y y escriba el Hamiltoniano, indique, de haberlas,
cudles coordenadas son ignorables.

e Escriba las 4 ecuaciones de Hamilton y resuelva el sistema dada las siguientes condiciones iniciales:
la masa M se fija con todo el sistema en equilibrio con y = g, luego con M fijo todavia se tira de
la masa m inferior una distancia zy y en el tiempo ¢ se liberan las masas. Describa el movimiento
y encuentre la frecuencia de oscilacion de la coordenada x.
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Figure 4: Esquema del sistema del problema 3



