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Guía	1	–	Principio	Variacional	–	Mecánica	Clásica	–	Cátedra	G.	Mindlin	–	1er	Cuatrimestre	2018	

 

1. Considérese la longitud 𝐿 entre dos puntos 1,2 de la superficie de una esfera de radio 𝑅 en coordenadas 
esféricas ሺ𝑟, 𝜃, 𝜙ሻ. Suponiendo que está descripta diferencialmente como 𝑑𝑙ଶ ൌ 𝑑𝑙ఏ

ଶ ൅ 𝑑𝑙థ
ଶ , la longitud 𝐿 será 

𝐿 ൌ න 𝑑𝑙
ଶ

ଵ
ൌ න ට𝑑𝑙ఏ

ଶ ൅ 𝑑𝑙థ
ଶ

ଶ

ଵ
ൌ න ඥሺ𝑅𝑑𝜃ሻଶ ൅ ሺ𝑅 sin 𝜃 𝑑𝜙ሻଶ

ଶ

ଵ
ൌ 𝑅 න ඨ1 ൅ ൬sin 𝜃

𝑑𝜙
𝑑𝜃

൰
ଶ

𝑑𝜃
ఏమ

ఏభ

 . 

 

2. Se busca utilizar el Principio de Fermat para estudiar el camino óptico de un rayo de luz reflejado. Si 
consideramos el tiempo 𝑇, que tarda el haz en recorrer un camino 𝑆 ൌ 𝑐𝑇, éstos vendrían dados como 

𝑇 ൌ න 𝑑𝑡
௧మ

௧భ

ൌ
1
𝑐

න
𝑐
𝑣

𝑑𝑠
𝑑𝑡

𝑑𝑡
௧మ

௧భ

ൌ
1
𝑐

න 𝑛 𝑑𝑠
௉మ

௉భ

 , 𝑆 ൌ න 𝑛 𝑑𝑠
௉మ

௉భ

 , 

además, como el medio es siempre el mismo, 𝑛 ൌ 𝑛଴ ൌ 𝑐𝑡𝑒. Por otra parte, si el camino 𝑆 es recorrido como 𝑃ଵ𝑄𝑃ଶ, 
con 𝑄 ൌ ሺ𝑥, 0, 𝑧ሻ el punto de reflexión, 𝑃ଵ ൌ ሺ0, 𝑦ଵ, 0ሻ el inicial y 𝑃ଶ ൌ ሺ𝑥ଶ, 𝑦ଶ, 0ሻ el final, se tiene que 

𝑇 ൌ
𝑛଴

𝑐
න 𝑑𝑠

௉మ

௉భ

ൌ
𝑛଴

𝑐
ቆන 𝑑𝑠

ொ

௉భ

൅ න 𝑑𝑠
௉మ

ொ
ቇ ൌ

𝑛଴

𝑐
ቆට𝑥ଶ ൅ 𝑦ଵ

ଶ ൅ 𝑧ଶ ൅ ටሺ𝑥 െ 𝑥ଶሻଶ ൅ 𝑦ଶ
ଶ ൅ 𝑧ଶቇ ൌ

𝑛଴

𝑐
ሺ𝑙ଵ ൅ 𝑙ଶሻ . 

Aplicando el Principio de Fermat, el tiempo recorrido por el rayo de luz debe ser mínimo, luego 

𝜕𝑇
𝜕𝑧

ൌ
𝑛଴

𝑐
൬

𝑧
𝑙ଵ

൅
𝑧
𝑙ଶ

൰ ൌ 0 ⟹ 𝑧 ൌ 0 , 

𝜕𝑇
𝜕𝑥

ൌ
𝑛଴

𝑐
൬

𝑥
𝑙ଵ

൅
𝑥 െ 𝑥ଶ

𝑙ଶ
൰ ൌ 0 ⟹

𝑥
𝑙ଵ

ൌ
𝑥 െ 𝑥ଶ

𝑙ଶ
⟹ sin 𝜃ଵ ൌ sin 𝜃ଶ ⟹ 𝜃ଵ ൌ 𝜃ଶ , 

de esto se prueba que 𝑃ଵ, 𝑄, 𝑃ଶ pertenecen al mismo plano 𝑧 ൌ 0 y que se obedece la ley de reflexión 𝜃ଵ ൌ 𝜃ଶ. 

 

3. Considérese el problema 2 para un caso de refracción. Ahora se tienen dos medios con índices de refracción 
𝑛ଵ, 𝑛ଶ y el camino 𝑆 es corrido nuevamente como 𝑃ଵ𝑄𝑃ଶ, pero siendo ahora 𝑄 ൌ ሺ𝑥, 0, 𝑧ሻ el punto de refracción, 
𝑃ଵ ൌ ሺ0, 𝑦ଵ, 0ሻ el inicial y 𝑃ଶ ൌ ሺ𝑥ଶ, െ𝑦ଶ, 0ሻ el final. De esta forma, el tiempo recorrido 𝑇 vendrá dado como 

𝑇 ൌ
1
𝑐

න 𝑛ሺ𝑦ሻ 𝑑𝑠
௉మ

௉భ

ൌ
𝑛ଵ

𝑐
න 𝑑𝑠

ொ

௉భ

൅
𝑛ଶ

𝑐
න 𝑑𝑠

௉మ

ொ
ൌ

𝑛ଵ

𝑐
ට𝑥ଶ ൅ 𝑦ଵ

ଶ ൅ 𝑧ଶ ൅
𝑛ଶ

𝑐
ටሺ𝑥 െ 𝑥ଶሻଶ ൅ 𝑦ଶ

ଶ ൅ 𝑧ଶ ൌ
1
𝑐

ሺ𝑛ଵ𝑙ଵ ൅ 𝑛ଶ𝑙ଶሻ . 

Aplicando nuevamente el Principio de Fermat de mínimo tiempo, se obtiene que 

𝜕𝑇
𝜕𝑧

ൌ
1
𝑐

൬𝑛ଵ
𝑧
𝑙ଵ

൅ 𝑛ଶ
𝑧
𝑙ଶ

൰ ൌ 0 ⟹ 𝑧 ൌ 0 , 

𝜕𝑇
𝜕𝑥

ൌ
1
𝑐

൬𝑛ଵ
𝑥
𝑙ଵ

൅ 𝑛ଶ
𝑥 െ 𝑥ଶ

𝑙ଶ
൰ ൌ 0 ⟹ 𝑛ଵ

𝑥
𝑙ଵ

ൌ 𝑛ଶ
𝑥 െ 𝑥ଶ

𝑙ଶ
⟹ 𝑛ଵ sin 𝜃ଵ ൌ 𝑛ଶ sin 𝜃ଶ , 

de lo que nuevamente se prueba que 𝑃ଵ, 𝑄, 𝑃ଶ pertenecen al mismo plano 𝑧 ൌ 0 y que se obedece la ley de 
refracción 𝑛ଵ sin 𝜃ଵ ൌ 𝑛ଶ sin 𝜃ଶ .  

 

4. Se busca aplicar el Principio de Fermat visto estrictamente como tiempo estacionario o extremo (en lugar de 
mínimo) para un espejo cóncavo semiesférico en el que el haz de luz parte del punto 𝐴 ൌ ሺ0, 𝑅ሻ y llega al punto 
𝐵 ൌ ሺ0, െ𝑅ሻ mediante una reflexión el punto 𝑃 ൌ ሺ𝑅 cos 𝜃 , 𝑅 sin 𝜃ሻ. Luego, el tiempo total recorrido será 



1.2 
 

𝑇 ൌ
𝑛଴

𝑐
න 𝑑𝑠

஻

஺
ൌ

𝑛଴

𝑐
ቆන 𝑑𝑠

௉

஺
൅ න 𝑑𝑠

஻

௉
ቇ ൌ

𝑛଴

𝑐
ቀඥሺ𝑅 cos 𝜃ሻଶ ൅ ሺ𝑅 sin 𝜃 െ 𝑅ሻଶ ൅ ඥሺ𝑅 cos 𝜃ሻଶ ൅ ሺ𝑅 sin 𝜃 ൅ 𝑅ሻଶቁ ൌ ⋯ 

𝑇 ൌ
𝑛଴

𝑐
𝑅√2൫√1 ൅ sin 𝜃 ൅ √1 െ sin 𝜃൯ . 

Como el tiempo 𝑇 debe ser un extremo, se puede obtener 𝜃 (y por tanto 𝑃) en que se cumple, de este modo 

𝑑𝑇
𝑑𝜃

ൌ
𝑛଴

𝑐
𝑅

√2
2

cos 𝜃 ൬
1

√1 ൅ sin 𝜃
െ

1

√1 െ sin 𝜃
൰ ൌ 0 ⟹ 𝜃 ൌ േ

𝜋
2

 ó 𝜃 ൌ 0 ⟹ 𝜃஼ ൌ 0 , 

de lo que se puede ver que 𝜃 ൌ േ𝜋/2 valdría sólo en caso de reflejarse sobre el mismo punto, es decir 𝑃 ൌ 𝐴 o 
𝑃 ൌ 𝐵, por lo que se deduce que 𝜃஼ ൌ 0 es el punto en el que 𝑇 es extremo. Resta verificar que dicho 𝜃஼ cumple 
que 𝑇 es, además, máximo. Aplicando el criterio de derivada segunda, y valuando en 𝜃஼ se obtiene que 

𝑑ଶ𝑇
𝑑𝜃ଶ ൌ െ

𝑛଴

𝑐
𝑅

√2
2

൭sin 𝜃 ൬
1

√1 ൅ sin 𝜃
െ

1

√1 െ sin 𝜃
൰ ൅

cosଶ 𝜃
2

൬
1

ሺ1 ൅ sin 𝜃ሻଷ/ଶ ൅
1

ሺ1 ൅ sin 𝜃ሻଷ/ଶ൰൱ ⟹
𝑑ଶ𝑇
𝑑𝜃ଶቤ

ఏ಴

൏ 0 , 

por lo que queda verificado que 𝑇ሺ𝜃஼ሻ es extremo y máximo. De modo que el tiempo que tarda el rayo en recorrer 
𝐴𝑃𝐵 vendrá dado como 𝑇 ൌ 𝑇ሺ𝜃஼ሻ ൌ ൫2√2൯𝑛଴𝑅/𝑐 y que el punto de reflexión será 𝑃 ൌ ሺ𝑅, 0ሻ. 

 

5. Se tiene un cilindro recto de radio 𝑅 del que se busca estudiar la geodésica entre dos puntos 1,2 en su superficie. 
Para ello, se plantea el principio de mínima acción aplicado a la longitud 𝐿 entre tales puntos, que se escribirá 

𝐿 ൌ න 𝑑𝑙
ଶ

ଵ
ൌ න ඥሺ𝑅𝑑𝜙ሻଶ ൅ 𝑑𝑧ଶ

ଶ

ଵ
ൌ න ඨ1 ൅ ൬𝑅

𝑑𝜙
𝑑𝑧

൰
ଶ

 𝑑𝑧
௭మ

௭భ

 . 

La última expresión se puede reescribir en términos de la función 𝑓, las variables dependientes 𝜙, 𝜙ᇱ y la variable 
independiente 𝑧 de forma tal que la longitud 𝐿 vendrá dada como 

𝐿 ൌ න 𝑓ሺ𝜙, 𝜙ᇱ, 𝑧ሻ 𝑑𝑧
௭మ

௭భ

 , 𝑓 ≡ ඥ1 ൅ ሺ𝑅𝜙ᇱሻଶ , 𝜙ᇱ ≡
𝑑𝜙
𝑑𝑧

 , 

luego, para cumplir el principio de mínima acción, se resuelve la ecuación de Euler-Lagrange, entonces 

𝜕𝑓
𝜕𝜙

െ
𝑑

𝑑𝜃
൬

𝜕𝑓
𝜕𝜙ᇱ൰ ൌ 0 ⟹

𝜕𝑓
𝜕𝜙

ൌ 0 ⟹
𝜕𝑓

𝜕𝜙ᇱ ≡ 𝑐 ൌ 𝑐𝑡𝑒 , 

𝜕𝑓
𝜕𝜙ᇱ ൌ

𝑅ଶ𝜙ᇱଶ

ඥ1 ൅ ሺ𝑅𝜙ᇱሻଶ
ൌ 𝑐 ⟹ 𝜙ᇱ ൌ

𝑑𝜙
𝑑𝑧

ൌ
𝑐

√𝑅ସ െ 𝑐ଶ𝑅ଶ
≡ 𝑚 ൌ 𝑐𝑡𝑒 , 

𝜙ሺ𝑧ሻ ൌ 𝑚𝑧 ൅ 𝑏 . 

De este modo, la trayectoria en que se unen los dos puntos 1,2 deben verificar para todo punto que 𝜙 ൌ 𝜙ሺ𝑧ሻ. La 
resolución completa se puede hacer considerando conocidos los puntos 𝑃ଵ ൌ ሺ𝑅, 𝜙ଵ, 𝑧ሻ y 𝑃ଶ ൌ ሺ𝑅, 𝜙ଶ, 𝑧ሻ, luego 

𝜙ଵ ൌ 𝑚𝑧ଵ ൅ 𝑏 , 𝜙ଶ ൌ 𝑚𝑧ଶ ൅ 𝑏 ⟹  𝑚 ൌ
𝜙ଵ െ 𝜙ଶ

𝑧ଵ െ 𝑧ଶ
 , 𝑏 ൌ

𝑧ଵ𝜙ଶ െ 𝑧ଶ𝜙ଵ

𝑧ଵ െ 𝑧ଶ
 , 

de modo que, conocida 𝑚, se puede calcular la longitud entre los puntos 1,2 resolviendo la integral de 𝐿 como 

𝐿 ൌ න ඥ1 ൅ ሺ𝑅𝜙ᇱሻଶ 𝑑𝑧
௭మ

௭భ

ൌ න ඥ1 ൅ ሺ𝑅𝑚𝑧ሻଶ 𝑑𝑧
௭మ

௭భ

ൌ ቈ
𝑅𝑚𝑧√𝑅ଶ𝑚ଶ𝑧ଶ ൅ 1 ൅ sinhିଵሺ𝑅𝑚𝑧ሻ

2𝑅𝑚
቉

௭భ

௭మ

 . 
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6. Se busca estudiar la braquistócrona, que es la curva entre dos puntos que es recorrida en el menor tiempo 
posible, para una partícula con velocidad inicial 𝑣଴ sometida a un potencial gravitatorio terrestre 𝐸௉ ൌ 𝑚𝑔𝑦. En 
tal caso, la velocidad en todo punto puede ser calculada a partir de la conservación de la energía, de modo que 

𝑣ଶ ൌ 2𝑔𝑦 ൅ 𝑣଴
ଶ , 

esto permite reconstruir el tiempo 𝑇 en términos diferenciales como 𝑣 ∙ 𝑑𝑇 ൌ 𝑑𝑠, de forma tal que integrando se 
puede obtener el tiempo 𝑇 que tarda la partícula desde el punto 𝑃ଵ ൌ ሺ𝑥ଵ, 𝑦ଵሻ hasta el punto 𝑃ଶ ൌ ሺ𝑥ଶ, 𝑦ଶሻ, luego 

𝑇 ൌ න
𝑑𝑠
𝑣

ଶ

ଵ
ൌ න

ඥ𝑑𝑥ଶ ൅ 𝑑𝑦ଶ

ඥ2𝑔𝑦 ൅ 𝑣଴
ଶ

ଶ

ଵ
ൌ

1

ඥ2𝑔
න

ඥ1 ൅ ሺ𝑑𝑥/𝑑𝑦ሻଶ

ඥ𝑦 ൅ 𝑣଴
ଶ/2𝑔

𝑑𝑦
௬మ

௬భ

 . 

Para buscar el mínimo tiempo, se define la función 𝑓, variables dependientes 𝑥, 𝑥ᇱ e independiente 𝑦 como 

𝑓ሺ𝑥, 𝑥ᇱ, 𝑦ሻ ൌ ඨ
𝑥ᇱଶ ൅ 1
𝑦 ൅ 𝛼

 , 𝑥ᇱ ൌ
𝑑𝑥
𝑑𝑦

 , 𝛼 ൌ
𝑣଴

ଶ

2𝑔
 , 

donde la elección de 𝑦 como variable independiente es conveniente debido a que simplifica el cálculo, ya que el 
campo gravitatorio viene en tal variable y está incluido en el denominador de 𝑓, permitiendo que 𝜕𝑓/𝜕𝑥 ൌ 0. 
Para cumplir el principio de mínima acción, se aplica la ecuación de Euler-Lagrange se obtiene, de forma que 

𝜕𝑓
𝜕𝑥

െ
𝑑

𝑑𝑦
൬

𝜕𝑓
𝜕𝑥ᇱ൰ ൌ 0 ⟹

𝜕𝑓
𝜕𝑥

ൌ 0 ⟹
𝜕𝑓
𝜕𝑥ᇱ ൌ

𝑥ᇱ

ඥሺ𝑥ᇱଶ ൅ 1ሻሺ𝑦 ൅ 𝛼ሻ
ൌ 𝑐𝑡𝑒 , 

𝑥ᇱଶ

ሺ𝑥ᇱଶ ൅ 1ሻሺ𝑦 ൅ 𝛼ሻ
ൌ 𝑐𝑡𝑒 ൌ

1
2𝑎

⟹ 𝑥ᇱ ൌ
𝑑𝑥
𝑑𝑦

ൌ ඨ
𝑦 ൅ 𝛼

2𝑎 െ ሺ𝑦 ൅ 𝛼ሻ
 . 

Integrando la última expresión obtenida en términos de 𝑦, se halla una relación para 𝑥 ൌ 𝑥ሺ𝑦ሻ, es decir, 

𝑥ሺ𝑦ሻ ൌ න ඨ
𝑦 ൅ 𝛼

2𝑎 െ ሺ𝑦 ൅ 𝛼ሻ
𝑑𝑦 . 

La integral anterior se simplifica aplicando un cambio de variables, lo que permite resolver la integral, luego 

𝑦 ൅ 𝛼 ൌ 𝑎ሺ1 െ cos 𝜃ሻ , 𝑑𝑦 ൌ 𝑎 sin 𝜃 𝑑𝜃 , 

𝑥ሺ𝜃ሻ ൌ න ඨ
𝑎ሺ1 െ cos 𝜃ሻ

2𝑎 െ 𝑎ሺ1 െ cos 𝜃ሻ
ሺ𝑎 sin 𝜃 𝑑𝜃ሻ ൌ 𝑎 න sin 𝜃 ඨ

1 െ cos 𝜃
1 ൅ cos 𝜃

𝑑𝜃 ൌ 𝑎 න sin 𝜃 tan
𝜃
2

𝑑𝜃 ൌ 𝑎 නሺ1 െ cos 𝜃ሻ𝑑𝜃 . 

Resolviendo la integral se obtiene 𝑥 ൌ 𝑥ሺ𝜃ሻ que, junto con el resultado anterior de 𝑦 ൌ 𝑦ሺ𝜃ሻ, permite describir 
en forma parametrizada (parámetro 𝜃) la curva braquistócrona de este caso. Esto queda escrito como 

𝑥ሺ𝜃ሻ ൌ 𝑎ሺ𝜃 െ sin 𝜃ሻ ൅ 𝑏 , 𝑦ሺ𝜃ሻ ൌ 𝑎ሺ1 െ cos 𝜃ሻ െ
𝑣଴

ଶ

2𝑔
 , 𝑎, 𝑏 ൌ 𝑐𝑡𝑒 . 

Puede observarse que tal curva es, en efecto, una curva cicloide, corrida en 𝑣଴
ଶ/2𝑔. De quererse resolver por 

completo, se debería conocer el punto inicial 𝑃ଵ ൌ ሺ𝑥ଵ, 𝑦ଵሻ y final 𝑃ଶ ൌ ሺ𝑥ଶ, 𝑦ଶሻ. Esto permitiría calcular el valor 
inicial 𝜃ଵ y final 𝜃ଶ del parámetro 𝜃, como así también las constantes 𝑎, 𝑏 del problema. 

Para dar un ejemplo, supóngase el caso particular en que 𝑣଴ ൌ 0 y que, además, 𝑥ଵ ൌ 𝑦ଵ ൌ 0. En tal caso, se 
hallaría que inicialmente 𝜃ଵ ൌ 0 y, por tanto, que 𝑏 ൌ 0. De esto se obtendría que 

𝑥ሺ𝜃ሻ ൌ 𝑎ሺ𝜃 െ sin 𝜃ሻ ,   𝑦ሺ𝜃ሻ ൌ 𝑎ሺ1 െ cos 𝜃ሻ , 𝜃ଵ ൌ 0 , 

si además se considerase el punto final de la trayectoria ሺ𝑥ଶ, 𝑦ଶሻ, se obtendría 𝜃ଶ junto con la constante 𝑎. 
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7. Se busca estudiar la geodésica del problema 1 entre dos puntos 𝑃ଵ ൌ ሺ𝑅, 𝜃ଵ, 𝜙ଵሻ y 𝑃ଶ ൌ ሺ𝑅, 𝜃ଶ, 𝜙ଶሻ. Con esta 
finalidad se reescribe la expresión obtenida de forma tal que la longitud quedará escrita como 

𝐿 ൌ න 𝑓ሺ𝜙ሺ𝜃ሻ, 𝜙ᇱሺ𝜃ሻ, 𝜃ሻ 𝑑𝜃  , 𝑓 ≡ 𝑅 ඥ1 ൅ ሺsin 𝜃 𝜙ᇱሻଶ , 𝜙ᇱ ≡
𝑑𝜙
𝑑𝜃

 . 

 

Buscar la geodésica entre dichos puntos, es equivalente a buscar la trayectoria entre ellos tal que su longitud 𝐿 
sea extremo. Para ello, se aplica la ecuación de Euler-Lagrange de forma tal que 

𝜕𝑓
𝜕𝜙

െ
𝑑

𝑑𝜃
൬

𝜕𝑓
𝜕𝜙ᇱ൰ ൌ 0 ⟹

𝜕𝑓
𝜕𝜙

ൌ 0 ⟹
𝑑

𝑑𝜃
൬

𝜕𝑓
𝜕𝜙ᇱ൰ ൌ 0 ⟹

𝜕𝑓
𝜕𝜙ᇱ ൌ

𝑅 sinଶ 𝜃 𝜙ᇱ

ට1 ൅ sinଶ 𝜃 𝜙ᇱଶ
ൌ 𝑐 ൌ 𝑐𝑡𝑒 . 

Sin perder generalidad, dado la simetría esférica del problema, se puede considerar en forma arbitraria los ejes 
de forma tal que el eje 𝑧 pase por el punto 𝑃ଵ. En tal caso, 𝜃ଵ ൌ 0 y, por tanto, 𝑐 ൌ 0. De este modo, deberá 
cumplirse para cualquier trayectoria que 𝜙ᇱሺ𝜃ሻ ൌ 0, por lo que 𝜙ሺ𝜃ሻ ൌ 𝜙ଶ ൌ 𝑐𝑡𝑒, donde 𝜙ଶ es el ángulo azimutal 
del punto 𝑃ଶ. Hallada la geodésica 𝜙ሺ𝜃ሻ ൌ 𝜙ଶ, se puede determinar la longitud 𝐿 entre 𝑃ଵ y 𝑃ଶ como 

𝐿 ൌ න 𝑅
ఏమ

଴
𝑑𝜃 ൌ 𝑅𝜃ଶ . 

 

8. Se busca cuál es la curva que une a dos puntos fijos 𝑃ଵ ൌ ሺ𝑥ଵ, 𝑦ଵሻ y 𝑃ଶ ൌ ሺ𝑥ଶ, 𝑦ଶሻ que genera la superficie de 
revolución entorno a 𝑥 de menor área. El área 𝐴 vendrá dada integrando la expresión 𝑑𝐴 ൌ 2𝜋𝑦ሺ𝑥ሻ𝑑𝑠 como 

𝐴 ൌ නሺ2𝜋𝑦ሻ 𝑑𝑠 ൌ 2𝜋 න 𝑦ඥ𝑑𝑥ଶ ൅ 𝑑𝑦ଶ ൌ 2𝜋 න 𝑦ඥ1 ൅ ሺ𝑑𝑥/𝑑𝑦ሻଶ 𝑑𝑦 . 

El área 𝐴 se puede definir en términos de una función 𝑓, variable independiente 𝑦 e independientes 𝑥, 𝑥ᇱ como 

𝐴 ൌ 2𝜋 න 𝑓ሺ𝑦, 𝑥ᇱሻ 𝑑𝑦 , 𝑓ሺ𝑦, 𝑥ᇱሻ ൌ 𝑦ඥ1 ൅ 𝑥ᇱଶ , 𝑥 ≡ 𝑥ሺ𝑦ሻ , 𝑥ᇱ ≡
𝑑𝑥
𝑑𝑦

 

Aplicando la ecuación de Euler-Lagrange se encuentra la curva que genera la superficie de menor área, luego 

𝜕𝑓
𝜕𝑥

െ
𝑑

𝑑𝑦
൬

𝜕𝑓
𝜕𝑥ᇱ൰ ൌ 0 ⟹

𝑦𝑥ᇱ

√1 ൅ 𝑥ᇱଶ
≡ 𝑦଴ ⟹ 𝑥ᇱ ൌ

𝑦଴

ඥ𝑦ଶ െ 𝑦଴

⟹ 𝑥ሺ𝑦ሻ ൌ 𝑦଴ coshିଵ ൬
𝑦
𝑦଴

൰ ൅ 𝑥଴ , 

con 𝑥଴, 𝑦଴ constantes a definir relacionando los puntos fijos inicial 𝑃ଵ ൌ ሺ𝑥ଵ, 𝑦ଵሻ y final 𝑃ଶ ൌ ሺ𝑥ଶ, 𝑦ଶሻ. Por tanto, la 
curva 𝑦ሺ𝑥ሻ será tal que genera la superficie de revolución de menor área, y viene dada como 

𝑦ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑦଴ cosh ൬
𝑥 െ 𝑥଴

𝑦଴
൰ . 

Hallada curva 𝑦ሺ𝑥ሻ junto con 𝑥଴, 𝑦଴ es posible calcular la superficie de revolución de mínima área (entorno a 𝑥) 
generada por cualquier par de puntos fijos 𝑃ଵ, 𝑃ଶ. Para ello se retoma el área definida inicialmente y se resuelve 

𝐴 ൌ 𝑦଴ න 𝑦ඥ1 ൅ 𝑦ᇱଶ 𝑑𝑥
௫మ

௫భ

ൌ 𝑦଴ න cosh ൬
𝑥 െ 𝑥଴

𝑦଴
൰ ඨ1 ൅ sinhଶ ൬

𝑥 െ 𝑥଴

𝑦଴
൰

௫మ

௫భ

𝑑𝑥 ൌ 𝑦଴ න coshଶ ൬
𝑥 െ 𝑥଴

𝑦଴
൰

௫మ

௫భ

𝑑𝑥 ൌ ⋯ 

𝐴 ൌ 𝑦଴
ଶ න coshଶሺ𝑥෤ሻ

௫మି௫బ
௬బ

௫భି௫బ
௬బ

𝑑𝑥෤ ൌ
𝑦଴

ଶ

4
ሾ2𝑥෤ ൅ sinhሺ2𝑥෤ሻሿ௫భି௫బ

௬బ

௫మି௫బ
௬బ ൌ

𝑦଴
ଶ

4
൤2 ൬

𝑥ଶ െ 𝑥ଵ

𝑦଴
൰ ൅ sinh ൬

𝑥ଶ െ 𝑥଴

𝑦଴
൰ െ sinh ൬

𝑥ଵ െ 𝑥଴

𝑦଴
൰൨ . 

 

9. Se estudia 𝑓ሺ𝑥, 𝑦, 𝑦ᇱሻ de las ecuaciones de Euler-Lagrange cuando ésta no depende de alguna de sus variables. 
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Para el caso en que no depende de 𝑦, es decir 𝑓 ൌ 𝑓ሺ𝑥, 𝑦ᇱሻ, las ecuaciones de Euler-Lagrange quedan 

𝜕𝑓
𝜕𝑦

െ
𝑑

𝑑𝑥
൬

𝜕𝑓
𝜕𝑦ᇱ൰ ൌ 0 ⟹

𝑑
𝑑𝑥

൬
𝜕𝑓
𝜕𝑦ᇱ൰ ൌ 0 ⟹

𝜕𝑓
𝜕𝑦ᇱ ≡ 𝑐𝑡𝑒 , 

por tanto, a resolver la última expresión junto con su constante. Esta simplificación es la primera	integral de las 
ecuaciones de Euler-Lagrange y en mecánica Lagrangeana aparece cuando el momento se conserva. 

Para el caso en que no se depende de 𝑥, es decir 𝑓 ൌ 𝑓ሺ𝑦, 𝑦ᇱሻ, las ecuaciones de Euler-Lagrange se  

 

𝑑𝑓
𝑑𝑥

ൌ⏟
∗

𝜕𝑓
𝜕𝑦

𝑦ᇱ ൅
𝜕𝑓
𝜕𝑦ᇱ 𝑦ᇱᇱ ൌ⏟

∗∗

൭
𝑑

𝑑𝑥
൬

𝜕𝑓
𝜕𝑦ᇱ൰൱ 𝑦ᇱ ൅

𝜕𝑓
𝜕𝑦ᇱ 𝑦ᇱᇱ ൌ⏟

∗∗∗

𝑑
𝑑𝑥

൬𝑦ᇱ 𝜕𝑓
𝜕𝑦ᇱ൰ ⟹ 𝑓 െ 𝑦ᇱ 𝜕𝑓

𝜕𝑦ᇱ ൌ 𝑐𝑡𝑒 , 

donde en ሺ∗ሻ se partió derivando la expresión 𝑓ሺ𝑦, 𝑦ᇱሻ, en ሺ∗∗ሻ se reemplazó por la igualdad explícita de la 
ecuación de Euler-Lagrange y en ሺ∗∗∗ሻ se contrajo la derivada por multiplicación. Esto permitió obtener una 
nueva expresión equivalente a una constante, que corresponde a otra primera	integral de Euler-Lagrange y, en 
mecánica Lagrangeana, a que no hay dependencia temporal y que la energía del sistema se conserva. 

 

10. Se tiene una cuerda de longitud 𝑙 con un extremo fijo en el origen y el otro ubicado en algún lugar del eje 𝑥. 
Se busca la forma de la cuerda para que el área que forma bajo ésta sea máxima. Para ello se aplica el principio 
variacional de mínima acción, para encontrar el valor extremo del área 𝐴 que viene dada como 

𝐴 ൌ න 𝑦𝑑𝑥 ൌ න 𝑦ඥ𝑑𝑠ଶ െ 𝑑𝑦ଶ ൌ න 𝑦ඥ1 െ ሺ𝑑𝑦/𝑑𝑠ሻଶ𝑑𝑠 , 

la cual puede ser reescrita en término de una función 𝑓 y sus variables dependientes 𝑦, 𝑦ᇱ como 

𝐴 ൌ න 𝑓ሺ𝑦, 𝑦ᇱሻ𝑑𝑠
௟

଴
 , 𝑓 ≡ 𝑦ඥ1 െ 𝑦ᇱଶ , 𝑦ᇱ ൌ

𝑑𝑦
𝑑𝑠

 . 

Como 𝑓ሺ𝑦, 𝑦ᇱሻ no depende de la variable independiente 𝑠, se puede usar el resultado del problema anterior, luego 

𝑓 െ 𝑦ᇱ 𝜕𝑓
𝜕𝑦ᇱ ൌ 𝑦ඥ1 െ 𝑦ᇱଶ ൅

𝑦𝑦ᇱଶ

ඥ1 െ 𝑦ᇱଶ
ൌ 𝑐𝑡𝑒 ൌ 𝑟 ⟹ 𝑦ᇱ ൌ

𝑑𝑦
𝑑𝑠

ൌ ඥ1 െ 𝑦ଶ/𝑟ଶ . 

Integrando la última expresión se puede obtener la curva parametrizada 𝑦ሺ𝑠ሻ como 

න 𝑑𝑠
௦

଴
ൌ න

𝑑𝑦

ඥ1 െ 𝑦ଶ/𝑟ଶ

௬

଴
⟹ 𝑠ሺ𝑦ሻ ൌ 𝑟 asinሺ𝑦/𝑟ሻ ⟹ 𝑦ሺ𝑠ሻ ൌ 𝑟 sinሺ𝑠/𝑟ሻ , 

donde 𝑟 ≡ 𝑙/𝜋 ൌ 𝑐𝑡𝑒 se calcula a partir de considerar que el otro extremo de la cuerda está fijo en el eje 𝑥, es 
decir que 𝑦ሺ𝑙ሻ ൌ 0. Resuelto 𝑦ሺ𝑠ሻ se puede resolver también 𝑦ᇱሺ𝑠ሻ como 

𝑦ᇱሺ𝑠ሻ ൌ ඥ1 െ sinଶሺ𝑠/𝑟ሻ . 

Asimismo, se puede calcular la componente 𝑥 ൌ 𝑥ሺ𝑠ሻ, para ello se calcula inicialmente 𝑑𝑥/𝑑𝑠 como 

𝑑𝑥ଶ ൌ 𝑑𝑠ଶ െ 𝑑𝑦ଶ ⇒
𝑑𝑥
𝑑𝑠

ൌ ඨ1 െ ൬
𝑑𝑦
𝑑𝑠

൰
ଶ

ൌ sinሺ𝑠/𝑟ሻ , 

integrando al igual que antes, ahora en términos de 𝑠, se obtiene la curva parametrizada 𝑥ሺ𝑠ሻ como 

න 𝑑𝑥
௫

଴
ൌ න sinሺ𝑠/𝑟ሻ 𝑑𝑠

௦

଴
⇒ 𝑥ሺ𝑠ሻ ൌ 𝑟ሺ1 െ cosሺ𝑠/𝑟ሻሻ . 

Luego, puede verificarse que 𝑥ሺ𝑠ሻ, 𝑦ሺ𝑠ሻ forman unan semicircunferencia parametrizada en 𝑠 dada por 
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ሺ𝑥 െ 𝑟ሻଶ ൅ 𝑦ଶ ൌ 𝑟ଶ, 𝑥 ≡ 𝑥ሺ𝑠ሻ ൌ 𝑟 െ 𝑟 cosሺ𝑠/𝑟ሻ , 𝑦 ≡ 𝑦ሺ𝑠ሻ ൌ 𝑟 sinሺ𝑠/𝑟ሻ , 𝑠 ∈ ሾ0, 𝑙ሿ , 𝑟 ≡ 𝑙/𝜋 .  

Por último, conocidos 𝑦ሺ𝑠ሻ, 𝑦ᇱሺ𝑠ሻ se puede resolver la integral del área propuesta inicialmente como 

𝐴 ൌ න 𝑓𝑑𝑠
௟

଴
ൌ න 𝑦ඥ1 െ 𝑦ᇱଶ 𝑑𝑠

௟

଴
ൌ 𝑟 න sinଶሺ𝑠/𝑟ሻ  𝑑𝑠

గ௥

଴
ൌ 𝑟 න ሺ1 െ cosሺ2𝑠/𝑟ሻሻ 𝑑𝑠

గ௥

଴
ൌ

𝜋𝑟ଶ

2
ൌ

𝑙ଶ

2𝜋
 . 

 

 


