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1. Se tiene una maquina de Atwood compuesta por una polea y dos masas, cuyo Lagrangiano se representa como

m m
L=T 4T, +T;— (U +U,) = —%% + —

. 1
2 2 y(zx) + —Iu)%x) - (—mlgx - ngJ’(x));

2
usando las condiciones de vinculo de la soga (I = x + y + 2nR) y de la polea (t = wR), junto con el momento de

inercia de la polea (I = MR?/2), el Lagrangiano en la coordenada generalizada x se escribira como

1
L(x,ic)=5mt5c2+mrgx, mp=mygtmy o, My =my —my,
donde se omitieron las constantes del Lagrangiano por no alternar las ecuaciones de movimiento resultantes.
Aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange, el momento generalizado p de la coordenada x sera
oL

. . p
=S —=mx=>x=—
P= %% t m,’

usando q = x y el resultado obtenido para p, el Hamiltoniano del sistema quedara escrito como

2
. p
H(g,p,t) = —L=———-m ,
(g.p.t) =pq m, 94
lo cual, para el sistema dado que no depende explicitamente del tiempo y cuyo potencial es conservativo, se
verifica que H = E, siendo el Hamiltoniano la energia del sistema. Por ultimo, las ecuaciones de Hamilton seran

aH_.=>._ p
ap_q q_mt,
0H . .
£=—P=>P=mrg,

derivando la primera ecuacién y usando el resultado obtenido en la segunda se obtiene la aceleracién del sistema

2. El Lagrangiano para el sistema propuesto en cilindricas (R, ¢, c¢) viene dado como
1 : 1 ;
L= Em(fz +12¢% +2?) —mgz = Em(R2 +c?)p? —mgcd,
el momento generalizado py de la coordenada ¢ sera

aL . . p
p¢=a—¢=m(R2+cz)¢=>¢=m(Rz—d;cz),

de lo que se puede reconstruir el Hamiltoniano como

, 1 P
H(¢,p¢) = p¢¢) — L= Em-'_ mgcd)

Las ecuaciones de Hamilton resultantes seran

JdH Py . JH
= —mgc,

¢=6p¢=m(R2+c2)' p=—%—

de lo que se puede hallar, derivando la primera ecuacién y usando la segunda, las ecuaciones de movimiento
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" gc . gc?
p=—-m"—, F=———.
R2 + ¢2 R2 + ¢2

Puede verificarse, para este problema, que H = E pues los vinculos son holénomos y esclerénomos, junto con
que U # U(d)) Por otra parte, si R = 0, se recupera el resultado de caida libre con aceleraciéon —g2Z.

3. Se tiene el Lagrangiano en coordenadas cartesianas como (x, h(x)) junto con gravedad dado por

1 ., 1 [ (dhox\? 1 o\
L=§mr —mgr =zm X +($§) —mgh(x)=zm 1+(a) X —mghy,

el momento generalizado p de la coordenada x y el Hamiltoniano del sistema resultaran

(1 (X)), == 2 (14 () s
p_ax—m ax X, x;p —px _Zm ax mg (x)’

por ultimo, las ecuaciones de Hamilton quedaran descriptas por

__0H _p 1+(6h)2 T p? 1+(6h)2 “ohath ok
x_ap_m ox ’ P="%x " “m 0x axoxz "Iox

4. Se tiene una fuerza dada por F = —kX + K7, la cual deriva de un potencial U = kx — Ky, verificandose que la
fuerza es conservativa (F = —VU). Considerando que es el inico potencial, el Lagrangiano de la particula sera
1,1
L= mez + Emy2 — (kx — Ky),

los momentos generalizados py, p,, de las coordenadas x, y, junto con el Hamiltoniano resultante, seran

oL oL
pxzazmx’ py:a—y:my’
2 pZ
H(x, 00, y,0y) = (pxx +pyy) = L =2p—;l+ﬁ+ (kx — Ky),

verificAndose, para este caso, que H = E. Por ultimo, las ecuaciones de Hamilton quedaran escritas como

9H  p, , oH . 0H p, , oH
X = =—= = = =—= =

- 4. ] =—-—F3_= _kl - 5. - ]
op, m Pz 0x Y opy m

de lo que se obtienen, combinando estos resultados, las ecuaciones de movimientos y sus soluciones como

ok ko,
X=——=x(t) = ——t°+ vt +x,
m m

. K K ,
y=a=y(t)=at + vyt + o -

5. Se tiene una particula con posiciéon r = r(x, y), contenida en un riel horizontal que rota con velocidad angular
constante w, sin estar presente un potencial. En polares, la descripcién Lagrangiana y Hamiltoniana es

m
T=>@+r’w?), U=0, L=T-U,

X ot Hepr-L=imit—Trtw? £ T4U
pT'_af,_mrl _prr —zmr er B
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de lo cual se verifica que H # T + U. Esto se debe a que r = r(x,y) no es una coordenada natural, pues se
relaciona en forma dependiente del tiempo con las coordenadas x,y, ya que (x,y) = (r cos wt,r sinwt). La
relacion H =T + U = E so6lo es vdlida si las coordenadas generalizadas son naturales (la relacién entre las
coordenadas generalizadas y las cartesianas subyacentes es independiente del tiempo).

6. Primeramente se verifica que la fuera es conservativa y tiene un potencial asociado dado por

F

A k k
—krf = =VU = U(r) = Erz = U(p,z) = E(ZZ + R?),

de modo que, despreciando los términos constantes, el Lagrangiano quedara escrito como

mR? .. m k
2 Mo R
> ¢+22 22.

L=T-U=

Por Euler-Lagrange se verifica que el momento conjugado py es conservado, siendo los momentos conjugados

=53 =

Py = mR%*¢p =cte, p, mz,

=9
lo que permite reescribir el Hamiltoniano como

. 1 ’pé) pZ k
penbini- = (B b
Py +P:% R2)2m T om T 27

Por ultimo, las ecuaciones de Hamilton quedaran escritas como

. 0H Py . 0H
=a—= 2 p¢=——=0,
pp MR d¢

., _OH p,
T op, m’ Pz = "%, =

Z —kz,

las cuales resultan en ecuaciones de movimiento desacopladas que, junto con sus soluciones, seran

¢ =0= p(t) = dot + o,
7+ w3z =0, (w3 =k/m) = z(t) = Acos(wot + @),

verificAndose que ¢(t) corresponde a un crecimiento lineal mientras que z(t) a un oscilador arménico simple.

7. Se tiene una masa confinada en la superficie de un cono, de forma que su posicién se parametriza como
7= (czcos¢,czsing,z),

luego, el Lagrangiano del sistema en presencia de un campo gravitatorio uniforme sera
1 . . . 1 | .
L=T-U-= Em(p2 +p2d? +2%) — (mgz) = Em(l + ¢?)z? +§mc222q.'>2 - mgz,

los momentos generalizados p,, py de las coordenadas z, ¢, junto con el Hamiltoniano resultante, seran

oL , oL .
pz=£=m(1+c2)z, p¢=a—¢=mczzz¢,

2

. - 1 \p? 1\ Pg
H(Z;pz;qb;pqﬁ) = (pZZ+p¢)¢)_L= (1+C2)ﬁ+(ﬁ)%+m‘gz,

pudiéndose obtener por ultimo las ecuaciones de Hamilton como
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(')H_( 1 )pz _ aH_1(1)p§,

Zzapz_ 1+c2/m’ Pz = "5, T 2\c2z2) m ~ 9"
. 0H 1 \p , oH
b et

D¢ c?z?/m d¢

de lo que se verifica que L, = py = cte, siendo por tanto una magnitud conservada.

Es posible estudiar el potencial efectivo del Hamiltoniano dado por

1 \Pj
Uerr @ = (272) s + 97

donde esta relacion solo es valida si pg # 0. Del potencial efectivo se
verifica rdpidamente que, para cualquier valor de energia posible, se
estara dentro de un pozo de potencial.

De dicho potencial se encontrard una trayectoria circular para el
minimo de potencial, mientras que para cualquier otro valor existiran
trayectorias elipticas entre un z,,;,, y un z,, 4.

Por otra parte, a partir de las ecuaciones de Hamilton se pueden derivar las ecuaciones de movimiento, luego

-2k (-2

z\c?z%2/ m c?z2) m

L (1 \B, [ 1 \1(1/1\DP§ [ L g
Z_(1+c2)m_(1+cz)m<z(czzz)m my )= 1+ c2 (Zd) cz)'

De existir trayectorias circulares se tiene que z = z, = cte y que Z = 0, luego de la ecuacién en z se obtiene

= = |—= =cte,
¢) ¢0 ZOC2

de lo que se desprende que tanto z = z, como ¢ = ¢, son constantes. Por otra parte, es posible estudiar en la
ecuaciéon de movimiento en z pequefios apartamientos de la trayectoria circular, tales que z = € + z, luego

2
S A
m2c2(1+c¢2)) (e +zg)3 M +¢2/’

aplicando un desarrollo a primer orden de 1/(e + z,)3 en z, se llega a que para € «< 1 la ecuacién quedara

3 P z g
. 2 2 ¢ 0 2

€ =~ —wie + €, Wy =—5|—S————<]>0, €0 =—W§ — ,
0 0 0 z§<m2c2(1+c2) 07370 142
lo cual es valido dada la conservacion de py, y corresponde a la ecuacion de un oscilador arménico siendo, por
tanto, z, un punto de equilibrio estable del sistema. Ademas, es posible el angulo de inclinacién del cono como

p cz i p cz c
tana =—-—=—=c¢, sina = = = )
z z \/Zz +p2 VzZ+c2zZ 1+ c?

en cuyo caso, la frecuencia angular de pequefias oscilaciones w, se podra escribir como

c2zg m ) \J1 ¥ ¢2

luego, en el caso particular de que a = asin(l/\/g), se verifica que w, = ¢.

w0=\/§< ! p_¢>( c )=\/§<ﬁsina,

7.4



8. Se describira el movimiento del cuerpo rigido medido desde “0”, suponiendo conocido el momento de inercia
del centro de masa I, es posible describir en coordenadas polares el centro de masa en términos de la energia
cinética de traslacién y rotacién junto al potencial gravitatorio, dando lugar a un Lagrangiano de la forma

1 . 1 . 1 .
L=T.,, + Tr(gzn) -U= Ele@2 + 51092 + mglcos6 = E(ml2 + 1,)0% + mgl cos 6,

lo cual es equivalente a describir una energia cinética de traslacidn nula en el punto fijo del cuerpo rigido, es decir
que, Ty = 0, junto con ap Steiner al momento de inercia de forma tal que I, = I, + ml?, luego
rot

1 .
=79 —y= E(ml2 +1,)6% + mgl cos 6,

siendo ambas descripciones son totalmente equivalentes. Por otra parte, el momento armoénico conjugado pg, el
Hamiltoniano del sistema y las ecuaciones de Hamilton seran

_O 41y, He=pgd—r=— Do cos
Po=5g = M T TP TS T iz v 1) 9 s
opg miz+1,’ P97 Tgg” Tmersme

derivando y resolviendo las ecuaciones de Hamilton se obtiene una ecuacién de movimiento en 8 como

.. 2 . mgl
9+QOSII’19—0, QO_THZZ—-FIO’

lo cual corresponde a la ecuacidn del péndulo fisico que, en pequefias wl(t)
oscilaciones 6 « 1, se recupera la solucién del oscilador arménico

con frecuencia Q y solucién dada por 6(t) = A cos(Qyt + a). -1
Efectuando un diagrama de fases (0, pg) es posible hacer un estudio \%_
de la evolucidn del sistema para distintas condiciones iniciales (en el \_ ~

grafico se considera que pg < w). Puede observarse que, para
valores iniciales suficientemente pequefios de py, el cuerpo rigido se -

comporta como un oscilador arménico en torno a un punto de 3
equilibrio en (0,0), lo que implica que oscila entre valores maximos &

+6. Mientras que si pg es lo suficientemente grande, el diagrama de
fases nos muestra como 8 crece indefinidamente, lo que implica que
el cuerpo rigido da vueltas completas sin cesar, variando inicamente
pg entre maximos y minimos valores.

9. Se supone una fuerza de magnitud F;, = cte en el plano (direccién ), de forma que deriva de un potencial como

F = FO f'(x'y) =-VU = U(T) = _For,

donde r = r(x, y). De esta forma el Lagrangiano quedara escrito en coordenadas generalizadas x, y como
c="w+2y 4R
=—x"+—= r,
2 2 yTlo

luego, los momentos conjugados py, p, y el Hamiltoniano seran

oL oL pi Py
:a:mxr pyzazmy, H= +__FOT,

Px T 2m 2m

derivando se obtienen las cuatro ecuaciones de Hamilton resultantes como
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m: Px = az_oaﬁ y m: py—_@=_0@;

. Dy . dH ar . Dy . J0H ar
X =— = =

de las cuales se verifica que sir = r(x) la coordenada y es ignorable, pues p,, = 0; sir = r(y) la coordenada x es
ignorable, pues p, = 0; mientras que si 7 = r(x, y), ninguna coordenada x, y resulta ignorable.

10. Primeramente, se describen las posiciones y velocidades de las masas en coordenadas cartesianas
n=yy=>n=y9, hHB=@0+x+L)y=>rR=0+%), H=yud=>7=yu,
considerando que la polea no tiene masa ni friccidn, la longitud de la soga aporta las condiciones de vinculo
L=2nR+y+yy=yu=-y,
mientras que la posicion de equilibrio [, parax = 0 (x = y = 0) se relaciona con la longitud natural [, como

mg

ZFx:mg_k(le_lo):()ﬁle_lo:T'

lo que permite reconstruir el Lagrangiano del sistema total, quedando éste en coordenadas x, y como

L:Tl+T2+TM_(U1+U2+UM+U6),
m.o M. .\ ) 1 2
L =5 +?(y+x) + my —(—mgy—mg(y+x+le)—ng(L—ZnR—y) +§k(x+le — 1) ),
mientras que, usando la relacién de equilibrio [, — I, = mg/k y despreciando constantes, el Lagrangiano sera

..y _ 3 ., 1 1

L(x,%,7y) ==my? +-m(y +x)? — —kx?.
2 2 2
Por otra parte, se sabe el Hamiltoniano del sistema vendra escrito como

. . . . (3 ., 1t o, 1
H=pyy+pxx—£=pyy+pxx—(§my +5m(y +1)* -~ kx )

por lo que es necesario obtener del Lagrangiano los momentos conjugados y sus relaciones de interés

0L L 0L . —
px=a=m(y+x), py=a—y=3my+m(y+x),
. . _p_x .__px_py ._4px_py
(y+x)—m, y= 3m '’ YT T3,

lo que permite resolver el Hamiltoniano del sistema en términos de x y su momento conjugado p, como

2
1 Dy — D 1
TENREEN S N

Del Hamiltoniano se obtienen las cuatro ecuaciones de Hamilton dadas por

_OH _ 4py—py _ O0H i
x_apx_ 3m P T T ox T M
0H Px — Dy oH
y = ——— = — ) =——=O,

Y apy 3m Py 0x

verificandose que y es una coordenada ignorable, pues p,, = 0 de forma que p,, = a = cte, en cuyo caso es posible
reescribir el Hamiltoniano en su variante unidimensional en x como
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_ 2
B ) = 5 (P52

1
2 _k2
m +px>+2 x“.

De las ecuaciones de Hamilton es posible derivar las ecuaciones de movimiento en x, y como

. 2 2 4k
X+wix=0, wp =7, x(t) = xg cos(wgt + @)

x X
)’1=—p—x——— y(t)=cte—zocos(cu0t+<p0),

3m 4’
aplicando las condiciones iniciales x(0) = x,, y(0) = y,, x(0) = y(0) = 0, se resuelve finalmente que

X X w
x(t) = xg cos(wyt) , y(t) =y, + Zo(l —cos(wyt)) = yo + %’sin2 (70 t) .
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