Guia 8 - Transformaciones Canodnicas - Mecanica Clasica - Catedra G. Mindlin - 1er Cuatrimestre 2018

1.a. Se tiene una transformacién canoénica (p, q) - (}_’(q@, Q(q@) aplicada al Hamiltoniano H g ;). Usando que la
transformacion es candnica en ambos pares de coordenadas, es posible hallar las relaciones directas como

oH OH dp; OH dq;\ . 9Q;  90Q; op;, 0Q; dq;  9Q
= 2 o 208 )= 0= LGt )= B = G a8 =
i i\ Opi 0Fj  04; 0fj i\oq; bi bi qi b bi

qi —Di
aH_Z OH Op; | OH 9q; )\ _ . _Z< P, . aJDj,):> ap; 0P, dq; 0P,
0Q; L\ 00, 3q100; |~ T L\ aq " " ap™) T 90, T aa a0, api”
qi —Di

Es posible verificar también, para un espacio unidimensional (n = 1), que la transformacién sera canénica y, por
tanto, cumple las relaciones directas, si para el Jacobiano de la transformacion J, y su inversa /1, definidos como

0Q 0dQ dq 0dq
_0(Q.P) _|aq op . _0ap) [ag P
“a@m |op | T T T |

dq OJp aQ orP

se verifica que el det(J) = det(J~') = 1. En particular, aplicando la inversa para una matriz cuadrada y que
det(J) = 1, se verifican automaticamente las relaciones directas como

ap aQ {6(] dq

i L | o ap|_|o0 op
o | _op og |T|ap o
=1 \ dq Oq aQ a°P
1.b. Se tiene un Hamiltoniano H(p, q) y se aplica transformacién P, ,), Q(4,») de forma que
2 .
p k sinp
H=—+=-q?%, =1 ( ) , P = .
m + 54 Q=In p q cotp

Es posible verificar que es canonica, para un sistema de dimensién 1, calculando determinante del Jacobiano

-1/q cotp 5 5
= = —_ =
Jam (cotp g csc? p) = det(J) =csc“p—cot*p =1,
lo que verifica que es candnica pues det(J) = 1, condicién suficiente para un espacio de dimension 1.

Otra forma general de probar si una transformacién es canodnica es verificando que esto se cumple si y solo si
también se cumple la equivalencia JE/T = E, donde E es la matriz simpléctica. Para este caso se verifica que

(—1/q cotp ) ( 0 1) (—1/q cotp ) _ ( 0 1)

cotp —qcesc?p/\—=1 0/\cotp —qcsc?p -1 0o/’

por lo que, bajo la anterior consideracion, la transformacién es canénica. Alternativamente puede probarse que
una transformacion es canodnica si y solo si los corchetes fundamentales de Poisson son preservados, es decir,

[Pup]=0, [eue]=0, [0.P]=8;.
Por otra parte, se busca hallar las funciones generatrices F;, = F;(q,Q) y F, = F,(q, P), de forma que
oF
a_ql =p = asin(qe?) = F, = /e 2Q¢ — g2 + qasin(qe?) + a(Q),
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JF.
— = —p = —gcot(asin(qge?)) = F, = /e2Q — g2 + g asin(qe?) + B(q),

0Q
an_ _ q _ q P 2 2
%—p—atan(ﬁ)ﬁFZ—qatan(F)—Eln(q + P%) +y(P),
oF, 1 . q 1 ) ) _ (P) P ) )
9P —Q—ln(qsm(atan(P)))——Zln(q + P?) = F, = P — g atan p —Zln(q +P*)+46(q),

igualando los pares de funciones para obtener las constantes de integracién se llega a que

F, =\e2¢ — g2 + qasin(qe?), F,=--.

2. Se tiene el Hamiltoniano de un oscilador arménico dado por

1 mw?
Hp,q) = 5—(pF +p)) +——(ai +a3),

al cual se le aplica una transformacion (p, q) = (P, Q) de la forma

sinA sinA
Gx =C0sAQx +——Py, Gy =CosAQy +——F,

Px = —MwsinAQy + cosA Py, py = —mwsinAQ, + cosA P, .

Dicha transformacién puede representarse matricialmente y también invertirse de forma tal que

sinA
A=cosi, B=——, C =—-mwsini, D =cosA,
maw
Gx A 0 0 B\ /% Qx D 0 0 =B\ /%
l_[0o 4 B 0)[%)_ [ =( 1 ) 0 D -B 0 |[%
Px 0 ¢ D o]\~ P, AD-BcJ\ 0 —¢c A4 0 Px |’
py c 0 0 D/\B P, -C 0 0 A py

de lo que se verifica también que AD — BC = 1. Las ecuaciones de la transformacién inversa quedaran como

_ a sin _ 2 sin4
Qx = c0sAqy ———Py,  Qy=c0SAqy ——Dx,
P, =mwsinigq, + cosApy, P, =mwsinAdqy + cosip, .

Es posible chequear la estructura simpléctica de la transformacién, es decir que JE/” = E, como

A 0 0 -B 0 0 1 0 A 0 0 -C 0 0 1 0
0 A -B O 0 0 0 1 0 A —-C 0 |_ _ 0 0 0 1
0 -C D 0 -1 0 0 O 0 -B D 0o | (4D = BC) -1 0 0 0}
—-C 0 0 D 0 -1 0 0/ \-B O 0 D 0 -1 0 O

luego, ya que AD — BC = 1, se preserva la estructura simpléctica y, por tanto, la transformacién es canénica.
Efectuando directamente el cambio de coordenadas (p, q) — (P, Q) se verifica que

2 2 2 2
px +p; mws | cos“ A w
% = TSIII2 A (Q,% + Q}Z,) + W(sz + Pyz) - §SIHACOS/1 (Pny + Pny)

mw? mw? sin? A )
5 (q,% + qJZ,) = cos? 1 (Q,% + QJZ,) + W(sz + Pyz) + isinlcos/l (Pny + Pny)

de forma que el nuevo Hamiltoniano, luego de aplicar la transformacién canénica, resulta en
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1 2
H(p.q) = H'(P,Q) = 5~ (P2 + P}) + 5~ (0} + 03),

del cual se puede calcular las ecuaciones de Hamilton equivalentes para (P, Q) dadas por

- o
Ox =5p, = Mbx Qy_apy_my’
. oH' , . oH ,
B=-g, = T B=ga = mmetly,

lo que deriva en ecuaciones de movimiento desacopladas y sus correspondientes soluciones
.. 2 .. 2 _
Qx+QOQx =0, Qy+Qon =0, QO =mw,

Q,(t) = A, cos(Qot + @), Q,(1t) =4, cos(QOt + (py) .

Aplicando las condiciones iniciales q,,(0) = p,(0) =0, y definiendo gy = q,(0) >0 y py = p,(0) >0, las
condiciones iniciales para las nuevas coordenadas quedaran escritas

Po . mw .
Q,(0) =qpcosi, Q,(0) = —%sml , P,.(0) = pycosa, P,(0) =Ksm/1,
cuyo movimiento puede ser estudiado desde el espacio de fases, o bien a partir las soluciones dadas antes como
i 1. Q
Qx(o) = Ay Sln(¢x) = (o Ccosi, Px(o) = EQx(O) = Ay ECOS((px) =pocos i,

Po

. 1. Qo . Qo .
Q,(0) =4, cos(cpy) = _Qo sinA, P, (0) = EQy(O) = —Ayzsm(q)y) = asml,

de forma tal que las soluciones, para dadas condiciones iniciales, tomaran la forma

] cos A mp,
Q,(t) = A, sin(Qot + ¢@,), A, = ’Q%qé + m2p3, Oy = atan( 9 ) ,
Qo Q040
sinA m)
Qy(t) = Ay cos(Qt + @), A4, = l@3p? +m2Q3, o, = atan( 0) ,
Q040 qoPo

en todo caso, con frecuencia de oscilacion determinada por Q, = mw.

3. Se dira que dos variables resultan canénicas si son constantes de movimiento y la base que conforman
cumplen, como minimo, la relaciéon fundamental [pi,pj] = 0. Puntualmente, se verifica que si [L?,H] =0,
entonces H,L? pueden ser variables canénicas por ser constantes de movimiento. Del mismo modo puede
probarse que si L, es una magnitud conservada, se verifica que [L,, H] = 0, siendo L,, H otra base posible.

Sin embargo, como se ve més adelante probando corchetes de Poisson, se verifica que
[Ly'Lz] =YDz — ZPy = Ly, [Lz' Lx] =ZPx — XPz = Ly , [Lxr Ly] = XpPy — YDx = Ly,

porlo quelos pares Ly, Ly, 0 Ly, L, 0 Ly, L, no pueden ser variables canénicas en simultaneo, ya que no conforman

una base canoénica no nula tal que [pl-, p]-] = 0y, por ende, no son constantes de movimiento.

4. Se busca hallar una base (P, Q) de transformacion canonica y el valor de A tal que

Fi(q,Q) = Aq*cotQ,  K(Q,P)=wP,
siendo F; la funcién generatriz, K el nuevo Hamiltoniano y w la frecuencia de oscilacién del oscilador arménico.
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Por un lado, la funcién F; (g, Q) que no depende explicitamente del tiempo, debe cumplir las siguientes relaciones

p=28 o grese? = g cot
_aQ_ QCSCQ, p_aq_ qCOQP

de lo cual se pueden obtener relaciones para p(P, Q) y q(P, Q) como

P
q* = —Isin2 Q, p?=—-4APcos?Q.

Usando que K(P,Q) = H(p, q), pues 0F, /0t = 0,y que H es el oscilador armonico, se obtiene que

K= % + m;,Z q*> = —Pw (7;1_;)) (sin2 0+ (7;—;))_2 cos? Q) ,

de forma que para A = —muw/2, se obtiene que el nuevo Hamiltoniano de la transformacién serd K = Pw.

Por tltimo, resta verificar que dicha transformacién es canénica. Usando relaciones, P, Q se reescriben como
2

- Q) —_(P- 2
Q—atan(z/lp , P (4/1+/1q>,

verificAndose que, pues (Q, P) es de dimension 1, es canénica pues det(J) = 1, es decir que

9Q a
(’)_Q a—Q —2Ap 2Aq
/= ag ag =|p?+42%q%> p?+42%q% ), det()=1.
— — —2q —p/2A
dq Op

5. Se busca estudiar parametros «, § constantes de una transformacion para que ésta sea canénica, cuya base es

Q=q%cos(Bp) , P =q"sin(Bp).

Para que una transformacidn sea canénica, necesariamente la base debe ser candnica. Una forma verificar que la
base sea canonica es verificando los corchetes fundamentales de Poisson, es decir, para este caso, que

_9Q0Q 0Q0Q _OPOP 0POP _ _0Qop _0qop

[Q'Q]_%%_ﬁﬁ' [P,P]—%$—$%—O, [Q'P]_EE_$%_ ,

verificAndose trivialmente los dos primeros corchetes de Poisson [Q,Q] = [P,P] = 0.
Supdngase ahora que 8 = 1, entonces se verifica que [Q, P] = 0 # 1; por otro lado, si 8 # 1y a = 1 se tiene que
[Q,P]=BIn(q) =1,

pero cuya relacién sélo seria valida si ¢ = q, y B = 1/1n(qy), en cuyo caso g no formarfa una base para p. Por
ultimo, se puede considerar el caso generalen que § # 1y a # 1, en cuyo caso

[Q,P] =aBq** ™t =1,

lo cual tiene solucién Unica para ¢ = 1/2 y B = 2, de forma que, de ser una transformacioén candnica, la base
necesariamente debe cumplir dichas condiciones. Luego, la nueva base quedara escrita como

Q= \/Ecos(Zp) , P =./qsin(2p).

Es posible verificar que la transformacién sea efectivamente candnica a través de la matriz de transformacién
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90 90 cos(2p)

< = —2.,/q sin(2p)

J= 0q Op | _ 2‘/5 det(J) =1
P 0P sin(2p) ) 2p) ’ ’
— = cos
dq dp 2Jq 1E0Sep

dado que la base (@, P) es de dimensién 1, haber verificado el determinante de la matriz Jacobiana igual a 1, es
condicion suficiente para confirmar que la transformacién sea candnica, lo que es equivalente a probar la
estructura simpléctica E como JEJT = Ey, por tanto, las relaciones directas.

Para hallar la funcién generatriz F5(p, Q) es necesario declarar explicitamente q(p, Q) y P(p, Q). Haciendo
despejes y relaciones de la base canénica hallada se obtiene que

QZ

c0s2(2p) P(p,Q) = Qtan(2p),

q(, Q) =

lo que permite calcular la funcién generatriz F;(p, Q) a partir de sus relaciones

aF3 _QZ 1

—Y = —(g=——r—"=F; = —— (% 2

ap q COSZ(ZP) 3 ZQ tan( p) +a(QJt)l
OF;

20-"P=-0 tan(2p) = F3 = —Q*tan(2p) + B(p, t) ,

igualando se llega a que & = § = 0, si se considera que es una transformacién canénica restringida, es decir, que
no incluye explicitamente el tiempo. En tal caso, la funcién generatriz F; para dicha transformacién sera

1
F(p,Q) = - > Q% tan(2p) .

7. Se definen los corchetes de Poisson para una base (p, q) y funciones u; g), v(5,5) cOmo
[ v] = [, v] Z(auav auav)
u,v] = [w,v]pa = — ],
@D i\0q; 0p;  Op; 0q;

siendo la base omisible pues los corchetes son invariantes ante transformaciones canénicas y, por tanto, no
dependen de la base elegida. Siendo ahora f, g, h funciones arbitrarias de p, g; F(f) una funcién de f y ¢ una
constante, se prueban las siguientes propiedades

af 0 af o
@lfe=y (L2222,

=0 =0
B of of of of | _
(b)[f,f]—zi 3q.9p, 9p, 90, =0,
conmuta

of dg  df ag dg af  dg of
@If.gl+lafl1=) (5o2-20) 3 [ L2 202 g,
i\0q; dp; 0Op; dq; i\ 0q;0p;  0p;0q;

conmuta conmuta

0 0 oh 0 0 oh Jof oh Of 0h dg Oh dg oh
(d)[f+g’h]=z (_f+_‘g)__(_f+_‘g)_ =Z <_f___f_)+(_g___g_)
i\\dq; 0dq;/dp; \dp; OJp;/0q; i\\0q; dp; 0Jp;dq; dq; 0p; 0p;dq;

=[f,hl +[g,hl,
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O =Y (YR8 WDI). S (128, L) (120 2 )20

_ dg oh _dg oh of oh  of oh \\ _
= Zi<(fa_qia_pi_fapl aql) + (aql a: _a_pl@_ql )) = flg, k] + [f,hlg,

H a[fg] ZE(S_;%_%S_Z) z<6t(:(];)apl+§<];§t(apl) at(gpi)a_%_g_;i%(aq»
Y (D ) e+ S G- (3D - [+ [

of OF Of OF

@) [f, F(F)] = Zi e

=0 =0

(h) A continuaci6n, se muestran los corchetes fundamentales de Poisson, validos si y solo si la base es candnica:

dq; 0q; dq; 0q;

dOp; Op; Op; Op;
Peril =) | 5 5~ 5o 3 | =0

(i) A continuacién, se muestra la identidad de Jacobi:

of dlg,h] 09f dlg,h
1]+ Lot )+ gl =0 = ), (SL20 SLZ00)

ZZ of 0 <6g oh dg 6h) ZZ of o (69 oh dg 6h>+
a‘hapl aq} ap] ap} a‘b i apla‘h aq] ap] ap]aq]

_ZZ <+af d2g oh Of dg 0*h  Af d8%g oh

0q; 0p;0q; a_P/ a_qla_% dp;0p; 0q; 0p;0p;dq;

of 0*g oh 9f ag 9*h__9f 0%*g oh

© 0p; 0q;0q;p; 0p; q; dq;dp;  Op; Aq;dp; q;

dg 0*h Of dag oh 9*f dg 9*h of )

+— + =
0q; 0p;0q; 0p; ' dq; dq; 0p;0p; ~ 9q; 0p;0p, 0q;

dg oh 9f
+Zizj< _a_l)ia_%afJian

oh_9°f dg  0h df 0*g 0h 9*f dg Oh Of d%g

°J|

Oplaq,f?p] dq; 0q; 0p;0p; aqlaplapjaqj dq; 0p; dp;0q;
oh of 9%g oh of d%g

+
dp; 0q; 9q;0p; op; ap, 0q;0q;

8. Sean f,g constantes de movimiento de un sistema que no dependen explicitamente del tiempo y H el

Hamiltoniano, magnitud conservada. Mediante corchetes de Poisson y la identidad de Jacobi se prueba que
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[f. Lg. H] + [g. [H. f1] + [H,[f. g1] = [f. 0] + [g, 0] + [H, [f, g]] = [H.[f. g]] = 0,
de lo que queda demostrado que [f, g] también es una cantidad conservada del sistema.
Es posible verificar que L forma una base de coordenadas canénicas si se cumple que [Li, Lj] =0Vi+j.
Se calculan explicitamente los siguientes corchetes de Poisson del momento angular L dado por
L= (LyLyLy)=(YPr = 2Dy 20 — XD1 XDy = ¥Dx ), L =13+ 15+ 1]
[Ly, x] = [yp, — 2y, x| = [Pz x] — [2Dy, x| = Y[, x] + [y, xIp, — 2|py, x| — [2,x]p, = 0,
[Le, ¥] = [yp. = 2Dy, ¥] = Y02 ¥] = [20y, 5] = ¥[p2 Y] + [, Y102 = 2[py, ¥] = [2,¥]py = 2y, 0] = 2,
[Ly, 2] = [yp, — zpy. 2| = [yp,. 2] — |20y, 2] = y[p,. 2] + [y, 2]p, — 2[py. 2] — [2,2]Dy = —y[z,p.] = -y,
[Ly, x] = [2px — xp5, %] = (2D, X] = [xP, x] = 2[py, x] + [2,x]px = X[, %] = [x,x]p, = —z[x,px] = 2,
[Ly,¥] = [zDx — xP2, Y] = [2D5, Y] = [xD2, Y] = z[p2, Y] + [2, VD% — x[P2 ¥] = [x, ¥]p, = 0,
[Ly, z] = [zpy — xp,. 2] = 2Dy, 2] — [xD,. 2] = 2[ps, 2] + [2, 2]y — x[p,, 2] — [x, 2lp, = x[2,p,] = x,

[L,,x] = [ xpy — ypx, x| = [xpy, x| = [ypx. X] = x[py, x| + [, x]py — Y [P, x] = [y, X]px = Y[, 0] = ¥,

(L., y] = [xpy — ypx Y] = %Dy, ¥] — Dx Y] = [Py, ¥] + [%, YDy — ¥[Px ¥] — [V, ¥IPx = —x[y,py] = —x

[L;, 2] = [ xpy = ypx 2] = [xpy, 2] = [yDx 2] = x[py, 2] + [x, 2]py = y[pr, 2] = [y, 2lpx = 0,

(L 0] = [yP2 = 2Dy, Px] = P2 0x] = [20y, x]) = Y[z 2] + [y, 0xIP2 = 2[Py Px] = [2, 041Dy = 0,
L. py] = [yp2 = 21y, 0y] = [yP2 03] = |20y, 0y ] = ¥[P2 0y ] + [y, 2y P2 — 2lPy. 0y ] = (205 IPy = P2,
(L. 22 = [y, = 20y, 0] = [yP2 0] = |20y, P2] = YDz 2] + [y, 0Pz — 2Py, 2] = (202D = —Dy
[Ly, px] = (205 — XDz, Dx] = (2D, Dx] = [XD2, Dx] = 2D, il + [2, Dx]Px — X[P2 Px] = [X, Px]D, = —D2,

Ly, py] = [20x = x5 py] = [200.0y] = [xP2 0] = 2[P2 )] + 200 ]0x = x[P2 0y ] = 0.2 ]P2 = 0,

[Ly,p;] = [2px = %P2 0] = (202, 0, — (X2, 2] = 2[Ds, 0] + [2,0,)0x — X[P2. 2] — [, P,D2 = Dx s
[L,,px] = [Py = YPx Dx] = [x0y, D] = Pxs 2] = X[Py, 0] + (X, 021Dy = V(P2 2] = [, Dx]Dx = Py

[Lz.py] = [xpy = yPu y] = [xPy. 0y ] = Y22 0y] = x[py 2] + [0y IPy = VP 2y] = [y 2y JPx = =P,
[L2, 0] = [ xpy = yPx, 2] = %Dy, 2] = YD, P2 = x[py, 22) + %, 221Dy — VP2 2] = [y, 02lPx = 0,
[Ly, L] = [20x = P, L) = 2[ps, L] + [2, LIpx — x[p2 L] = [x, L1, = yp, — 2py = Ly,

[Lz, Ly] = [xpy — YD L] = [Py, L] + [%, Llpy — Y[Px L] = [y, Lilpy = 20x — X0, = Ly,

[Lx Ly] = [ypz = 2Dy, Ly ] = ¥[p2s Ly ] + 3. Ly Ip2 — 2lpy, Ly ] = 2. Ly Iy = 2Py = ypu = Lz,

(L%, L] = [L% + L3 + L2, Ly | = [L%, L] + [L3, Ly ] + [L2,L,] = 0 + 2Ly [Ly, Ly | + 2L,[L,, L] = O,
[22,Ly] = [ + 15 + £, Ly ] = [13, Ly ] + [15, Ly ] + [L3, Ly] = 2Lx[Ly Ly] + O + 2L, [L,, Ly ] = 0,

[L2,L,] = [L2 + L2 + L2,L,| = [L%,L,] + [L?, L] + [L2,L,] = 2Ly[Ly, L,] + 2L,[L,,L,] + 0 =0.

9. Se busca encontrar una transformacién canénica H(p, q) = K(P, Q) de forma tal que

)
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1 1
Hp,@) =p*> +q¢*°, KP,Q) =PQ*+—, q=-.
Q Q
Una posible solucién, si la transformacién es restringida, seria pensar que H = K y, por tanto, que p = +PQ?.
Esta solucidn verifica los dos primeros corchetes fundamentales de Poisson [q, q] = [p, p] = 0 mientras que el
tercer corchete de Poisson se verifica sélo si p = —PQ?. Este resultado se puede hallar explicitamente como
dqdp dqdp 1 0p dp

= —=-0*=pQ,P,t) =—PQ*+ayy),

Pl =1=1071=305p ~apo0 = "zar ="'~ ap

donde, considerando que Q@ = Q(q), €l término a = a(y ) = @(q,) vale si la transformacion no es restringida,
siendo a = 0 en caso contrario. Suponiendo la transformacién no restringida se tiene que

Q=1/q, P=q*(a—-p).

cuya transformacion siempre resultara candnica pues se verifica para dimension 1 que

9@ 29 1

=% i @ ), e =1.
op op |7\, T
% a@—p) —q

Por otra parte, se puede hallar una expresion derivada de la generatriz partiendo de la expresion general

daF 1 1 OF JF
K=H——=P24 _:P24- 2_P2 _ — — 21—P2
ot Q +Q2 Q ta QOH_Q2 ot ot ( Q.

ademas, si escribimos la expresion la generatriz como F = F,(q, P, t) junto con sus relaciones, se obtiene que
aFZ—aZ( _ﬂ) an_a_i JF, 1

ot g%/’ dq q%’ oP q’

Para estudiar la expresion de a y de la generatriz F, se pueden correlacionar las derivadas cruzadas en p, g, t. En

primer lugar, se puede verificar, usando la primera y tercera ecuacion, que a = 0 pues

d (0F, a? d (0F,
-5 S0 o=
P\ ot q* ot \ oP
de forma que, como a = 0, la inica solucién posible es aquella en que dF /dt = 0. En tal caso, no hay dependencia
temporal explicitay P = —pq?. Usando luego la segunda y la tercera ecuacién se puede hallar F, tal que
oF, P JF,

P
__:F2:E+fP(P)'

P
aq PE _:E+fq(Q)' fr(P) = fa(q) =0,

apP

luego, la inica transformacion posible para el Hamiltoniano propuestoy Q = 1/q, junto con su generatriz, sera

Q=1/q, P=-pq*, F=F(qP)=P/q.

10. Se tiene una transformacién candnica H(p, q) —» K(P, Q) de la que se conoce sélo Q(p, q) dada por

_p Y@
f('q) ’ (@) dq

Primeramente, tomando p = f('q)Q y @ = a(qo ), es posible estudiar F = F;(q, Q, t) y sus relaciones como

aFl ’ aFl aa(QJt)
oq Pl =R =f@ltaen, P=-55=~fo -

donde se puede considerar el caso particular en que a = 0, en cuyo caso la funcién generatriz y la base seran
8.8



FEF1(CI.Q)=f(q)Q. Q:P/f(’@, P=—fq,
asimismo, se verifica que la transformacién es canénica, pues la matriz de corchetes de Poisson es simpléctica,

[Q,Q] [Q,P]
([P, 0] [P,P]) = (—01 (1)) =E.

La hipotesis propuesta, es decir, el caso particular que a(, ) = 0, implica que el Hamiltoniano no depende en
forma explicita del tiempo y tampoco su funcidn generatriz, lo que resulta en una transformacidn restringida.

Por otra parte, suponiendo conocida en forma directa la base como (Q, P) = (pq, —In q), lo cual resulta en el caso
particular en que f(4) = In g, es posible verificar que la transformacion canoénica pues de igual modo, como fue

probado antes, respecta la estructura simpléctica al efectuar la matriz de corchetes de Poisson.

11.Sea f = f(q,p,t) conq = qq, .., qn Y P = Py, ---, Pn- S€ prueba que

af <6f dq; Of api)+6f_z <6f 0H Of aH) 6f —UfH + af
dt ~ Zu;\dq; ot  ap; ot/ ot Lu;\dq;dp; 0p;dq;) ot f: at’
Siahora f = gq; o f = p;, el corchete de Poisson resultara nulo, entonces se obtiene que
dqi _9qi  dpi_9p;
dt at’ dt ot
Por otra parte, si f no depende explicitamente del tiempo y es constante de movimiento se cumple que
ar
H]=0.
==
Apéndice. Desarrollo de las funciones generatrices Fy, Fy, F3, Fy:
. . dF
piqi —H =PQi —K+—r,
F=F(qQt) = K= H+61+(6F1 ) (6 )
- q'Q ot aqi Pi ) qi an Ql ,
0F; 0F; J0F;
K=H+— P ==, P =——.
T PiTag T Tag,
JdF, (0F, . 0F,
F=F(@qPt)—QP=K= H+W+(a_qi_pi)qi (a__Qz)
dF, E)Fz 6F2
K=H+— ; i
T Pt YiTap
F=F®Q,¢t +p,q =K = H+63+(6F3 ) (a )
= r3\p, Qr bidi ot apl + 4 ) p; an Ql ’
0F; 0F; 0F;
K H Y P = Y P ==
T UTTa T Tag,
J0F, (0F, . dF, .
F=F(P0+pa— Qb= K= H+ 5t (v a )+ (55 -0) o,
o0F, o0F, o0F,
K=H+— ;= ==, P ==
T T T, =3P,
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