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o YmyT _ [ Fdm
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1. Ubicadas cinco bolitas de igual masa en una pirdmide de base cuadrada L y la restante en su vértice H se tiene

_ (mL%) + (-mLX) + (mLy) + (—mLy) + (mHZ) _ 1

m+m+m+m+m 5

A

rC m

2. Considerando el alambre esta siempre en un plano z = 0, se considerara que z.,, = 0. Por simetria, se puede
verificar que y.,, = 0, luego el centro de masa del alambre sélo estara desplazado en x de forma que

fxdm [°,(Rcos6’ —R)RAO’  sing RN /L
Xem = = =R( —1>=R (—)sm(—)—l ,
f dm fee RAO' 7] L 2R

donde se considerd que L = 26R. Para los limites en que R = o o L = 2nR se obtiene que
Xem(R > ) =0, Xm0 =m) = —-R,

los cuales corresponden a una caso de alambre sin doblar y una circunferencia completa, respectivamente.

3. Se sabe que el momento de inercia respecto a un eje
z vendra dado como

I=1, =fr2dm,

b
si se considera que un cilindro est4 formado por capas R } i1 }
cilindricas de altura h, el diferencial de masa sera “ .

H r2m
dm = f f prd@ dzdr = 2npHrdr, L
0o Jo

por otra parte, la densidad puede ser reescrita en términos de la masa total integrando en todo su volumen, luego
p=M/mR*H,

de forma que, integrando en el radio R, el momento de inercia del cilindro respecto de su altura (eje z) sera

R R* 1 1
[=1,,=|r?dm=2npH | r3dr = anHT = E(nRzH “p)R? = EMR2 .
0

Este resultado es totalmente equivalente a haber planteado la férmula general en forma explicita, es decir que

4

H (R /2m R 1
I, = f((SZZ(xZ +y2+2z%) —z-z)dm = frzdm = f f f pridr = TZan = EMRZ,
o Jo Jo

por simetria, los productos de inercia resultan nulos en tal eje, puede verificarse calculando explicitamente como

H (R 21
IxZ:IZy:—szdm=—f .[ f rcos@zprdddrdz=--=0,
o Jo Jo
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2n
IyZ=IZy=—fxzdm=—f ff rsinf@zprdddrdz=--=0.
0

4. Para el momento de inercia de una esfera sélida, a lo largo
de un eje que pasa por su centro, se tomaran las distintas capas

circulares, perpendiculares al eje, de forma que se pueda
escribir un diferencial de masa como /_

2m
dm = dzf f prd@dr = pnr?dz, R
0 Jo

donde se resalta que r = r(z). Luego, la densidad de masa se
puede reescribir en términos de la masa total como R

M—fd —f dV_f2 f fR 2sin@dr df dp = ——R3 __3M
- - — P s
m p A Opr sin ¢ p 3

de este modo, se puede considerar el diferencial del momento de inercia en términos de pilas de cilindros como

u _1d _ 3mrt
= mr? 8 R3

Por otra parte, considerando que r(z) se relaciona con la altura z por R? = r2 + z2, e integrando luego entre las
alturas maxima y minima de z (coincidentes con +R para la esfera), se obtiene el momento de inercia como

2 N 2 _ ,2y2 8T s _ 2, 52
IEIZZ=frdm=pnf_Rr dz—mf (R —2z%)*dz =" —EpR =§MR.

En caso de que se tuviera una corona esférica de radios interno a y externo b, la densidad de masa cumplira

Amp o _ATp 3 AP o 3M

M = Mgs1ia0 — Mhueco = T 3 ~ 3 ( a3) =p= 47(b3 — a3) ’

por otra parte, los momentos de inercia son aditivos de igual forma, por lo que el momento de inercia total sera

8m . 8m 2 b5—-a°
I = Isstigo — Thueco = pr - _Spa 5Mb3 —a3’

Alternativamente, se puede aplicar en forma explicita la expresién para el calculo del tensor de inercia, luego

2m b
= f(xz +vy%2+2%2 —z-2) pr?sin@drdfde = pf f f (r? —zH)r?sinfdrdfd¢p = -+
0 0 Ja

T b T b 21 b
I, = Zﬂpf f (r? —r2cos?0)r?sin @ drdf = Zﬂpf f r*sin3 0 drdf = ?p(b5 —a®) f sin®6df = -
0 a 0 a a

T

2 1 8n 2
I, = ?np(b5 —a%) [E(cos 360 — 9 cos 9)]0 T —pR5 = EMRZ

5. Para el sistema propuesto de masas 1,2, las distancias en coordenadas cartesianas vendran dadas como
L (0 L. l ) _ _ (0 [ l )
r=r =(0,zsina,=cosa, 7, =—-7=|0,—zsina,—zcosa|,
! 2 2 2 2 2

considerando el sistema de dos masas puntuales pedido, los momentos y productos de inercia seran

6.2



2

Ml
Lo = M(OF +37 +2D) = x2) + M (G + 03 +23) —xf) = 2M(y? +22) = ——,

MI?
Ly = M(GE +yE+20) —yf) + M (G +33 +2D) = 3 ) = 2M(x? + 2%) = ——cos?a,

MI?
I, = M((x12 +yi+2z3)— 212) + M((x22 +yZ+2z2)— zzz) =2M(x? +y?) = Tsin2 a,
Ly = Lyx = M(=xy) + M(—=(=x)(-¥)) = 0,
L, = Iy = M(=x2z) + M(—(—x)(-2)) =0,

Mi?

Ly, = l,, = M(=yz) + M(—(=y)(—2)) = —2Myz = —Tsinacosa.

yz
de este modo, el tensor de inercia y la velocidad angular quedara descriptas como

vz (1 0 0 0
== 0 cos’a —sinacosa |, wo=|(0],

0 —sinacosa sin? a )

=~

lo que permite, usando trivialmente que ¥ = #, calcular el momento angular desde o

Mwl?

L=

il

‘W= (sinfaZ—sinacosat),

el cual resulta coincidente al hallado anterior para el otro sistema en que los ejes eran rotados.

6. Consideremos un cuerpo rigido compuesto por tres masas puntuales M; = M, M, = 2M, M; = 3M, tales que
fl = (al 070) ) fz = (Or a, a) ) f3 = (0; a, _a) .
Los momentos y productos de inercia en los ejes cartesianos x, y, z vendran dados como
L = 10Ma?, lyy, =1, =6Ma?, Ly, =L,=L,=L,=0, ly, =1, = Ma?,
de forma que el tensor de inercia en tales ejes fijos al cuerpo rigido sera
_ 10 0 O
I=Ma*{ 0 6 1].
0 1 6

Los momentos principales de inercia del cuerpo rigido se recuperan a partir de calcular los autovalores A como

_ 10Ma? — A 0 0
det(I —2-1d) = 0 6Ma? — A Ma? | = (10Ma? - )((6Ma? — )% — (Ma?)2) = =0,
0 Ma? 6Ma? — 1

de forma que los momentos principales de inercia seran los autovalores encontrados, siendo estos
/11=10Ma2, /12=7Ma2, A3=5Ma2,
ademas, cada autovalor tiene un autovector asociado, que se calcula a partir de

) 0 0 0 ) 3 0 0 ) 500
I—Al-ld=Ma2<0 -4 1), I—/lz-ldzMa2<O -1 1), I—/13-Id:Ma2<0 1 1),

0 1 -4 0 1 -1 01 1
por ultimo, obteniendo la solucién independiente correspondiente a cada caso, se obtiene que

1

& = (100), &= (O'%'ﬁ) . e = (0%%)
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lo que forma un conjunto ortonormal {&;, &,, &5} en los ejes principales de inercia del cuerpo rigido.

7. Es conveniente definir como viene dado el diferencial de masa y sus limites de integracion, de esta forma

a a—Xx a O.aZ O_A
M=fdm=f f adxdy=fa(a—x)dx=—=—,
0o Jo 0 2 2

donde a = 1 corresponde a los catetos del tridngulo. De esta forma, los momentos y productos de inercia seran

oga* oA?

2 e 2 ¢ 3 o 4
— — —_ — = — [— a — =
Ixx—.[y dm—f0 J;) oy dxdy—Joa(a x)> dx 12[ (a —x)*1§ 2 7

a

; _f 2 _j-aj-a—x 24 _j-a 2( )d o ax3 x44 _aa4_0'A2
yy = xm—oo ox xy—OO'xa X X—12 3 4 0—12—12,

IZZ=fx2+y2dm=fyzdm+fx2dm=lxx+1yy,

oa* g A?

a a—x a ox
= = —_ = —_ — [ —_ 2 — et — —— =
Ly = Ly f xy dm fo fo oxy dxdy fo > (a—x)%dx Y TR

Ixz:sz:Iyz:IzyZOr

siendo muchas de estas relaciones también evidentes por la simetria del problema. Luego, el tensor de inercia es

gA2[2 -1 0
=—r\-1 2 o)

0 0 4

=~

donde se puede definir, en funcién de datos iniciales, que I, = 0A?/24, siendo I, = 1 para el caso particular
pedido del problema. Para el calculo de los momentos principales, resta calcular los autovalores como

20— 4 —I, 0
=l 2l,—2 0 ‘ = (4l — N2l = A)?* = 1§) = (4l = DBl — DU — 1) =0,
0 0 4lp—2

det(I —1-1d) =

obteniéndose los momentos principales de inercia del cuerpo rigido como

o A? o A? aA?
Alzlozﬁ, /’12:310:?, /13:4'1027,

dichos momentos tienen asociada una base de ejes principales, para ello se calcula
_ 1 -1 0 _ -1 -1 0 _ -2 -1 0
0 0 3 0 0 1 0 0 O

de forma que el conjunto ortonormal de ejes vendra dado por las soluciones, siendo éstas normalizadas como

&, = (%\/—150) . g = (\%%o) . 2= (001).

8. Los momentos principales de inercia de un cuerpo rigido satisfacen 1; < 1; + A1,, ello se prueba como
111=/11=f(x22+x§)dm, 122=/12=f(x12+x§)dm, 133:/’13:'[(x%+x22) dm,

/13=f(xf+x22)dm§f(x12+x22+2x§)dm=/11+12,
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ademas, en particular si x3 = 0, se cumple la igualdad. La misma proposicion es equivalente para probar dicha
desigualdad intercambiando coordenadas.

9. Supéngase conocido el momento de inercia I del trompo en los ejes principales de inercia, en cuyo caso éste
forma una base (14, A,, 13) en dichos ejes. Ademds, se considerara simétrico por revolucion, luego 1; = A,.

De este modo, para la velocidad angular en dichos ejes, se consideran los angulos de Euler ¢, 8,19 de forma que
®=¢z+ 0% +z",

lo que implica rotaciones sucesivas tales que: se rota ¢ entorno a Z produciendo &', §',2' (2’ = 2); luego se rota

oI 51151

6 entorno al nuevo X’ produciendo X", $", 2" (2" = X'); y, por ultimo, se rota ¥ entorno al nuevo 2" produciendo
la base final é,,é,,é5 (é;5 = &), la cual correspondera con la de los ejes principales de inercia. Para el caso
particular del trompo, se considera por simetria que ¥ = 0, de forma tal que es posible reescribir la base %, y, Z
en términos de é;, é,, é; como

2=2"=(cosBé;+sinb é,), =x"=é, 2" =éy,
lo cual se reflejara en la velocidad angular como
D= w8 + Wb, + w3é; = 0é, + psinhé, + (1,[) + ¢ cos 9)é3 .
Por otro lado, la energia cinética rotacional en los ejes principales de inercia, medida desde un punto fijo, sera
1, -, 1
r= E(QIQ) = 5(110)% + 405 + A303)
usando la velocidad angular @ calculada, la simetria 4; = A, y la energia potencial del centro de masa, se llega a
L= %(92 + ¢?sin? 0) +%3(1,b + q,">c059)2 — MgR cos 6.

Para este Lagrangiano, escrito en coordenadas generalizadas, las ecuaciones de Euler-Lagrange dan

dof oL 6 (1% sin6 cos 6 — A3(y + ¢ cos 0) ¢ sinf + MgRsinf) =0
420 99 M 1¢* sin 6 cos 3(Y + ¢ cos 8)¢p sin gRsin6) =0,
d oL 6,C_d(/1 . _29+/1(.+. 9) 9)_0
TS 3¢ dt 1@ sin 3(Y+¢cosf)cosf) =0,

doL 9L d

&a—lp—ﬁ=g(l3(lﬁ+¢c059)) =0,

de lo cual puede verificarse que las ultimas dos ecuaciones producen las magnitudes conservadas
L, = Ay psin? 0 + 23(y) + ¢ cos 8) cos 0 = cte,
Ly = /13(1[} + d)cos@) = cte,

verificaAndose, en particular, que si 8 = 0, entonces L, = L; = cte para todo tiempo. Esto puede observarse
construyendo el potencial efectivo a partir de la ecuacién de movimiento en 8. Reemplazando L5 en L, se obtiene
é L, —L;cos@
~ A;sin%6

del mismo modo, usando este resultado en la ecuacién de L se obtiene que

L3 L,—Lzcosf p
Y= T Asinze oY

por ultimo, usando los resultados de ¢ y L3, la ecuaciéon de movimiento en 8 quedara escrita como
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_ (L, — Lz cos 9)? LyL,—Lycos® MgR

0——= + ing .
A% sin3 6 o8 A2 sinf P

Dado que no hay dependencia temporal en el Lagrangiano, se puede escribir la energia total del sistema como
Al Y 12 .2 13 . o 2
E=T+U=?(9 + ¢“ sin 9)+7(¢+¢c050) + MgR cos 9,

la cual, usando resultados anteriores, se puede reescribir en términos de 8 como

A s, (Ly—Lzcos6)?

E=2 iz BT R =
> 0° + 27, sin2 6 +2/13+mg cos O =Terr + Upsy,
dE ... Ly(L,—Lscos8)8 (L, — Lycos8)?6cosb .
— = 1,600 — - ROsind =0,
T e Ry 2 sin 6 mgRY s

usando que para § =~ 0 se cumple que sinf = 6, cos8 ~ 1, 83 « 6, selo que se llega a una expresion
(Lz - LS)Z _
63
de lo que se verifica que L, = L; entorno a 8 = 0 de forma tal que la energia se conserve. Esto mismo también se
verifica a partir de la conservacién de L, y L3 antes estudiada, tomando 6 = 0.
Usando que Lz = L, en 8 = 0 y haciendo un desarrollo en segundo orden del potencial efectivo en dicho punto
2 2

L3 L3
Uerf =ﬁtan2(9/2) +— +MgR cos@,

— MgRsin @
d6 2,11 cos2(g/2) 9nsmYy
d?u K 1 L% tan?(6/2
eff =—3———3#—MQRCOSQ,
do? 47, cos*(6/2) 21, cos?(6/2)
L3 L3 62 d*Ueps| _ L5 13 5
Ueff ~22 +MgR+<H—MgR> > 462 . 4/1 — MgR __(wS 6")min)'

de lo cual es posible verificar, a partir de la derivada segunda, la estabilidad o no del sistema como

Wmin = 2 fMgRAl/lg , W3 > Wmn (estable) , w3 < Wpn (inestable) .

10. El problema se dividira en el anlisis de dos cuerpos: una placa que rota, cuerpo (1), y otra placa adyacente,
cuerpo (2), que ademas varia en angulo 6 respecto del plano. Si se elige como sistema inercial el centro de masa
CM; del cuerpo (1), el Lagrangiano del sistema total quedaré escrito como

L=TS) + TR+ T — WU, +Uy).

rot rot

Con el objetivo de calcular la energia cinética rotacional, se procede a calcular los momentos principales de
inercia en la base &}, é1, é1 de los cuerpos (1) y (2), los cuales equivalentes, pensando que ambos cuerpos tienen
la misma dimensién a X b y masa M. Dado que son planos, el diferencial de masa se escribira como

dm = p&(x3)dxsdx;dx, = 06(x3)dxsdx dx, ,

donde § corresponde a la delta de Kronecker la cual verifica, por ejemplo, para una variable t, que

f 5(t — a)f(t)dt = f(a),
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lo cual permite calcular la masa total de cada una de las placas como
a/2 (b/2 a/2 b/2
f f p6(x3)dxsdx,dx, = f f odx,dx, = gab .
—-a/27-b/2 —-a/27-b/2

Por simetria, los productos de inercia se cancelan, mientras que los momentos principales quedaran

aj2 rb/2 oab M
f f x20dx,dx, = —a® = —a?,

a/2 rb/2 (o
Iy = f f f(x%+x§)p6(x3)dx3dx1dxz

a/27=b/2 "~ a/2/-bj/2 12 12
a/2 b/2 a/2 b/2 cab M

I, = J J .[ (x% + x3)p6 (x3)dxzdx,dx, = f J x2odx,dx, = —b? = —b?,
@4/2°=b/2 "= a/2J-b/2 12 12

a/2 rb/2 a/2 rb/2 gab M
I3 = f f f (x2 + x2)pS (x3)dxzdx,dx, = f f (x2 + x)odx,dx, = E(a2 + b?) = ﬁ(a2 + b?),

a/2J-b/2 -a/27-b/2

de lo cual se obtienen los momentos principales de inercia, en su correspondiente tensor, como

- M/[a* 0 0
I=1-1d =— 2 .
12 0 »b 20 ,
0 0 a*+b

Si bien los tensores de inercia son equivalentes para ambos cuerpos, no lo son sus angulos de Euler, por lo cual
resta calcularlos. Para el caso del cuerpo (1), s6lo existe rotacion en ¢, la cual corresponde al eje z fijo; luego

Ql = ¢Zl + 9x1 + 1/)’\” d)/‘(l) A(l) + lpA(l) ,\(1) )

para lo cual se usaron las condiciones 8 = ¢ = 0, ¢ = Q = cte, ¢ = QOt; mientras que é;,é},é3 corresponden a
la base de los momentos principales de inercia de (1). Por otra parte, para el cuerpo (2) existe rotacién en ¢ y en
6, mientras que ) = 0, ¢ = Q, por lo que los angulos de Euler en los momentos principales de inercia de (2) son

O, = P2, + 0%y + 92y = ¢ (cos@ P 4 sin 6 e(z)) + Gé(z) + z/;é(z) = 9“(2) + Qsinf é “(2) + Qcos 6 e(z)

luego, la energia cinética rotacional, en los momentos principales de inercia, quedara para cada cuerpo como
M M .
Tjol = 72 (@ +bHQ%, TS = 77 (€2(6% + 0% cos?0) + b20%).

Resta calcular la energia cinética del centro de masa del cuerpo (2), entonces

7@ = —((1 +cos0)@ +sinf2), Ta = —(9( sin0)@ — Q(1 + cos 0)p + 6 cos 6 2) ,

M Ma? .
7@ = 5@ . 5@ - 5 (62 + Q%(1 + cos 6)?) .

CM, 9 ‘em - Yem

Juntando los resultados anteriores, la energia cinética total del sistema vendra dada por
Ma? , . M
T = 7(292 +20%cos? 0 +30%cos0) + E(2a2 + b?)02.

El Lagrangiano, en presencia de un potencial gravitatorio que sélo interactda con la placa (2), sera

. : Ma? , . Mga
£(6,6) = T(6,6) — U(6) = =~ (267 + 202 cos? 6 + 307 cos 0) —{ T sin 9},
aplicando Euler-Lagrange en la inica coordenada 6 se obtiene que

d oL 9dL Ma +MaZQ2
dta@ 0 3 12

M
(4cosesin9+3sin9)+{

2 osol=0
2cos}—,
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de lo que se obtiene las ecuaciones de movimiento en 8 como

.. ) i 3. 2 , 39
0+ Q (c05051n6+—sm0)+w0c056’=O, wi=—.
4 2a
Para el caso particular en que ) = 0 se recuperan las condiciones de un péndulo fisico, es decir
6+ wicos® =0,

siendo 8, = +m/2 los puntos de equilibrio del sistema. Para pequefias oscilaciones en dichos puntos, se tiene que
cos 8 = 6, 1o cual resulta en una soluciéon armdnica de frecuencia wg, verificAndose equilibrios estables.

Por otra parte, si no hay campo gravitatorio, entonces w, = 0, por lo que las ecuaciones de movimiento seran
.. 5 . 3
0+Q sm@(cos@ +Z) =0,

de forma tal que, estando el sistema en equilibrio en § = 0, se hallaran equilibrios en 6, = 0,7, 0, »; donde los
puntos 6, , son las soluciones de 8; , = + acos(—3/4). Se verificara la estabilidad para los distintos 6, como

.. 7
B=0)=06+ (ZQZ) 6=0 (solucién estable oscilador arménico frecuencia \/79/2),

.. 1
@~m)=0-— (ZQZ) 6 =0 (solucién inestable exponencial),

para las restantes soluciones se puede verificar que sin(@l‘z) = ++/7/4, de forma tal que
(V7 s g . - -
@ =6,)=>06+ TQ 6=0 (soluczon estable oscilador arménico frecuencia \/7(2/2),

. (N7
O=m)=0-— <TQZ> 6 =0 (solucion inestable exponencial) .

Para el caso general es posible analizar el Lagrangiano en término de un potencial efectivo, para ello

. . Ma® . Ma?
£(0,6) = ey (6,6) = Uep (0) = —— 6% — =0

69 )
(aQZSInH—Zcos 9—3cos€),

2

_ ) 2 _Ma ) _ 6bg
Uy =A-(Asinf —2cos” 6 —3cosh), A=FQ >0, /1=W>0'

de lo que se puede estudiar el potencial efectivo. En particular, si 4 — 0 se tiene que
Uegg =~ —Acos @ (2cosf +3),

con puntos de equilibrio en 8 = +7/2 y en § = + acos(3/2), pudiéndose estudiar en la derivada la estabilidad.
Del mismo modo, si A = oo, el potencial cobra la forma

Ues = AAsin@,

del cual se obtiene equilibrios en 8 = 0 (estable) y & = m (inestable).

11. Las ecuaciones de Euler para un cuerpo rigido vienen dadas en su forma general como
a+ax(-0)=r,
donde se usan los momentos principales de inercia en la descripcion. Esto resulta en tres ecuaciones

ALwg + (A3 — )wywz =14, Aoy + (A — A3)wzwq = 15, Azwz + (A — ADww, =13
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Se busca estudiar qué ocurre cuando hay rotaciones constantes respecto de cada eje principal de inercia y luego
éstas resultan perturbadas en las restantes componentes ortogonales. Considérese que 7 = 0, pues el campo
gravitatorio actiia uniformemente en todo el cuerpo y, por tanto, no hay torques efectivos; ademas, 1 < 1, < 153
y que es posible definir una base (i, j, k), donde ésta alterna entre los casos (1,2,3), (3,2,1), (2,3,1). Sup6ngase
ahora una velocidad angular constante w;¢é; la cual es perturbada ortogonalmente en €;é; y en €, &, luego

w = wiéi + Ejéj + Ekék )
usando estos resultados en las ecuaciones de Euler se obtienen ecuaciones equivalentes en (i, j, k) como
Aid)i + (Ak - Aj)EjEk =0 , Ajfj + (/1[ — Ak)ekwi =0 , Akék + (A] — /11')0)1'61' =0.

De la primera ecuacion, dado que €€, = 0, se deduce que w; = 0y, por tanto, se tiene una rotacion con velocidad
angular w; = cte en dicho eje i. Las restantes ecuaciones se encuentran acopladas, de forma tal que

— 0 €rW; :0, Ek+
Py l e

€]+ (l)iEjZO,

las cuales se pueden desacoplar a segundo orden, derivando cada una y reemplazando, obteniéndose que

A A
&+N%6 =0, & +A=0, A= ((—l>—1><(—‘)—1>w?-
A A

Para (i, j, k) = (1,2,3) se tiene que la rotacién principal es en w; y se obtiene, recordando que 1; < 4, < 13, un
valor de A2 > 0, en cuyo caso las perturbaciones en los restantes ejes resultan estables pues resulta en las
ecuaciones de un oscilador arménico con frecuencia A;; del mismo modo, para (i, j, k) = (3,1,2) se tiene que la
rotacién principal es en w3 y se obtiene A% > 0, por lo que las perturbaciones resultan también estables.

Por dltimo, para (i, j, k) = (2,3,1), que corresponde ala rotacion w, en el eje con momento de inercia intermedio,
se obtiene que A% < 0, en cuyo caso las perturbaciones producen un comportamiento exponencial puro, lo que
implica un equilibrio inestable. Puede, por otra parte, puede verificarse que si A; = 1,, entonces parai = 1,2 se
obtiene A; = A, = 0; en cuyo caso las soluciones €j; resulta lineales en el tiempo y, por tanto, inestables, s6lo

verificandose estabilidad para el caso i = 3, en el cual A3 > 0.

12. Se tiene un cilindro con nutaciéon en 6 el cual tiene una rotacién Q constante entorno a un eje fijo.
Primeramente, hay que calcular la densidad de masa y los momentos de inercia del cilindro, de lo que se obtiene

/2 21 ra pnazl m
Iij; = J(xz2 + x2)dm = J. J f (r?sin? 0 + z?)prdrdedz = (Ba?+1?) =—@(Ba*+1?),
yade o 12 12
/2 r2m ra ra?l m
Iy = .[(xlz +x3)dm = f .[ f (2 cos? 6 + 22)prdrdpdz = oo (3a2 + 1) = = (3a2 + 12),
—12d0 o 12 12
/2 2m ra 1 maZ
Iz = f(xl2 + x2)dm = f f J rlprdrdedz = = pra*l = —,
-2 Jo 2 2

lo que resulta, dado que los productos de inercia son nulos, en momentos principales de inercia

2
m ma
11=AZ=E(3a2+l2), Ag=T

Lo siguiente es describir el movimiento en términos de los ejes principales de inercia. Para ello se considerara
que la velocidad angular en los ejes principales de inercia se puede describir como

D =¢2+0% +P2" = p(cosBé; +sinhé,) +0é, =0é, + Ppsinfé, + pcoshé;,
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con ¢ = Q = cte en este problema. Estos resultados en las ecuaciones de Euler, junto con T = 0, resultan en
Mg+ (A3 — )w,ws; = 1,6 + (A3 — 2,)0%sinfcos @ =0,
Ay + (A — A3)wzw; = 1,00 cos B + (A, — A3)Q0 cos§ = QO cos 8 (21, —A3) =0,
A3z + (A — A))wiw, = —A3Qcos6 =0,

en forma totalmente equivalente se puede plantear el Lagrangiano y las ecuaciones de Euler-Lagrange como

2 A 2 Moo A s
L=goltyeitgei=700 597’045 9% cos"0,
doL 0L d,, ) ;
atog 0p E(‘p(/h sin® 6 + A3 cos? 9)) = 0= L3 = Q(4; sin” 6 + 15 cos® 6) = cte,
doL oL . )
Eﬁ_%=,119+(/13—/11)ﬂ sinfcosf =0.

Por cualquiera de ambos métodos se obtiene una ecuacién movimiento en 6, la cual se puede simplificar como
2
M—Ay 2 1 - (V3a/l)
= 5.
h 1+ (V3a/l)

Considerando j} = 0, se verifica que existen posiciones de equilibrio del sistema en y, = nm o, en forma
equivalente, en 8, = nm/2. Esto implica que habra posiciones de equilibrio en el rango [0,27) en los 4ngulos

¥—ANsin(y) =0, y=20, A2=02

p _{On 37r}
e — 1217-['2 )

las cudles seran estables o inestables segun el valor que adopte A? a partir de la relacién de a con L. Se verifica
que si [ > /3a, entonces A% > 0, mientras que si [ < /3a se tiene que A> < 0. Para el caso en que | = v/3a se

obtiene una ecuacién del tipo ¥ = 0, por tanto 6 = 0, lo cual equivale a que el sistema equilibra sus rotaciones
produciendo un crecimiento lineal de su nutacidn.

Consideremos el caso en que A?> > 0 y que se realizan apartamientos desde la posicién de equilibrio tales que
X = Xe + € para estudiar cdmo evoluciona el sistema. Esta perturbacién se refleja como

€+ A%sin(y, +€) =0,
aplicando un desarrollo en primer orden de sin(y, + €) en x, = 0, junto con que A? > 0, se tiene que
sin(y, + €) = sin(y,) + cos(y.) € = € = € — A\?e = 0 = €(t) es soluciéon exponencial (inestable) ,
del mismo modo, aplicando un desarrollo en primer orden de sin(y, + €) en . = 7 se obtiene que
sin(yl + €) =~ sin(y}) + cos(y)) e = —e = € + A?e = 0 = €(t) es solucién oscilatoria (estable) ,

en términos del dngulo 6, 8 = —m/2 y 8 = /2 son puntos de equilibrio estables, con frecuencia de oscilacién A.

13. Se busca estudiar el Lagrangiano de la barra, el cual vendra descripto como
L=T+Trot—U.
En primer lugar, es conveniente describir la posicién del centro de masa de la barra, dada por
Tom =21 +7 =(a+1lcosO)Z+ (%sin@cosd);?+ésin95in¢§1—écos@2),
sin perder generalidad, es posible redefinir los dngulos de forma tal que ¢p = ¢ + Tty 9 = 6 + /2, de forma tal

que la expresion se reescribe en términos de las coordenadas esféricas conocidas como
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l
Tom =21 + T3 =E(c0519cosg03?+cosﬁsin<p37+sinz9 2)+az=rf+az,

en cuyo caso, la derivada temporal de la posicién del centro de masay el cuadrado de ésta vendran como

N 1292 124)2
Tem =P+ 199 +r@psind @, 12, =——+

2 2 cos2 6,

lo que permite finalmente reescribir la energia cinética del centro de masa como

1 . ml? . .
Tom = Emfczm = ?(92 + ¢ cos?0) .

Por otra parte, la energia potencial debido al campo gravitatorio uniforme vendra expresada como

l
U=mg({im-2)=mg(z,-2+7,2) =mg(a+zc059).

Por ultimo, resta describir la energia cinética rotacional de la barra, en término de sus momentos principales de
inercia y los dngulos de Euler, que también son concordantes con los angulos 9, ¢.

Para el calculo de los momentos principales de inercia 1, 2, 3 se considerara el largo de la barra como 3. Luego, la
masa total en términos de la densidad de masa lineal de la barra y los momentos principales de inercia seran

1/2 roo poo /2 m
m=[am=[ [ [ pocscddndxdn = [ pdv=pt=p =T,
—1/2Y—00Y—00 -1/2
bz pl? mi

/2 poo (o0
= f f f (i +23)p01 (11)8, (x2)dxydxydxs = f il =T =gy =l
-1/2J-0 -0 12 1

/2 o0 o0
I35 = J. l/zf f (X% +x%)p@l(X1)52(X2)dX1dX2dX3 ,

en cuyo caso, los momentos principales de inercia en la base 1, 2, 3 seran

_ml
12

asimismo, para el calculo de la base, las rotaciones de Euler nos para dicha base cumpliran que
D =¢2+0% +P2" = p(cosBé; +sinhé,) +0é, =0é, + Ppsinfé, + pcoshé;,
lo que permite calcular la energia cinética rotacional de la barra como

1 ml . .
Tror = El(w% + w?) = ﬁ(ez + ¢?sin?0).

Juntando todos los resultados obtenidos anteriormente, el Lagrangiano de la barra sera
ml? . . ml . . l
L=Top+Trot — U =T(62 + $? cos?0) +ﬁ(92 + $?sin?0) —mg (a+5c059),
o simplificando, reescribiendo con identidades trigonométricas y quitando los términos constantes se obtiene
ml ., ml . ml
- 2 2 ) 2_ o —
L—24(3l+1)9 +24(3lcos 0 + sin“ 0)¢ gzcose mga,
£=" 3141902 + (31— 1) cos(20) $7 — g cos 6
=22 18 cos o —g > cos

luego, por Euler-Lagrange, las ecuaciones de movimiento y la conservacién de L, sera
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doL oL d( (31— 1)¢ (29))—0=>L = 312 1) cos(20) = et
dtag ¢  dc\24 ¢ cos = 2= 722 ¢ cos(20) = cte,

d oL a‘C—ml(31+1)49+ 7 (31— 1sin(20) ¢2 + M ino =0
436 90 12 sin (,i) gzsm =0.

Usando la conservacién de L, en la segunda ecuacidn, se obtiene una ecuacién de movimiento unidimensional

. (24\*( 1%2/2 \ sin(26) 69 \ .
o+ (E) (912 - 1) cos?(20) (31 n 1)51“9 =0

14. Supongamos conocidos los momentos principales de inercial = I; = I, y I3, para una base de ejes principales
de inercia é;, é,, é;. Por simetria, la representacion en angulos de Euler de la velocidad angular es

Q=¢2+0% +z2" = P(cosOé; +sin0é,) + 08, +Pé; = 06, + psin0é, + (Y + P cos)é;,
Q =6, O, = ¢psinb , Q3=1[)+d3c056’,

donde se tomara como referencia el punto fijo de apoyo del trompo, por tanto, no habra energia cinética de
traslacion y la energia de rotacién se podra representar como

I. I . I . .
Trot =592 +E¢Zsin29 +53(1/J+¢C059)2.

Por otra parte, se tiene una masa m colgada en un extremo a distancia d, y existe sobre un campo gravitatorio
uniforme. Suponiendo una masa total M, la distancia radial al centro de masa sera r,,, = md/M, en cuyo caso el
potencial del sistema se podra escribir como

U=Myg([fy - z) = Mgr,, cos® = mgd cos 0 .

Sumando resultados, simplificando, aplicando propiedades, y quitando la constante arbitraria, el Lagrangiano es

I. I . I3, . .
L:Tmt—U=+§92+E¢Zsin29+§3(¢+¢)c056)2—mgdcos@,

mientras que, por Euler-Lagrange, las ecuaciones de movimiento resultantes son

doL oL (1 0+ I;( + 8)cosf) =0=1L,=1 0+ (4 + 6) cosf = ct
= 1 = —

dta¢ 6¢> dt ¢ sin’ 3(¥ + ¢ cos 6) cos ¢ sin? 3(Y + ¢ cos 6) cos cte,

5~ 55 = 18~ 19 5in0c0s6 + 13 + deos0)sind ~ mgd sing = 0

dtod 90 ¢ sin 6 cos 3(Y +¢pcosh)psind —mgdsind =0,

o d(1(+ 9)) 0= Ly =hL(Y+ 6) = ;05 = ct

= —3 = — —
dta¢ oy dt 3( + ¢ cos 3 =L(Y + ¢ cos 303 = cte,

de esto se verifica que tanto L; (momento intrinseco) como L, (momento orbital) son magnitudes conservadas,
y se supone (5 conocida. Ademas, usando la conservacion de L; en L, se puede obtener ¢(8) como
L, —L;cos@

Isin? 0

¢=

Usando las conservaciones, junto con el ¢ hallado, se puede obtener una ecuacién de movimiento en 8 como

. (Ly—Lzcos@)?cos® Lz(L,—Lzcosf) (mgd\ |
0= - +( i )sm@

I2sin3 8 [2sin @

haciendo un desarrollo lineal de la ecuacién de movimiento se tiene que
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mgd a6 12 + 13 . mgd I12-13
=0 = b~ 9%

o=" SN Y-) 2 2
T 26| ,_, i I I

Bl 0,

lo que, haciendo cambios de variables, se quedara representado por una ecuacion resoluble

2

L5 — L2 mgd
F+wix=0, x=0-6,  wi=—-2% 9

. 0y =—.
2 07 Jw?

Resta pues considerar los valores iniciales, que determinaran la magnitud conservada wy que depende de las
magnitudes conservadas Ls y L,. Usando los datos #(0) = m/2, junto con ¢(0) = ¢(0) = 6(0) = 0, y suponiendo
conocida Q3 > 0, se pueden calcular las constantes del sistema, pudiendo asi resolverse w, como

Ly =103, L, =1¢(0)sin?(8(0)) + Lycos(6(0)) =0, wi =03,
de forma, dado que w(z, > 0, la ecuacion diferencial sera la de un oscilador arménico de frecuencia Q3, luego
0(t) = Acos(Qzt + @) +6,,

Por ultimo, los valores del problema 4, ¢ son determinados por las condiciones iniciales, entonces

. s A
6(0) = ~AQssin(p) =0 =9 =0, 6(0)=A+06=5=A4=5-06,,

de forma que la solucidn general, para las condiciones dadas, sera

mgd

2

T
H(t) = (E - 60) COS(Q3t) + 60 ) 60 = Iw
0

N
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