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1. Un cohete de masa m + dm'’ viaja a velocidad v debido a que arroja combustible dm’ a velocidad constante
Ve relativa al cohete. Planteando el momento lineal para un instante t y otro t + dt se tiene que

p(t) =(m+dm')-v(t), p(t+dt) =m-v(t+dt) +dm' - (w(t+dt) —vey).

Es valido para perturbaciones diferenciales (dt «) hacer un desarrollo en serie en primer orden de p(t + dt) y
v(t + dt) despreciando los términos de orden superior, obteniéndose que
dp(t) dv(t)

p(t+dt)=p(t)+7dt+---=p+dp, v(t + dt) = v(t) + T

dt+--=v+dv.

Esto permite reescribir los momentos lineales p y p + dp para instantes t y t + dt como
p=(@m+dm')- v, p+tdp=m-(w+dv)+dm' - (v—v,).

Usando ambos resultados, junto con que el momento lineal se conserva (dp = 0), se obtiene que

, dv dm’
dp=m-dv—dm' v,, =0=—= ,
Vo M
asimismo, la cantidad de masa expulsada es igual a la que disminuye en el cohete, es decir dm’ = —dm. Luego,

integrando la anterior expresion, se obtiene la velocidad del cohete en términos de la masa final m como

v dv mdm m
fv :—f F=>v(m)=v0+vex-ln(?0).

v,
o ext mo

Por otra parte, la suma de las fuerzas F usando la expresion general de la Segunda Ley de Newton viene como

_dp d(mv) dm+ dv
“at T ac . Var T™a

usando los resultados obtenidos anteriormente, la fuerza total F en términos de dm/dt quedara escrita como

dm
F= (v_vex)ﬁ:

ademas, considerando que el momento lineal se conserva, la suma de las fuerzas es nula (F = 0), luego

dm dm

Fprop =UE=vexE:vex'm:

donde E

"rop da cuenta de la fuerza de propulsion ejercida sobre el cohete.

2. Se tienen dos particulas 1,2 de igual masa m, una con una velocidad inicial 7;; y \v
la otra en reposo (v,; = 0). La primera colisiona eldsticamente con la segunda en
forma no colineal (supéngase con parametro de impacto b) y luego ambas salen
despedidas con angulos opuestos 6 y ¢, respectivamente. Ry ———dee o

b

Para simplificar el problema, se considerara que los Y Cii
ejes coordenados tienen su origen en el centro de la (P

o
\P
v, \0 colision y que la velocidad de la primera particula esta "
o—> T alineada con el eje x, es decir que 7;; = 7y = VyX.

w/e

Las velocidades finales 7, ¢, U, escritas en términos de su moédulo y angulo son
® Uir = v1pcos(8) X +v,fsin(0) P, Vpp = vpp cos(¢) X + vyp sin(g) J .
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Planteando la conservacion del momento lineal, por ser choque plastico, se obtiene
p; = ﬁf = mvy; = mﬁlf +m172f = Vg = ﬁlf + 172f .

Del mismo modo, por ser un choque elastico, la energia del sistema se conserva de forma que

1
E;=Ef = Emvlzi = Emvff +Emv§f = v§ = vi; + v, .

Elevando al cuadrado la expresién de la energia y luego restando la expresiéon del momento lineal se tiene que
v = (U1p + Upp ) (U1 + Uop) = vip + 05 + 2(U1yp - o) = Dyp - Upp = 0,

de forma que 7,y es ortogonal a U, (0 bien una queda inmovil) y, por tanto, los angulos cumplen 6 + ¢ = /2.
Usando la relacién entre 8 y ¢, las velocidades finales de las particulas se reescriben como

U1r = v1p(cos(0) X +sin(0) 9), Upp = Vo5 (sin(¢) £ — cos(¢) ),
aplicando a éstas la conservacion del momento lineal, usando que p, = mv, y que p,, = 0, se llega a que

Vg = V15 c0s(8) + vy sin(6), 0 = vy5 sin(@) — v,5 cos(0),
resolviendo se obtiene el médulo de las velocidades finales en términos de la inicial y angulo de desviacién como
V1 = vgcos(f) , Vyr = Vg sin@,

pudiéndose asimismo calcular la energia cinética, y su conservacién, como

1
E; = Emvg =Ko,  Ef=Kip+Kyp = Kycos?(0) + Ky sin®(0) = K, .

3. Se tiene una mesa rotatoria circular y uniforme (masa M y radio R) en reposo, la cual es colisionada
plasticamente por una masa m a velocidad v con pardmetro de impacto b, medido desde el centro o de la mesa.

En un choque plastico no se conserva la energia mecdanica total del sistema, sin embargo, si se conserva el
momento lineal total, asi como también el momento angular, ya que no existen fuerzas ni torques externos al
sistema de la masa con la mesa. Resulta util plantear el momento angular que, inicialmente, viene dado por

L, =7xp = (b% —1,9) x (MvP) = mvbz,

mientras que luego de colisionar el momento angular L}, quedaré descripto en términos de la velocidad angular
 adquirida por la mesa, como del momento de inercia total I del sistema, los cuales vienen dados como

L, =lw, IEIZ=fr2dm’ =fr2dM+fr2dm=Imz+IMZ.

El momento de inercia L, , de lamasay Iy, de la mesa se pueden calcular de forma que

R (21 R4 MRZ
Iy, = frzdm = mb?, Iy, = frsz = frz(ads) = af f r? (rd®)dr = anT= 5
o Jo

alo que resta sumar ambos para luego poder calcular el momento angular L), como

5 MR*  _ _ 5 MR?%\ _
I =mb* + > =L, =1w=mb+ > )@

Por tltimo, relacionar la conservacién del momento angular total L, = L, permite resolver la velocidad angular

mv .
mb? + MR2/2”"

5=
I
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4. Se tienen dos masas iguales m unidas a los extremos de una barra rigida sin masa de longitud 2b,
considerandose el sistema en reposo. Se aplica una fuerza F (externa) durante un lapso At perpendicular a la
barra sobre una de las masas.

Dado que ambas masas son iguales, éstas son equidistantes respecto del centro de la barra que sera considerado
el centro de masa. Luego, al aplicar una fuerza externa F = FX al sistema, la aceleracién del centro de masa ¥ se
verd modificada cumpliendo F = mX. Integrando sucesivamente la aceleracién en 0 < t < At se tiene que

ftx" dt = ft—dt=>x' =—t
<t< <t< '
o (ost=At) o (0st=At)

t tp F

X <t< dt - _t dt <t< - tz )
J; X(0st=At) J; = X(0st=At) _2

luego, para un tiempo t > At, la fuerza se extingue, por lo que integrandose para dicho tiempo se obtiene que

t
; . F
f x(tzAt) dt =0= x(tzAt) =—At y
At m

ft“ dt—ftFAtdt=> —FAt(t At)+FAt2
Atx(tzAt) = e X(tzat) = m ’

juntando ambos intervalos se obtiene la posicion del centro de masa x(;»¢) para todo tiempo t = 0 como

o= { t? 0<t<At
€20 = om lac- 2t —At)  t=At
Con el mismo criterio, dado que la aplicacién de la fuerza F = F% se produce a una distancia ¥ = —b¥ del centro

de masa CM = O del sistema, habra un torque externo 7, respecto del centro de masa, el cual vendra dado como
f, =L, =7xF = (=b)y x F% = bF2,

integrando respecto de t el torque externo se recupera el momento angular L, del sistema respecto del centro
de masa. Por tanto, para el intervalo en que la fuerza F existe y para el que se extingue, el momento angular sera

t. t ~
JO LO(OStSAt)dt = Jo (bFZA)dt = LO(OStSAt) = thZ,
¢, ~
JAt Lo(tzapy@t = 0= Lo(opy = DFALZ,

lo que permite reconstruir el momento angular L, respecto del centro de masa para todo tiempo t > 0 como

t 0<t<At

L":bFZ'{At t > At

Ademas, considerando que L, = I@, siendo @ la velocidad angular e I el momento de inercia total del sistema,

L,=1w = (f rzdm) o = (b>m + (=b)*m)w = 2b*>ma,

lo que permite reconstruir la velocidad angular del sistema respecto del centro de masa para todo tiempo como

_ FzZ {t 0<t<At
w =

2mb At t>At

0.3



5. Se tiene un sistema cuyo eje vertical rota a una velocidad angular constante @ = wZ que se encuentra soldado
en su centro 0 a una barra de masa despreciable, con inclinacidn a respecto de Z y en sus extremos dos masas
1,2 iguales M a distancia [ /2. Considerando que 6(t) = wt, la posicién y velocidad de la masa 1 seran

l l l l
= Esin(a) cos() x + Esin(a) sin(0) y + Ecos(a’) Z= Esin(a) 7+ Ecos(a) z,

. e el . Mol
U=1 = —?sm(a) sin(0) £ +?sm(a) cos(8)y = 7sma9 =p, = Tsma@ .

Puede verificarse que la restante masa 2 cumple que 7, = —#; y, por tanto, que ¥, = —v; y que p, = —p;. El
momento angular total L, respecto del centro O vendra dado por

_ Mwl? ~
LO = fl X ﬁl + fz X ﬁz = fl X ﬁl + (—771) X (_ﬁl) = Zfl X ﬁl = ( 2 )(Sln(a)f' + COS(“) ZA) X (Slnae) =

_ Mowl?\ _
L, = < 5 > (sin?(a) 2z — sin(a) cos(a) 7) .

Puede de igual modo calcularse L, considerando los ejes principales de inercia de la barra como
B L, 0 0 w cos(a)
ZO=I_-6=<O Iy, 0)( 0 )=Illwcos(a)i+133wsin(a)k,
0 0 I w sin(a)
para luego resolver los momentos de inercia en los ejes principales, entonces
i1 =0, Iy =I33 = Mrf + Mr} =2Mr? = MI?/2,

lo que permite recuperar el mismo L, que el calculado anteriormente, obteniéndose que

2

_ Mwl?\ | - (Mol?\ . Mol
L, = ( 5 )sm(a) k = ( 5 >sm(a) (sin(a) 2 — cos(a) ) = <

) (sin?(a) Z — sin a cos(a) 7) .

Habiéndose obtenido L,, se puede calcular el torque T, como la derivada temporal de L,, es decir que

272

- Mwl? . Mw?l
fo=Lo=—< ;) >sin(a)cos(a')f=—< a;

) sin(a) cos(a) G,

Los resultados de momento angular L, y del torque T, se reescriben en coordenadas cartesianas como

2

_ Mwl
Lo(t) = (

> )sin(a) - (cos(wt) cos(a), sin(wt) cos(a), sin(a)),

T,(t) = (W) sin(a) cos(a) - (— sin(wt), cos(wt),0) .

6. La energia potencial del juguete en términos de la altura y(8) y angulo 6 del centro de masa viene dada como
U=mg-y(@)=mg-(R+ (h—R)cosB),
derivando U e igualando a cero se obtienen los puntos criticos del potencial, obteniéndose que

du

U'=—
do

= —mg(h—R)sind = 0 = 0 = 0 es un punto critico,

Determinando el signo de la derivada segunda de U para el punto critico se determina la estabilidad, luego

U”—dZU— (h—R) 2]
=gz = mg cos @,
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tomando las posibles relaciones entre R, h y luego valuando en 6 = 0 se obtienen los posibles equilibrios como
R>h=U"(6 =0)>0= 0 esun equilibrio estable,

R<h=U"(6 =0) <0= 0 esunequilibrio inestable .

7. Las relaciones de vinculo entre la soga [l y las alturas H, h vienen dadas como

b b b
Elitn=HA GG, HSAO=1-g5. h=hO =g

de forma que es posible escribir la energia potencial gravitatoria U, considerando el cero de potencial en el techo
del sistema, en términos de las alturas H(8), h(8) dependientes de 8 como

b b
U=—-MgH +mgh=—-Mg (l " sin 9) -mg (tan 6) '

Derivando respecto de 6 la energia potencial U es posible hallar el punto de equilibrio 8 = 8, como

av u dH dh (bcosB) ( b ) _gb ( M 0)
a6~ 98 " ™46 T 79 (Gsinz g I\"sinze) " sinzg o
W 0 coso =" g, = (3) es pto. de equilibrio sim < M
T cosf = o ¢ = acos (3] es pto.de equilibriosim < M.
Determinando el signo de la derivada segunda de U es posible determinar si dicho 6, es estable o no, luego

df?  sin6

d*U  gb 2cos @
sin? 6

(m— McosH)),

d*U|  Mgb
d6%|, = sin6,

c

m
>0 = 6, = acos (M) es pto.de equilibrio estable sim < M.

8. Se tiene un cuerpo rigido con momento de inercia I, que rota en un plano en torno a un punto 0, cuya
distancia es L respecto del CM. Las ecuaciones de Newton del sistema en coordenadas polares vendran como

i‘—r9'2=ZFr=>—L9'2=Mgc059—Fv,

6 + 276 =ZF9 = L6 = —Mgsin6 .
A partir de la segunda se resuelve 8(6) y de la primera se puede recuperar la fuerza de vinculo F,, luego

. dode .dé o 0 . Mg
= — = —_— = —_ 1 2=— —_
7t 40 de: 0L9d9 f% Mgsin6dfd = 0 7 (2cost9 \/E)

F, = Mgcos8 + L6? = Mg(3 cos 8 —2).
Por otra parte, la ecuacién de torques respecto al eje de rotacion O vendra dada como
T,=FxXF = (@)X (F#+F0) =T, =—MgLsin6 2,
aplicando la definicién de torque, la ecuacién se puede reescribir y resolver en variables 8, 8 de forma que

_dLo _, do
o= Toar ~

MglL
I

.df o6 b .
109%=>.[ Ioedazjn—MgLsinede=>92= (2cos6 —V2).
0 —
4
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Recordando el Teorema de Steiner, el momento de inercia I, sobre un eje que no pasa sobre el centro de masa
del cuerpo se puede relacionar con un momento I, sobre un eje que si pase sobre el centro de masa, sumado a
su masa por la distancia perpendicular al cuadrado de dichos ejes. Esto permite obtener, para el caso de este
sistema, que I, = Iy + ML2. Ademas, conociendo que inicialmente est4 en reposo con dngulo 8 = /4, se puede
calcular la velocidad angular para todo 6 y, en particular, para 8 = 0. De esta forma se obtiene que

2|MgL(2 —2)

Uem +ML2) -~

. 2 MgL . _
9(9)_\](ICM-|-—MLZ)(2COSH_\/§)' 9(0)—

La unica fuerza que realiza trabajo es aquella paralela a la trayectoria. En este problema, la tinica fuerza que
realiza trabajo es Fy, por lo que el trabajo W se podra escribir como

dW = Fg(rdf) = dW = —MgLsin 6 df = Wo0, = MgL(cos 0y — cos 6;).

Los resultados de 6(0) se pueden también calcular a partir de la energia mecanica del sistema, en consideracion
que todas las fuerzas que realizan trabajo son conservativas. Pensando que la energia consiste en parte cinética
(rotacidon del cuerpo rigido) mas potencial (gravitatoria), la energia mecanica para todo 6 vendra como

1 1 .
U=mgH + Elow2 =mgL(1 —cos ) + E([CM + ML?)0? = cte,

tomando en cuenta que inicialmente estd en reposo en 8 = 7 /4, la energia cinética se puede dar constante como

V2
Uy =mgH, = mgL 1—7 = cte,

relacionando luego éste resultado con el anterior se puede reescribir nuevamente la velocidad angular como

. 2 MgL
9(6) = \]m(z cos 6 —\/E)

9. Considérese un cilindro hueco de radios r y R (en particular r = 0 es macizo), altura h y densidad de masa
homogénea p. Su momento de inercia respecto al eje paralelo largo y que pasa por el centro de masa es

R r2m hm hm
I = frzdm = f f r2ph(rd@)dr = ('DT) (R*—1%) = ('DT) (RZ=1rH)(R? +71?),
r 0
si se reescribe en términos de una masa total M, el momento de inercia vendra escrito como
h (2w ,R M
M= f f J pr drdfdz = phn(R? —1r2?) = I, = 7(R2 +1?).
0o Jo Jr

Por otro parte, la condicion de rodadura en el punto o permite calcular la velocidad del centro de masa como

~ (7
Vo = Tp + @ X (g — 7)) = 0+ (—w2) X (—R?) = wRO = w = ==

Aplicando consideraciones energéticas, supongase que el centro de masa del cilindro parte de una altura H con
una energfa potencial maxima U; y termina llegando altura nula con maxima energia cinética Uy, entonces

1 1 1 1/M Ve\2 1 r?
Ui=MgH, Uf=EM‘l7C2m+§Icmw2=EM‘U§m+E<7(R2+T2)>(%) =ZMUC2m<3+ﬁ>,

lo que permite calcular la velocidad del centro de masa al haber llegado a su estado final como
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T L
U= Vem = 32 R

de lo que puede observarse que, a medida que se ahueca en 7 el cilindro, la velocidad final vy disminuye.
Supdngase ahora que el cilindro tiene una aceleracion constante a y llega al estado final x¢, vf en tiempo tf, luego

1 1/v 2x 2
”(t)=at=>x(t)=§at2=>xf:§<t—£>t]?=tfzv_;:v_f

)

h h(3 + 12 /R?)
()

sina sin? o

viéndose que, a medida que se ahueca en r el cilindro, el tiempo final ¢ty de llegada aumenta.

10. Se tiene un cilindro de radio interno r, radio externo R y momento de inercia I;;. El mismo se encuentra en
rodadura sobre una superficie en rozamiento, y se le tira en el radio r inferior con una fuerza F en un angulo a.

Consideran el punto O en la rodadura, las ecuaciones de Newton y las de los torques vendran como
mi =F, + F, = Fcosa — u.|N|,
my=N+P+FE =N—-mg+Fsina,
Tp=F—R)XF=(-r9—(-R9)) x FEx =—(R—r)Fcosaz.

El cilindro no se acelera verticalmente, luego y = 0. Ademas, el cilindro siempre esta en rodadura, de modo que
N > 0. Aplicando estas condiciones en las ecuaciones de Newton se obtiene la aceleracién horizontal como

y=0=N=mg—Fsina>0,
. _F ( F )_F( +sin)
X=—cosa—p,(g——sina)=—(cosa+sina)—pg.

Por otro lado, aplicando la definicién de torque y el Teorema de Steiner, se obtiene la aceleracion angular como

Ty =—7= > —=—(R—-r)Fcosaz=—

dL, dw mR?*\ d& do  (R—r)Fcosa
de — °dt  \'™ dt dt = I, +mRZj2

En cuanto a las fuerzas que realizan trabajo, s6lo deben existir en el eje x, pues en el eje y no hay desplazamiento.
Por otra parte, la fuerza de rozamiento F,., = F..X no realiza trabajo pues el punto de contacto en O no tiene
desplazamiento (v, = 0). Luego, la inica fuerza del sistema que realiza trabajo es F, = F,£. Ademas, dicha fuerza
es conservativa, por ser constante y verificarse que F, = —dV /dx con V = —F,x. Dado que no hay trabajo de
fuerzas no conservativas en el sistema, se verifica que la energia mecanica del sistema.

Puede observarse que para un angulo critico @y = a = /2 la aceleracién angular d@/dt resulta nula. Esto
permite identificar que si @ < @, el cuerpo rotara en sentido horario (negativo) hacia donde es tirado y que si
a > g el cuerpo rotara en sentido antihorario (positivo) en contra de donde es tirado.
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