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0. Una lamina de dimensiones A contiene un niimero N4, de particulas (blancos) de forma que
Nigr = NearA,

siendo n;,, la densidad de particulas contenidas superficialmente en toda la superficie. Cada uno de los Ny,
blancos tendra un area efectiva de interaccion ¢ en términos de sus radios R, luego

o = R?,
de forma que el area efectiva de interaccion total en la ldmina A, (formada por todos los blancos) sera
Atar = NarAo,
esto permite calcular la probabilidad P de que una particula incidente interactie con algiin blanco obteniéndose

_Atar _ NggrAo

P A - A = ntaro- )

a su vez, pensando un namero de particulas N;,. incidentes y N, dispersadas, siendo P = N./N;;., Se obtiene
Ngc = NincNearo, )
o bien, dividiendo por un tiempo At, como la tasa R;,. y R, de particulas incidentes y dispersadas, es decir,
Rsc = RincNear0 -

Por otra parte, el 4ngulo s6lido para una esfera de radio r y una proyeccion de area 4 en su superficie se define

A
A.Q:r—z,

siendo su unidad sr el “steradian”. En términos diferenciales el angulo s6lido se puede escribir como
dQ =sin6dodo,

lo que permitira reescribir el area eficaz o como un diferencial de area efectiva do/dS}, de forma que

do =2 40
7=
siendo dQ el diferencial de d&ngulo sdlido, de forma que la expresion (I) quedara reescrita como

do
Nge = Nincntarﬁ(g' ¢)dQ' an

donde (68, ¢) enfatizan que la seccién efectiva diferencial do/dQ depende del angulo de observacion. Es posible
recuperar el area efectiva de interaccién integrando su par diferencial, luego

0=f2—;(6,¢))dﬂ=]0

El diferencial de area efectiva do/d{Q puede ser simplificado considerando que el scattering es axialmente
simétrico (es decir, ¢ es invariante). Con este fin se busca hallar 8 = 6(b) donde b es el pardmetro de impacto de
las particulas incidentes respecto del centro del blanco. De esta forma, entre b y b + db se halla un area efectiva

T 2T do

sianGf dng(H,d)).
0

do = 2mbdb ,
y, luego de interactuar, las particulas dispersadas emergen en angulos 6 y 6 + d6 en un angulo sélido

dQ =2msin6do,
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lo que, por ultimo, permite reescribir la seccidn efectiva diferencial do/dQ en términos de (b, 8) como
do b |db
dQ sin6ldo

)

donde el valor absoluto asegura que do/d() sea siempre un término positivo (6 a veces decrece si b aumenta).

El caso mas significativo de dispersion es el Scattering de Rutherford, en el cual existe la fuerza de Coulomb

kqQ vy
F="=5

y a cuyo caso se intentara buscar una expresion para el diferencial de area efectiva do /d(). En el experimento se
incide con particulas @ que se veran sometidas a la anterior interaccién de Coulomb producto de un ntcleo, que
actia como blanco. Este es un problema de fuerzas centrales, en el cual la particula a realiza una érbita
hiperbélica. Se supondra que cada particula @ que incida con parametro de impacto b y cierto momento lineal p
saldra a tiempos largos con angulo de dispersiéon 6 y momento lineal p'. Se tomara el vector unitario # medido
desde el foco de la elipse (blanco) y subtendera un angulo ¥ coincidente con la posicién de la particula a.

r

| Ap| =2 p sin(8/2)

target nucleus p

La relacion entre do/dQ y la interacciéon de Coulomb vendra dada por el andlisis de la conservacién del médulo
del momento lineal; si bien el momento lineal no se conserva, si se conserva éste en mddulo, debido a que la
energia del sistema se conservay la energia es sélo cinética para tiempos t — +co. Con este objetivo, se analizara
y correlacionard la variacién momento lineal de dos formas distintas para luego igualarlos, a saber,

Ap=p —p, Aﬁ:fﬁdt.
Para la primera igualdad, se puede observar que |p| = |p’|, por lo que usando trigonometria se llega a que

|Ap| = 2psin(6/2),

notando que Ap tiene la direccion del vector unitario i, de modo en que en la restante igualdad la fuerza se puede
reemplazar por F, en la direccién de i, con lo que tomando los limites en +oo se obtendra que

1Ap] =f F, dt,

usando luego que ¥ - +, cuando t — +, se podra considerar E, = (y/r?) cosy con los correspondientes
limites de integracién. Ademas, reescribiendo dt = di /4, usando la definicién de momento angular de forma
que p = I/mr? = bp/mr?y ademas 1, = (6 — m)/2, se podra reescribir la igualdad como

Yo d
|Ap] =f yeosy dv mZSim/;O = 2cos(6/2).

—p, T2 bp/mrzsz

Igualando ambas ecuaciones propuestas inicialmente para la variacion de momento lineal, y suponiendo
conocida la velocidad de la particula, el pardmetro de impacto queda en términos del d&ngulo de dispersién como

_ymecos(0/2) vy
T p?sin(6/2) mv

> cot(68/2),
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pudiéndose ahora calcular expresion para el diferencial de area efectiva do/dQ) buscada inicialmente, quedando

do b jdb _ (y/mv?) cot(6/2) _ (y/mv?)
dQ "~ sinf ‘E "~ 2sin(8/2) cos(8/2) 2sin2(8/2)’

por ultimo, reemplazando y = kqQ y usando la energia de las particulas incidentes E = mv?/2, es posible
recuperar la férmula de Scattering de Rutherford, la cual viene dada como

2

do ( kqQ ) an

d0 ~ \4Esin2(6/2)
y puede ser redefinida s6lo en términos de la dependencia angular como

0o (E)

_ (kqQ\?
sin*(6/2) ’ o0(E) = (_) '

do
daQ ®) = 4F

1. Consideremos laluna L de radio R, ~ 1.84 x 10° my el Sol S de radio Rs ~ 6.96 X 108 m, vistos desde la tierra
a distancias d;, ~ 3.84 X 108 my dg ~ 1.5 x 10, Los angulos sélidos en cada caso seran

a, = TR L2529 0 2721 % 1078
L=z T 2304 = ST

TR2 13456 ~ .
ANyg=—>=1 X107 ~ 6.75 X 107> s1,

d2 625

debido a que €}, es muy similar a (g, ambos astros vistos desde la tierra aparentan el mismo tamafio. Por otra
parte, la totalidad del cielo representado como una esfera, corresponde a abarcar la medicion del total de su area
desde cualquier punto interior, obteniéndose que todo el cielo ocupa Q, = 4w sr. De esta forma, la fraccién de
ambos astros respecto del total se podra representar como

Q Q
L ~574%x107¢, —=x~574x107°,
‘QO 'QO

2. Se busca el diferencial de &ngulo s6lido para particulas dispersadas en un promedio 8 y rango angular d6 viene
como, en el caso particular en que 6; = 5° y que 8, = 85° para un mismo d@ = 1. Esto resultard en que

dQ, =sin6, dodp ~ 0.087dp,  dQ, = sinB, dodp ~ 0.996 d¢ ,

de lo que se desprende que, para df, d¢ fijos a distintos angulos, a mayor angulo se tiene mayor d{Q.

3. El problema consiste en detectar los parametros relevantes de la ecuacién (II) y resolverla para obtener el
total de particulas dispersadas. En primer lugar, el nimero Ny, de particulas incidentes es de

— 1010
Nipe = 107,
ademas, la densidad superficial n;,,- de particulas en el blanco viene determinada como

N p-d _ (10.5 x 103kg/m3) - (1 X 10~%m) _ 175
tar = m 108 - 1.66 x 10~27kg 2988

1
24
x 10 W,

donde se usé que la gravedad especifica es una relacién entre la densidad de una sustancia y la del agua, de forma
que la gravedad especifica de una sustancia es la densidad de ésta dividida por la densidad del agua (103kg/m?3);
del mismo modo, se usé que una unidad de masa atémica (u.m.a.) es la constante de masa molar M,, dividida el
numero de Avogadro Ny, resultando en 1.66 X 10~?kg.
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Con la misma estrategia, la seccion diferencial eficaz viene determinada como

49 _ 062 31020
dQ~ sr 5 sr’

donde la relacién entre barns y metros es 1b = 10728 m?2, resaltando que el término 6.5MeV de energia

enunciado del ejercicio ya que esta incluido implicitamente en da/df). Del mismo modo, el &ngulo sélido sera

dQ—dA 0.1 mm? _ 10-3
T rz2 - (1cem)? ST

Usando en la ecuacién (II) todos los resultados obtenidos, se resuelve la cantidad de particulas dispersadas como

oo (175 1N (3 om? 8750
NSC=NanmdQ(9 $)dQ = (1010) - (2988 x 10 W) Sx102 ). (1073 5r) = = 2~ 3514

4. Haciendo uso de la ecuacion (IV) es posible calcular el area eficaz de dispersion paran/2 < 68 < m como

2 21 2
"=f 0= ff 4551];2(()9/2)) kQQ f f e szw/z) sin(0) d0d¢p = -+

2 2 1 2
o=2m (fEQ ) L/z (%5(9)) sin(6) d6 = 8n (kfzg ) fol a iuu)zzs”(kQQ) 1+u] _4”(121_1?) :

usando este resultado en la ecuacion (I) es posible calcular la probabilidad de que ocurra el scattering como

N _(,:@).M(’“I_Q)Z _ .
Nipe 10" m 4E

usando los datos dados junto con que g = 2e y Q = 78e se obtiene finalmente que

P(6 = 90°)

(2.14 x 10* kg/m3)(3 X 10—6m3)> <2 .78 (8.99 x 10°Nm2C=2) - (1.6 X 10—19(:)2>2 _

P(6 =90°) =
6 =90% < 195-1.66 x 10~27kg 4-(7.8%x10%-1.6 x1071°C)

7999

>90°) =~ 1. P —
P(6 =90°) =~ 1.289 x 10 3000°

lo cual verifica la aproximacién considera por Geiger y Mardsen de que 1 particula en 8000 era reflejada.

5. Se busca estudiar la relacién 8(b) para cualquier fuerza central F (r) para el Scattering de Rutherford. Con este
objetivo, se sabe que existe un potencial U(r) tal que F = —VU, una particula incidente con velocidad v, y
parametro de impacto b, siendo ahora y = 1y el angulo subtendido en la recta que une el blanco con el perihelio.

Aplicando las consideraciones de conservaciéon del momento angular, se verificé anteriormente que
60 =m—2y,

ademas, usando la relacién entre el &ngulo y y su derivada y, y aplicando cambio de variables dt — dt se tiene

. X
= dt = | =dr.
v aie= [Lar

por otra parte, usando la conservacion de la conservacién del momento angular se obtiene y como

mientras que la conservacion de la energia mecanica total del sistema y del momento angular se obtiene  como
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1 5, 1 ., | b*v§ ) , b2 2
E=-m@*+r<y)+U@r)==-m|7+ +U@)=r= |vi— ——U(r),
2 2 r2 r2 m

donde se eligi6 el signo positivo de 7. Usando los resultados para 8, x, ¥, 7 junto con v¥ = 2E /m se llega a que

I (b/r?) dr
oomoe frm J1=(/MZ=UM/E

6. Se tiene una particula de energia E en un campo potencial U(r) = y/r?, usando el ejercicio anterior se llega a
® (b/r?) dr ) ® (1/r?) dr
=1 — )
ro 1 —(b/T)2—U()/E ro 1 — (b% +y/E)/r?

usando la conservacion del momento angular y la conservacion de la energia, para un estado inicial de la particula
con velocidad v, se puede reescribir el radio minimo 7, de la hipérbola como

0=m—

I? y (mbvy)? y b*E y
7= I |

E= 2mr? 12 2mr? T T; r2
o To ) 0 0 )

=1¢=b*>+y/E,

de lo que reemplazando en la integral inicial y luego haciendo un cambio de variables z = r,, /7 se llega a que

0 Zb.[“’ (1/r®) dr 2b (Y dz 2b[ i (1 b)
=— ——=n1-—| ——=n-——Jarcsinz]} =n(1-—|,
ro 1 — (1rp/7)? To Jo V1 —2z2 To ° o

lo que finalmente permite hallar la relaciéon 6(b) = (1 — b/ry) o, en forma equivalente, b(8) = ry(1 — 6/m).
Esto permite resolver la seccién eficaz diferencial a partir de la ecuacién (I11), obteniéndose

do b |db ro(l—B/n)| _v/E m-90

dQ  sin® lde sin ©  @sinf2mr—6°
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