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1. El Lagrangiano de un sistema de dos masas sometidas a una fuerza entre ellas viene dado como

—-— 2 - - = 1 2 - -
‘C(rllrlerPrZJ) = Emlrlz + Emzrzz - U(lrl - Tzl) .
El posible redefinir dicho Lagrangiano en términos de la posicién R del centro de masa y relativa ¥ como

mlfl + mzfz

R = =1 —r
1 2
m;+m, ' ’

lo que se relaciona con la posicién 73, 7, de las particulas de forma que

_ m, B B _ my B
1=R+(—)r, r2=R—(—)r.
my; +m, m; +m,

Reemplazando y definiendo M, 4 como masa total y reducida, respectivamente, el Lagrangiano del sistema sera

. 1 . 1 mym
=) _ 2, - =2 _ — 172
(R R 7. 7) =gMR 452 —U@),  M=mitmg, p=_—m

Dado que el centro de masa es un sistema inercial, es posible considerar en el centro de masa tal que R = 0.
Asimismo, el torque 7., del centro de masa, reemplazando y usando R = 0, se podra expresar como

_ - - _ = _ = _Mp_ o My _ o a oAy
Tem = Ty T T2pm = (rlcm) x (F) + (rzcm) X (=F) = o X F +ﬁr XF=rF(fx#)=0,
de forma que el torque total 7,,, en centro de masa es nulo V7, luego el momento angular L,,, = cte, entonces

T oo (M2 mimy \ . o my oMMy N e —
Lcm—llcm+lzcm—(Mr)x(—m1+m2)r+( Mr)x( —m1+m2)r—u(rxr)—cte,

del mismo modo puede probarse que 7, = 7,_ = 0 por separado, por lo que los momentos angulares por

separado l_lcm’ l_zcm también se conservan, pudiéndose asimismo verificar que
m,;m3 m, m?m, m,
T _ = - - 1 _ = -
l10m=< e >(TXT):WLcm, lzcm:< M2 >(TXT):HLcm.

También puede verificarse que el momento angular total T en cualquier punto del espacio también se anula pues

e r (BB T2 (P 4 (RE = TRre) x () = FROB x ) — FR(R x £) =
T=7,+1, —(RR+ M rr)x(Fr)+(RR M rr)x( F#) —FR(er) FR(er) =0,
por lo que también el momento angular total L en cualquier punto del espacio también se conserva, dado que F

es una fuerza central entre los cuerpos, igual y opuesta. Sin embargo, puede verificarse ahora que, por separado
los momentos angulares de cada particula no se conservan, ya que 7; = —T, # 0.

2. Usando el resultado del ejercicio anterior, el Lagrangiano entre dos particulas para el potencial central sera
—_ 2 - 1 = 1 — . . 1 . . 1
L) = TE) = U@ = Spr? =5k = L(x,%,y,9) = 5002 + 9 =Sk +y?),

de lo que se puede plantear Euler-Lagrange y obtener las ecuaciones de movimiento en x, y como

ox dt

0x

=_k - "=05 ____¢
X — ux 3y

Jdy dt

oL d (oL oL d (AL }
2 (3= -r-=o

Para el problema, es posible plantear la solucidn del oscilador armdnico en x, y, quedando que
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x(t) = A, cos(wt) + B, sin(wt), y(t) = A, cos(wt) + By, sin(wt), w? =k/u,
el mismo sistema es posible representarlo en términos de cos(wt), sin(wt) resolviendo el sistema dado
=0 )= ()= (&) O=amzax (5 2)0)
y Ay By \sin(wt) sin(wt) Ay B, Y/ AxBy — B, A, \=Ay Ay )\Y
para luego verificar, usando cos?(wt) + sin?(wt) = 1, la ecuacién de una elipse rotada.

—Ayx + Ay Byx—By \*  [—Ayx+Ay\°
AB, —BA,’ A.B, — B, A, AB, —B.A,)

Byx — Byy

_— i t) =
7,5, —B.A, sin(wt)

cos(wt) =

La expresion puede mejorarse, sin pérdida de generalidad, si se considera que, en un tiempo inicial t = 0, se
cumple que x(0) = A, y que y(0) = 0. Esto se cumple si B, = A,, = 0y equivale a posicionar los semiejes mayor
y menor axialmente, pudiéndose representar asi la ecuacién de la elipse como

cos(wt) = (:—x) , sin(wt) = (Bl> , (:—X)Z + <Bl>2 =1.

y y

3. Primeramente se busca verificar el potencial efectivo de interacciéon entre dos cuerpos interactuando
gravitatoriamente. El Lagrangiano, tomando como referencia el centro de masa inercial (R = 0), vendra dado en
términos de la coordenada relativa 7, planteada en coordenadas polares, como

L7 = guf? — UG = 5u( +r2¢7) - (<6 50),

aplicando Euler-Lagrange, se recupera la conservaciéon del momento angular y la ecuacién de movimiento, luego

oL doL d 0 0
%—Ea—¢=a(yr¢)=0=>15ur¢=cte,
oL d oL . uM 12 uM
—_— = 2 _ ) — ¥ = — — (— — Ut =
dr dtor (,urqﬁ Grz) W) ur3 Grz ur=0.

La ecuacion radial, luego de aplicar la conservacion, es posible redefinirla en términos del potencial efectivo por
uM 12 d uM 17 d
—G— i (Uer)

—_— +
r2 = urs dr r o 2ur?
sabiendo que, para drbitas circulares, el radio permanece constante, se usa que # = 0, por lo que dicho radio sera

dUef _ GMM l2 _ lZ

—0=>77::—

dr 2 3 Gu*M"

Puede comprobarse que el radio 7. de orbita circular es estable analizando la derivada segunda como
d?U, M > d*U 12

of = —ZGM—+ 3—=—
dr? r3 ur# dr?

= e > 0 = 1, es minimo de U,f (estable) .
[

r=r¢
Alternativamente se puede aplicar sobre F; (0 en forma equivalente sobre U,r) pequeiias perturbaciones para
analizar la estabilidad. Para ello se piensa que r = 1. + ¢, siendo ¢ «, de forma que # = £,

dF 1? M 1? M
F(T‘)=F(TC+£)=F(T‘C)+— l€+”'=>#é'z<_3_G_2>_<3F_ZG‘[;'_3>E’

dr

2
rc usre e Tc c

reemplazando las relaciones halladas para 7, es posible reescribir la ecuacién del movimiento de £(t) como
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12 uM 12 1? M
7~ 26—5=—5—, &
ure e [T

E+ wle =g, w? =3 =——-G—=
ueTe T

de forma que la solucién general a la anterior ecuacion de movimiento, para pequefias perturbaciones, sera
e(t) = Acos(wet + ;) , wg = l/pr?,

pudiéndose comprobar que el periodo orbital y el de dichas oscilaciones es el mismo, es decir, ¢, = w,.

4. Considérese un sistema de dos astros bajo interaccién gravitatoria. Usando la ecuacién radial derivada en
Euler-Lagrange, que el periodo es T = 2m/¢ y que # = 7 = 0 en el radio del semieje mayor (r = a), se llega a que
. . uM 4m? uM 42 T? 4x?
— 2 — 2 _ 3 — —
ut = pure _GT_Z_ rW_GT_ZﬁT —G—Ma ﬁE—G—M_C,
la cual es exacta, y cuya constante C depende de la suma de masas de ambos astros. Dicha constante C difiere de
la constante Cx de la tercera ley de Kepler, pues esta ultima aproxima M = M, (con M, la masa del sol). Se
contrasta la diferencia entre el valor exacto C y de Kepler Cx usando las masas de Jupiter M; y del Sol M, luego

4772 472 42

= _~94050x107%, (g =——~ 94144 x 10720
GM ~ G(M; + M,) “GM

C

5. Se tiene un potencial dado por U = kr?/2, luego el Lagrangiano vendra escrito como
1 / 2
4 . 1 . kT‘
\ L(F,7) = 5 u(F? +77¢2) = (T) ’
\ aplicando Euler-Lagrange se puede nuevamente verificar que
\ el momento angular [ se conserva como [ = ur?¢ = cte. Esto
permite resolver en forma unidimensional la restante ecuacién

oL dac . N .
E—ag=(#r¢2—kr)—(/ﬂ)=I?—kr—#r=0-

Reescribiendo la ecuacion y considerando la fuerza efectiva F,.; derivada de un potencial efectivo U, se obtiene

d [ I? N kr? U 1? N kr?
_— — — | = e p— —_
dr\2urz ' 2 of Tourz 't 2’

de lo que se observa que U, crece infinitamente haciar — 0 0 7 - o, hallindose un minimo r, de orbita circular

2 d
ur=m—kr$Fef = —E(Uef) =

dU,;

lZ
= =—F+kr:0:>r0=f/lz/ku,

min
correspondiente al minimo posible de energia. A mayores niveles de energia se obtendra 6rbitas elipticas de
radios r;, r, minimo y maximo. Para el caso de la 6rbita circular de radio ry, el periodo orbital se escribira como

_271_27'[;1 )

—_ = | —=2 —

To=—-—= Y .
gy LT 1 Jku k
Por ultimo, se analiza la naturaleza de las 6rbitas para pequeiios apartamientos ¢ de la drbita circular, luego

dF . 12 12
Fr)=F(.+e)=F0)+—| et >ué=|—5—krg|—|3—5+k]e,
arlyc Urg ury
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reemplazando las relaciones halladas para ., es posible reescribir la ecuacién del movimiento de £(t) como

. ) 12 412 12
Etwie=¢g, —3— k=——7=, & =——73—kry=0,
purgt Uy prg
de forma que la solucién general a la anterior ecuaciéon de movimiento, para pequefias perturbaciones, sera
e(t) = Acos(wet + ;) , w, = 2l/ur?,

pudiéndose comprobar que el periodo de las oscilaciones es el doble que el orbital, es decir, w, = 2¢,.

6 Se tiene un sistema de dos particulas, la primera sometida a un potencial U; = k#?/2,la segunda a un potencial
= ki /2, mientras que ambas interactiian con un potencial U = aki?2/2. El Langrangiano del sistema sera

1 .1 .1 1 1
—m1f12+—m2f22—§kf12—Ekfzz—zakfz.

L(f]_:rLlifZ:r‘_Zr) = 2 2

Usando los resultados del problema (1) es posible reescribir el sistema en términos de la posicion del centro de
masa R y la posicién relativa 7, obteniéndose que las posiciones de las particulas quedaran reescritas como

_ = m; _ _ = my _
n=R+|————|r, n=R—|———|7,
m; +m, m; +m,
de forma que, reemplazando en el Lagrangiano, éste vendra escrito en coordenadas R, 7 como

T2 TR-7

C(R R 7F) = ME? + i 4 kB 4k (2 —a - 1) i (T2

considerando que ambas particulas tienen igual masa m = m; = my, el Lagrangiano se simplificara como
_ s L, m _ 1 1
A 24022 2 _ )2
L(R,R,r,r)—mR +4r + kR 2k(a+2)r
asimismo, reemplazando en coordenadas cartesianas del centro de masa y posicién relativa X, Y, x, y se tiene que
1 . m 1 1
L£=(mX*+kX?)+ ( % ——k( 2) 2) + (mY? + kY?) + (Zyz _§k<a +§)y2)
las ecuaciones de Euler-Lagrange para X, x y Y, y son indistintas, tomando coordenadas arbitrarias Z, z se tiene

k
— ———=2kZ—-2mZ = 7 = w?Z, 2=—),
3z " diaz k m 0= w§ (wo -

L d oL 1 m. o
£—a£=—k(a+E)Z+EZ=O=>Z=w12, wl—w0(2a+1)=—(2a+1)

Primeramente, se resuelven las ecuaciones correspondientes al centro de masa, con dadas condiciones iniciales

X0)=%X,, X0)=o0, Y(0) =0, Y(0)=Y,,

X
X(t) = Acos(wpt + @4) = X(t) = Xy cos(wyt) = cos(wyt) = X
0

Y(t) = Bsin(wet + @) = Y(t) = <: )sm(wot) = sin(wgyt) =

V¢ /wd

lo que permite recuperar que X, Y del centro de masa describen un movimiento eliptico en el tiempo dado por

0

X2 Y2
cos?(wpt) + sin?(wot) = 5+ ———5=1
Xo Yoz/wg
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Usando la misma estrategia para las coordenadas relativas, con triviales condiciones iniciales, se llega también a

2 xZ

X
cos?(wit) + sin*(wyt) = 5+ —5-——5=1.
Xy Xi/wp

7. Se tienen dos particulas acopladas por un resorte de longitud natural [ en un plano, el Lagrangiano sera
L(fl,'f._'l,fzﬂ.:z,) = Emlflz + Emzfzz - Ek(lfl - 7_'2| - l)Z B
en coordenadas R, 7 del centro de masa y posicién relativa de las particulas quedara como
. 1 .1 1
L(R,R,r,r) = 2MR + SHT 2k(lrl D*,

asimismo, expresando las coordenadas del centro de masa en cartesianas y la relativa en polares quedara que

L 1 . . 1 . 1
£(R,V,7F) = = M(X2 +V2) + Su(#? +12$%) =~ k(r — 1)?.
2 2 2
La resolucion por Euler-Lagrange del centro de masa deriva en que éste es un sistema inercial, luego

d oL aL—MX—O=>X(t)—Xt+X d oL aL—MY—O=>Y(t)—Yt+Y
dtox ox SO drgy oy T T T Ce e
Tomando la ecuacién angular de Euler-Lagrange para la posicion relativa se obtiene la conservacién de L como

ddb df_d iy oot m et
—_— = = —3 = = ,
TR TAGAR urie = cte

mientras que la ecuacion radial de movimiento, reemplazando con la conservacion de L, quedara como

ddf _db _ i p2 + k(r — 1) = ui L2+k( D=0
dtdr dr M HY TTUEA T s TR =

Para el caso en que r = cte (6rbita circular), entonces también ¢ = cte (conservaciéon del momento angular).
Luego la ecuacidén radial de movimiento quedara reescrita como

; k.
m"=urq,'>2—k(r—l)=i‘+(p—¢2)r=kl,

para lo cual, si ¢? < k/u, se tendra la solucién del oscilador arménico dada como
kl
= E ,

siendo A, a constantes a determinar por condiciones iniciales. Las restantes soluciones se pueden hallar para los
casos en que ¢2 = k/u (alejamiento relativo parabélico) o ¢p? > k/u (alejamiento relativo hiperbélico).

r(t) = Acos(Bt + @) + a, B2=§—<f>2, a

Para el caso en que ¢ = cte, la ecuacion radial de movimiento nos proporciona la solucién del oscilador arménico
" L, (K k
ut = —k(r—10 =>r+(—)r= (—)l,
i I

donde nuevamente, considerando que k > 0, se recuperan las soluciones del oscilador armdnico simple
, k
r(t) = Acos(Bt + ) + B =I_i’ a=1,

siendo nuevamente A, @ constantes a determinar por condiciones iniciales.
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8. Primeramente es util obtener la ecuacidn de las érbitas. Considerando la ecuaciéon de movimiento radial y la
conservacion de momento angular para alguna fuerza central F(r) se llega a que

L _F P
F=—+—=—.
woooprrd
Para poder resolver el problema se realiza, por un lado, una sustitucién de variables de forma que
u=1/r,
y, por otra parte, se reescribe la derivada temporal d /dt en término de d/d¢ como

ddq.’)d . d I d lud

dt  dtd¢ ' d¢ urz dqb uode

Usando estos resultados, se puede reescribir #* en términos de u y d/d¢ como

( ) u? d ( ) ldu " d @ lu? d ( ldu) 12u? d?u
=— = -] =-—— r=—r) =—-—— _
p do \u wdg Tt pdp\ pdeo p? de?
De esta forma, la ecuacion radial del movimiento quedara reescrita en términos de u y derivada en ¢p como
s p-F(u)
Para la fuerza F = —y/r? = —yu?, la ecuacién y solucién tomaran la forma de las érbitas de Kepler como

u’(p) = —u(e) + ];—I;, u(¢p) = Acos(¢p — 8) + ];—g,

para lo cual, sin perder generalidad, definiendo § = 0 y reemplazando luego u = 1/r, se llega a que
@) =17 - = 4
r¢_1+ecosq’>' C_yu' €=ac

para el caso de una elipse, € la excentricidad de la elipse (constante a determinar del problema) y ¢ = r(m/2).

Para el problema pedido, la altura del satélite es de perigeo de R; = 3000 km y en el apogeo es de R, = 300 km,
mientras que el radio de la tierra es Ry = 6400 km. Luego, la excentricidad € de la elipse cumplira
C C Cc TM - Tm R1 - R2

L N S = - = 27 jm ~ 047k
Ttecos(p)  MT1—¢ ™M™ 11e €77, +r, R +R,+2Ry 161 m

mientras que la altura h, distancia perpendicular al semieje mayor de la superficie de la tierra al satélite, sera

/[
h=r(§)—RT=c—RT=rM(1—e)—RT=(R1+RT)(1—e)—RT=1413.75km.

9. Con la misma estrategia del ejercicio anterior, la ecuaciéon de movimiento para una fuerza central sera
u-F

Pu(¢)?’

donde, para este caso, la fuerza vendra dada en términos de r o de u = 1/r como

ko 2 ,
F=——2+—3=—ku +/1u3,
r r

u"(¢) = —u(e) -

reemplazando la anterior fuerza en la ecuacién de movimiento se obtendra que

W@+ (1475 ) u) =%
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Dado que A > 0, la ecuacidn a la anterior ecuacion es la de un oscilador armoénico a frecuencia § dado por

1 A _k
u(¢)=T¢)=Acos(ﬁ¢—5)+a' 52=1+l_g’ a:/1+l2/u'

Dado que § es una fase espacial, se toma § = 0 de modo que la fase inicial coincida con el semieje mayor. De esta
forma, y despejando r(¢) de la solucién obtenida, se obtendra la parametrizacién como

c Au A 12
—_, Z=1+— =—+—,
1+ ecos(Bo) h Tk ku

2’
Para el caso en que la excentricidad cumple 0 < € < 1, se describen drbitas elipticas pero cuyo radio varia a su
vez con frecuencia f; en particular, los radios mayor y menor oscilaran con f§ de forma que estén en un rango

€ =Ac.

r(¢) =

c<ry< <n,<c,

c
1—-¢’ 1+¢€
siendo el caso € = 0 una drbita circular. Puede verificarse para qué valor de f las 6rbitas resultan cerradas, dicho
de otra forma, para qué valor de # se cumple que el radio, tras uno o varios periodos orbitales, vuelva a caer

sobre el mismo radio. Para ello se consideraran los periodos T, (orbital) y T;. (oscilatorio radial), los cuales se
cumpliran cada n,, n,- € N con frecuencias w, y 5, respectivamente. Luego, dichos periodos vendran dados como

T 2
nel, =n,—, n.T, =n,—

wO ﬁ?" '

igualando resultados se obtiene que §3,, para que las trayectorias se cierren en algiin periodo, debera cumplir

br=(52) o,

ny

conn, # 0yny/n, un numero racional. Asimismo, puede verificarse que si 3, se recuperan las 6rbitas de Kepler.

10. Considérese ahora el caso en que A < 0, la ecuacidn radial transformada serd nuevamente
" A ke
W@+ (1+5)u@® =7,

luego, si (1 + Au/1?) es positivo se recuperan las soluciones del caso anterior, pero si es negativo se cumplira que

1 Au k
_ _ - 2 _ _
W) =gy = e et v, p==(14T) e
o, en forma equivalente, la parametrizacién del radio vendra dada como
3 c 2 12 _ 4 _ 4
r((p) - 1 + Ele_ﬁ(b + Ezeﬁd) ) c = E+ k,Ll ) 61 - 1C, EZ - ZC:

en particular, si se definen las constantes tales que € = €, /2 = €, /2, 1a solucion se puede reescribir como

c

(@)= 1+ e cosh(B¢p)

11. Recordando, la ecuacién paramétrica de r(¢) para las 6rbitas de Kepler, vendra dada como

c=—, e =Ac,

r(¢)=1+ecos¢' yu

donde € es una constante a determinar y, para fuerzas del tipo F(r) = —y/r?, la constante ¢ = [? /yu. Asimismo,
la coordenada relativa r y el angulo ¢ se relacionan con las coordenadas cartesianas x, y como
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x=rcos¢p, y=rsing, r2=x%2+y%.

El caso 0 < € < 1 de drbita ligada ya fue analizado. Para el caso € = 1 la ecuacién paramétrica vendra dada por

c c y? ¢

= = =3 + = =3 —_ 2= 2: 2+ Zﬁ =——+—'
4 l1+cos¢p 1+x/r rrx=c (€=x) 4 x y *()

2c 2

obteniéndose una parabola x(y), también dada como y? + 2cx — ¢? = 0. Para el caso en que € > 1 se tiene que

c c
r= = =
l14+€ecos¢p 14+ex/r

c=r+ex= (c—ex)> =x?+y2 = c? = x? — €?x? + 2cex + y?,

2 2
ezc— 1 (xz - ezzc—e1x + (ezci 1)2) - (EZCj 1)2 - ezy— 1’
2 2 2 2 2 2 2
(EZCi 1) - ezc— 1° (x- ezci 1) - ezy— 1 (ezc— 1) =(x- ezci 1) - ezy— 1’

lo que permite hallar la ecuacién de la hipérbola, con coeficientes §, @, § > 0, dada por

c2=x*(1-€>)+2ex+y? = —

(Gl N U S SO
a? B> ’ €2 -1’ (e2-1)2" €2 —1"
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