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1. Se considerara un sistema inercial de modo que x mida la posicién del centro de masa del yoyo. El Lagrangiano
vendra escrito en términos de la energia cinética traslacional y rotacional, asi como del potencial gravitatorio. La
velocidad angular correspondiente a la energia cinética rotacional debe escribirse en términos de la posicion x
del centro de masa, que puede relacionarse con la rodadura del mismo como

Vom = Proqg + @ X (F — §r) = (—w2) X (—(—R9)) = wRZ = % = wR,

hecho esto es posible reescribir el Lagrangiano en términos de una tinica coordenada generalizada x como

1,1 1, 11\ rky 3
L=T—U=(§mx +§Icmw )—(—mgx)= 5 mx +§(EmR )(E) + mgx =g mx + mgx,

lo que permite por ultimo definir la acciéon S y encontrar la ecuacidn de Euler-Lagrange para el movimiento como

§= fL(t Dt L d (6£) 3 . L2
=S —= ] = = — —1 = — .
XX ox dt\ax) Mg T =X =39

2. En forma equivalente al ejercicio anterior, se pasa a la coordenada generalizada x, se construye la acciéon S'y
se halla la ecuacién de Euler-Lagrange para el movimiento. Por tanto,

L=T U—(1 '2+11 2) ( ) = ! '2+11 (x)z + —1'( +I )+
= = 2mx Zcmw mgx) = me > lem (5 mgx—zx m R2 mgx,

S = fﬁ(t ¢)dt oL _d (aL) = ' ( +I ) X g
- — _— = —_— ) = =
XX ox at\ax) "I T XM T R2) T X T T, /mR?

3. La posicion x,. del carrito de masa m, escrita desde un sistema inercial, viene en términos de la posicion X del
carro grande y de la posicion relativa x del carrito dentro del carro grande. Puntualmente, desde el sistema
inercial, el carrito de masa m tiene su posicién en x,. = X + x. Por otra parte, la energia cinética viene como T (X;.)
y la potencial elastica como U (x), se buscara reescribir el Lagrangiano £ en términos de t, x, X como

1 1 1 . 1 1 1
L=T-U-= merz - Ekx2 = Em(X + J'c)z - Ekx2 = Em(fc — Aw sin(wt))? — Ekx2 ,
habiéndose obtenido L(t, x, x), se puede plantear la accién y obtener las ecuaciones de Euler-Lagrange como

d
= —kx = — (mx — mAw sin(wt)) = —kx = m¥ — mAw? cos(wt) ,

aL d (aL)
dt

S = fL(t x,x)dt = — %= t\5z

lo que finalmente permite reescribir la ecuacién de movimiento del oscilador arménico forzado como

¥+ wix =Bcos(wt), wy=+k/m, B=Aw?.

4. (a) Se considerara un sistema coordenado inercial (x;, y;) ¥ (x5, y2) para indicar la posicién de cada una de las
particulas. De esta forma, el Lagrangiano vendra escrito en términos de la energia cinética T = T; + T, de la
energfa potencial del resorte Uy y de la energfa potencial gravitatoria de las masas U; = Uy, + Uy, como

1 . 1 ; 2
L=T—U=<Em1(x12+yf)+zm2(x2 +J’2)> < (\/(xz_x1)2+(J’2 J’1)2_lo) _m1g(x1_l)_ng(x2_l)>-
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Se elegira el sistema de coordenadas de modo que el origen esté en el extremo opuesto de la barra de la masa m,,
considerando luego que el otro extremo de la masa m, dista en dy respecto del origen. Luego es posible redefinir,
dado el vinculo radial de cada masa, el sistema en coordenadas generalizadas 6, 6, como

{ (x1,y1) = (Icos6y,1sin6,) (%1,91) = (=16, sin 6y, 16, cos 6;)
) = . : )
(‘xZI yZ) = (l Ccos 62 ’ d + [sin 92) (56'2, yz) = (_lez sin 92 ) 192 COoSs 62)

lo que permite reescribir el Lagrangiano en términos de dichas coordenadas generalizadas 6,, 8, como

1 o1 1 2
L=T-U= Emll 01 +§m2l92 —Ek(‘l"(gl_gz) —1,)" +mygl(cos8; — 1) + mygl(cos 6, — 1),

70,0, = \/oi2 + 2dl(sin 8, —sin6;) + 21%2(1 — cos(8, — 6,)) .

Planteando luego las ecuaciones de Euler-Lagrange para cada par de coordenadas generalizadas se obtiene

oL = ki(d cos 6, + Lsin(8, — 0,)) (1 — —myglsin@ 4 (9L ——d( 120,) = m, 126
= cos sin m,glsinf, , — | = m =m ,
a0, z z ! T(6,,0,) 19 ! dt\o0, dae~ bt o
oL Iy d (0L d . ..
_ = i — 1-— — i ——)=— 2 = 2
28, kl(d cos 9, + lsin(6, — 6,)) < r(91,92)> myglsiné, , It <692> Tt (mzl 92) m,l“0,,

de esta forma, las ecuaciones del movimiento de ambas particulas quedaran escritas como

.. 1 /k l

61——(—)(dc0592+lsin(6’2—61))<1— 2 >+gsin6’1=0,
my \1 0.6,/ L

.. 1 /k l

0, +—(—)(dc0562+lsin(62—61))<1— 0 >+gsin6’2=0.
my \1 0,6,/ L

de lo que restara hacer alguna aproximacién o resolucién numeérica para obtener la solucion 8, (t), 6, (t).

(b) Nuevamente se describira en términos de un sistema inercial (x, y) siendo el Lagrangiano escrito como
1 . 1 2
L=T-U-= Em(x2+y2) —(Ek(\/x2+y2—lo) —mgx),

dado que x(t), y(t) ya son coordenadas generalizadas, pues describen univocamente la posicion de la particula
m en el plano, es posible plantear las ecuaciones de Euler-Lagrange obteniéndose que

oL e (1 Iy 4 d (61:) o oL (1 Ly d (61:) o
ox = ¥ hZtyz) 90 d\ex) =" gy T T 2ty2)  de\ay) "
de lo que se recuperan las ecuaciones de movimiento para x, y como

., K l .k Lo
X+—|1-——=)x—mg=0, y+—|(1—-———=]y=0.

m\' " fxz 42 m\' " Jxz 42

En forma totalmente equivalente se podria haber planteado el Lagrangiano en términos de las coordenadas
generalizadas r, 8, lo que permite obtener resultados totalmente equivalentes a los anteriores, luego

1 . 1
L=T-U-= Em(r"z +7126?) — (Ek(r —1y)> —mg(rcosf — lo)>,

= m¥ — =mgrsinf ,

aL d (6L> . aL d <6L ..
’ a0

9~ _ 32 _ ¢ (9= L (94 _ . 2
o mro k(r—1,) + mgcos9, 7t \37 T 6(9) 2mrr0 + mr<0,

. k " .
f—r62+g(r—lo)+gc056=0, 6+ 270 —gsinf =0.
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(c) Nuevamente se plantea el Lagrangiano desde un sistema inercial ubicado en el extremo del resorte como

2
(X 2 ooy, L 2 2y lk 202 ) _ _
L=T-U=|;m & +yi)+ Zmz(xz +¥3) > x1ty1 — o m;gx; — mygx;

2

planteando las relaciones entre las coordenadas absolutas x,, v, y las relativas x5, y; (respecto de m,) se tiene

X

X, = X%, + X, =7, cos @; — 1,6, sin 8; — 16, sin 6,
}'/2 = yl + yé = 7"1 sin 61 + rlél CoS 61 + lgz COS 62 ’

{xz =x, +xy3 =717c080; + lcosb,
Y, =y, +y5 =1y sinf; + lsin6,

lo que permite reescribir el Lagrangiano en términos de coordenadas generalizadas r;, 64, 8, como
1 Iy 202 1 -2 202 202 1 2
L=T-U= Eml(rl +1£62) +Em2(r1 + 1202 +1202) | - Ek(rl —1y)? —mygr, cos 0, —m,g(ry cos 6, +lcosb,) |,

1 : k(r; — )%\ 1 .
L=L+L,= E(ml +m,) (;‘«12 + 1267 + 2gr; cos 6, — ﬁ) +Em2(l2022 +2glcosf,),

planteando luego las ecuaciones de Euler-Lagrange se obtiene que

oL . k(ry —1y) d /0L .
a_rl = (m1 + mz) (T‘lelz + g cos 91 — ﬁ) , E(a—rl) = (m1 + mz)ﬁ ,
oL . d (oL L. .
6_61 = —(my + my)gr; sinb; , E<6_91> =(my + mz)(2T17”191 + 7‘1291)'
oL 3 Ising d (oL Y
692 —_ ng Sin 2 dt 691 - m2 2

lo que permite igualar y obtener las ecuaciones de movimiento de ambos cuerpos como
# + k(ry = lp) — (my + my)r 02 + (my + my)gcosh; =0,

j 1) 9 gine, =
91+2<r1 91+r15m91_0'

éz +%Sin02 =0.

5. Primeramente se describe la posicion de la masa m en coordenadas absolutas 7 centradas en el volante. Dicha
posicion vendra descripta en términos de las posiciones 7yp y 7pc de forma que 7 y su derivada son

= Tp + Tpc = (R cos(wt) £ + R sin(wt) §) + (I sin(¢p) £ — L cos(p) )

o + Tpc = (—Rw sin(wt) £ + Rw cos(wt) 9) + (I cos(¢) £ + I sin(¢) 9)

=i

S I

7=
obtenida una unica coordenada generalizada ¢ se escribe el Lagrangiano en términos de ¢ como

mi? — (mgr-9) = %m ((—Rw sin(wt) + ¢ cos(d)))2 + (Rw cos(wt) + l¢ sin(d)))z) — (mg(R sin(wt) — lcos(¢>))) ,

L_1
)

.. mR? mil? . . _
L=L(t,p,¢) = Twz + Td)z + mRlwe sin(¢p — wt) — mgR sin(wt) + mgl cos(¢),

con lo cual se puede efectuar la ecuacién de Euler Lagrange para L(t, o, (;b) como

0L = mRlw cos(¢p — wt) ¢ — mglsin(¢p),

a9
2.3



%(2—;) = %(mlz(f) + mRlw sin(¢ — wt)) = ml?¢ + mRlw cos(¢p — wt) (¢ — w),

obteniéndose, luego de igualar, la ecuacién de movimiento de la particula en términos de t, ¢, ¢ que sera
. Rw? . g
¢ — - cos(¢p — wt) ¢ + TSIH((l)) =0,

simplificando para el caso en que w = 0 se puede recuperar la ecuacién del péndulo

¢ +%sin(¢) =0.

6. Se plantean las coordenadas en sistema inercial, siendo #; la posicién del carrito, 7, la posiciéon del péndulo
y 71 la posicion relativa entre el péndulo y el carrito. Pasando a coordenadas generalizadas x, ¢ se obtiene que

fp =1 +7, =xX)+ (LsinpX—Lcos¢py) =(x+ Lsin¢p)X —Lcosp ¥,
L =x%, 7= (x+Ldcosd)+Lpsing9,

lo que permite escribir el Lagrangiano en términos de la energia cinética del carrito y del péndulo, la energia
potencial del resorte y la energia potencial gravitatoria del péndulo, obteniéndose

1 . 1 . . o 1 . 1 . . 2 1 . 2 1
L=T—U=§mr12+5Mr22—(kr1-x+Mgr2-y)=zmx2+5M(x+qucos¢) +EM(L¢sm¢)) —Ekx2+Mchosqb,

. 1 1 . . 1
L=L(x%¢¢t)= E(m+M)5c2 +EML2¢>2 + MLcos¢ (k¢ + g) —Ekxz,

planteando luego las dos ecuaciones de Euler-Lagrange para L(x, X, ¢, P, t) se tiene que

oL _ d(aﬁ)—d(( + M)% + MLg )= (m+ M)i + ML ML$? si

Pl X, AT T m X ¢pcosgp)=(m X ¢ cos ¢ ¢-sing,
oL _mLsi (2 +9) d (oL —d(ML2'+ML' ) = ML*¢ + MLX MLx¢ si
3% sing (x¢p+g), at\ag =7 0] xXcos¢) = 0] X cos ¢ X¢psing,

lo que permite igual y obtener las ecuaciones de movimiento del péndulo como
(m+M)5é+kx+ML(<i5cos¢—<ﬁzsin¢) =0, Lo+ icos¢p+ gsing =0.
Aproximando las ecuaciones en pequenos desplazamientos ¢ << usando cos¢ = 1ysin¢ = ¢ = 0 se tiene
(m+Mi+kx+MLp=0, Lp+i+gp=0,
por ultimo, se pueden reordenar las ecuaciones y simplificarlas de modo que sean de orden 4 como

m

= (TL)d’(Z) (M +m) (%)(p @ = (mTL)¢(‘” + (M +m) (%)d,(z)

m k m k ’
=(—)x@ 4 (— @ = () x® 4 [—)x@
¢ (Mg)x +(Mg)x ¢ (Mg)x +(Mg)x

k g k Mg
@ @ —0 @ @ —0 _9% 5 (_ i __).
x4+ Bx +yx , X+ x4+ yx , y Lm"B L+m+mL

7. La posicién de la particula de masa m puede ser representada por una Unica coordenada generalizada p como
7 = (p cos(wt), psin(wt) , kp?), 7 = (p cos(wt) — pw sin(wt), p sin(wt) + pw cos(wt) , 2kpp) ,

planteando con esto la energia cinética y potencial gravitatoria se obtiene el Lagrangiano
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1 . . 1
L= Emfz —(mgr-2) = Em((p' cos(wt) — pw sin(wt))? + (p sin(wt) + pw cos(wt))? + (2kpp)?) — mgkp?,

1 1
L=L(ppt)= Empz + Emwzp2 + 2mk?p?p? — mgkp?,

dado que p es coordenada generalizada es valido aplicar Euler-Lagrange, luego

2L .
7 mw?p + 4mk?pp? — 2mgkp,
d (0L d
S (50) = 5o+ At = i + Bk + 4mko?s,

lo que resulta en la ecuacién de movimiento de la particula como
(4k?p* + 1)p + (4k?p)p* = (w* — 2gk)p .

Las posiciones de equilibrio deben cumplir que g = p = 0, lo que es equivalente a pensar que una particula tiene
energia potencial nula (Vp = O) y energia cinética nula (T,J = 0), por lo que la aceleracion g también es nula.
Aplicando esta consideracion a la ecuacion de movimiento, la posicién de equilibrio p debera cumplir que

(w? = 2gk)p=0,

de modo que p =0 es posicién de equilibrio, o bien si w? = 2gk cualquier p es posicién de equilibrio.
Considerando el caso en que p =0 en la ecuacion de movimiento, se busca analizar la estabilidad para
apartamientos p <, por lo cual se despreciaran término de orden superior a p (puntualmente, p? = 0), luego

p = (0> —2gk)p,

de lo que puede observarse que si w? < 2gk se tiene un equilibrio estable (5 < 0), mientras que si w? > 2gk se
tiene un equilibrio inestable (§ > 0). El caso en que w? = 2gk la posicién de equilibrio puede tomar cualquier
valor de p, por lo que reemplazando w? = 2gk en la ecuacién de movimiento y despejando se obtiene que

4k2p2

=@k + P

y, como p > 0 por definicién, si w? = 2gk cualquier valor de p es posicién de equilibrio estable.

8. En primer lugar se define el sistema coordenado inercial para la particula m, en esféricas se obtendra que
7= (psinacos¢,psinasing,pcosa),
7= (p'sinacosgb — pdsinasin g, psinasin ¢ +p¢sinacosq[),pcosa),

hecho esto, se puede definir el Lagrangiano en términos de la energia cinética y potencial gravitatoria como

1 . 1
L=T-U= (Emfz) — (mgr-2) = Em((p sina cos ¢ — psinasin$)? + (psina sin ¢ + p sin a cos ¢)? + (p cos a)?) — (mgp cos a),

, 1 1 .
£(t,p. 0. 9,$) = 5mp? +5m(psin(@) §)° —mgp cos(@),

de forma que, siendo p, ¢ coordenadas generalizadas del sistema, se puede plantear Euler-Langrange como

oL s . o d(aﬁ)_ .
ap—mqu sin“a —mgcosa , at\ap =mp,
0L d (0L d .
s _ il dandl 24 cin2
99 0, dt(a(j}) dt(mp ¢ sin a).
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De la tltima ecuacién de movimiento puede verificarse que d£/d¢ es constante y, por tanto, independiente del
tiempo. En tal caso se dird que ¢ es una coordenada ciclica y que d£/d¢ es una magnitud conservada. Puede
relacionarse d£/d¢ con la magnitud conservada del momento angular L = L,. Para ello se considera L como

L=rxp=mix7=m(pp) x (pp + pb8 + pd sin(8) ) = —mp?(6¢ + ¢ sin(9) §),
luego usando que, para este problema, § = a = cte, se puede plantear el momento angular L como

L = —-mp?¢sin(a) § = —mp?¢ sin(a) (cos(a) cos(¢) £ + cos(a) sin(¢p) § — sin(a) 2) = LyX + L,y + L,2,
de lo que se observa que £/d¢ = L, = cte es una magnitud conservada dada por

oL o
— =L, =mp?*¢psin?a = cte,

o

reemplazando este resultado en la ecuacién radial de movimiento se llega a que

.._( L, )21
P=\nsina p3 geosa,

o, en forma equivalente, se define un potencial efectivo unidimensional en p dado como

2 2

U(p) + mgp cos(a) .

Uerr =

. _
2mp? sin? a 2mp? sin? a

En caso de haber 6rbitas circulares p = p, = cte, porlo que p = 0, luego el radio orbital quedara escrito como

- e
Po = gcos a\msina/ ’

del mismo modo, suponiendo conocido p, y usando que L, = mp2 ¢, sin? @, la velocidad de la particula sera

. cosa
Vo = podo =% Pogm-

(c) Siendo conocidos p(q), ¢5(0) es posible determinar la cantidad conservada del momento angular en z como

5 i g 1 m
L, = mp{y$ (o) sin* @ = ma? (2 /E\/g>z =3 [a3g\/§,

lo cual permite determinar una ecuacién radial de movimiento sélo en términos de g, p, entonces

. .dp a V3 V3 1 1
p—p%—g\/?(;) g5 =594 (--2—).

usando que p = p dp/dp, que py = 0y que p(gy = a es posible resolver la velocidad radial p como
p v3 P s1 1 p Py ~2
.d'=__ 3f <__2_)d .2= 3 (2___ a )’
Jy oo =0 |, (=255) o= =23~ 3

dado que en los radios minimos y maximos la velocidad radial p = 0 restaresolver los ceros de la tltima ecuacidn.
Suponiendo que y = p/a, restaria resolver la ecuacién y — 2 + y~2 = 0, luego

x3—2x2+1=o(—1)(;(2—x—1)=(X_1)<X_1—\/§><X_1+\/§>:0

2 2

de modo que los radios minimo p,,, y maximo p,,vendran determinados como
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1—-+5
pm=a, pu=al——].

9. La posicién de la bola medida desde A vendra dada por la posicién 7; del centro del aro sumada a la posicion
relativa 7, de la bola, medida desde el centro del aro, de la masa, es decir,

F=7+7 =(Rcos(8) X+ Rsin(8) ) + (R cos(¢p + 0) X + Rsin(¢p + 0) ),
F=7+1, = (—ROsin(6) £ + RO cos(8)9) + (—R($ + ) sin(p + 0) £ + R(¢ + 8) cos(¢p + 8) 9),

luego, usando que 8 = wt, es posible reescribir el Lagrangiano en términos de la energia cinética de la bola como

£(t,6,6) = 577 = ((Rwsin@t) + R($ + w) sin(@ + &t))” + (Rw cos(@t) + R( + @) cos(d +wD))°),
2
£t ¢,¢) = %(wz (6 + ) +20(h+ ) cos ),

dado que ¢ es coordenada generalizada del problema, usando las ecuaciones de Euler-Lagrange se obtiene

Z—; = -mR%w(¢p + w)sing , %(2—;) = %(mRZ (d) + w(1 + cos ¢>))) =mR?($ — wpsing),
de forma que la ecuacién de movimiento sera la equivalente a la de un péndulo, siendo

¢+ w?sing =0,
aplicando ademas pequeifias oscilaciones, se obtiene la solucién del oscilador harménico a frecuencia w como

$ + wip =0 = ¢(t) = Asin(wt + a) .

10. Se plantea la variacién AL del Lagrangiano ante una pequeia rotaciéon ¢ aplicada por igual a todas las
particulas del sistema. Para ello también se plantea un desarrollo a primer orden, valido pues € «, luego

oL 0= oL
£ = =
0¢; i0¢;

dado que 7,8, ¢ son coordenadas generalizadas, es valido aplicar Euler-Lagrange, por lo que

oL d((ﬂl) 0 d(z 612) 0 Z 0L .
—_—— | = - — - = = — = Ccle,
0¢p; dt\ag; dt i0¢; i0Q;

de lo que se desprende que la cantidad },0L/0¢; es una cantidad conservada que puede relacionarse, en
coordenadas esféricas, con el momento angular L,. Considerando las coordenadas esféricas en forma explicita

AL=L(f,§,¢_))—L(f,H_,¢_>+g‘)=Z_ 0,

7(r,0,¢) = (x,y,2), x =rsinfcos¢, y =rsinfsin¢, Z=r1coséb,
X =7sinf cos¢ + 16 cosf cosp —rdsinfsing,
y =7sinfsing +rf cosHsing + r¢psinf cos ¢,
z':v'”cos6’+résin95in¢,

lo que permite reconstruir el Lagrangiano £ en esféricas en términos de la energia cinética y potencial como
1 .2 242 4 2452 oi2
L=T-U-= ,Emi(ri +10; + 7] sin (Hi)) =) U, 0,00,
l L

derivando la expresion respecto de ¢; se explicita la cantidad conservada dada con anterioridad como
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Zlaqsl Z mr gy sin® (6;) = Z piripi sin® (6;) .

Por otra parte, el momento angular en coordenadas esféricas vendra dado como
L=7rxp=m@#) X (r# + 108 + rpsin(8) ) = —mr2(8$ + ¢ sin(6) §),
luego usando que, para este problema, 8 = cte, se puede plantear el momento angular L como
L =-mp*¢sin(8) = —mp?¢ sin(6) (cos(6) cos(¢) £ + cos(0) sin(p) § — sin(6) 2) = L% + L9 + L, 2,

de forma que, para cada particula i, la cantidad conservada £/d¢; es exactamente L,;, de modo que

L,. = cte
Zla¢L Z1. “

11. Supéngase un Lagrangiano £(g,q,t) en coordenadas generalizadas, tal que el mismo puede escribirse
exactamente como £ = T(é) — Ugg)- Si se perturba cada g; en q; + ¢;, 1a variacion del Lagrangiano vendra como

au
AL = 2 AQL —Zé'ia—q.,
l

dado que son coordenadas generalizadas es posible aplicar a la anterior expresion Euler-Lagrange tal que

se=3 (720 = 5 (X ez
dr\ag,) " T ae\L %1 3g,)

obteniéndose una relacion diferencial entre la energia cinética y la potencial, dada por

i (Xaag) =25,

. & )= &7 )

dt t aql ! aql
suponiendo un caso que todo g; por igual, es decir g; + €, y que ademas las fuerzas son conservativas y no hay
fuerzas externas al sistema, se llega a una conservacién del momento total de 67 obteniéndose

au d oT aT
Foyo = —VU = —¢ a =0= dt (z &; aql) 0= a_ql =cte = P = Zpl Zmlql = cte.

Para el caso puntual del ejercicio, se plantea el Lagrangiano en términos de la energia cinética y la potencial como

n ) k n
L=T-V= %(Z mi(Rgi)2> _§<(91 —6,)% + ZI(GHI - 9i)2>,

luego, se considera que cada particula i es perturbada por igual e infinitesimalmente de 8; a 8; + ¢, esto permite
hallar que la variacién del Lagrangiano para el problema en cuestién resulta nula, comprobandose que

n

= 9L ouU n

ML= 00 =Y o= ke (01— 0)+ ) (~0is+20; = 0141) | =0,
£ 00; L 06, £,
i= =

=1
usando por ultimo que 8; son coordenadas generalizadas, se aplica Euler-Lagrange a la anterior expresion, luego
n n n n n
AL—Zd aLAe—dZaT —zdz Rzé—gdz Rzé—gdZL =0
VAT TACT) P T8\ . 20, ] Ea\ LT T oRz e\ LT T T oRzae \ Lt ) T
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

de lo que puede observarse, dado que la derivada del altimo término se anula, que la magnitud conservada sera
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L,= ZLZl. = ZmiRzéi = cte.

n n
=1 =1

12. Para la resolucioén, se considerara un Lagrangiano escrito en coordenadas cartesianas, esféricas y cilindricas

L=T-V =%m(3’c2 +y2+22)-V(x,y,2),
1 . .
L=T-v=cm(p?+(p6)" + (psin(®) $)°) = V(p.6,9),

1 .
L=T-v=-m(p?+(p6) +22) = V(p.$,2),

asi como perturbaciones invariantes el potencial dadas como q; — q; + ¢;(g), siendo la variacién del Lagrangiano

AL_Z(?L A _Z (_)aL
= g, q; = &i\q 9q;’
(a) El potencial invariante cumple V (x,y,z) = V(x,y,z + §). Es posible plantear la variacién del Lagrangiano AL,
luego aplicar Euler-Lagrange y verificar la magnitud conservada como
AL oL A 5 av 0 d (6L) d (6T) 0= aoT .
= —_— = _—= > ] =—|—] = _—
9z '~ %%z dt\oz) ~ dt\oz 9z °°

siendo esta ultima expresion proporcional al momento lineal p,, el cual se conserva.
(b) El potencial invariante cumple V(x,y,z) = V(x + 38,y — 28,z + §/2), luego la variacion del Lagrangiano es

a=2 a4 oy + L p =3 552 2
“ox ¥ dy Y9z 77 T 2% %6 dy 20z

aplicando la relaciéon de Euler-Lagrange a la tiltima ecuacion se obtiene que

3 d (61;) 5 d (6L)+1 d (aﬁ) 3 d (aT) 5 d (6T)+1 d (6T) 0 3aT 26T_|_16T .
—_ - —|— —_ ) ==y |— || — _ =) 5y — s —F—— =
dt\ox) ~ “ac\ay) T2ac\az) T 2ac\ax) ~ “ac\ay) T 2dc\az 9% “ay 20z ¢

puede relacionarse con que la magnitud 3p, — 2p,, + p,/2 es conservada.

(c) El potencial invariante cumple V (x,y,z) = V(x,y + 28,z — y§), luego la variacién del Lagrangiano es

aplicando la relaciéon de Euler-Lagrange a la tiltima ecuacion se obtiene que

dry_ dgLy cdy dp_((dGn) N\ (dey N\ od oo
Za(a—y)‘ya(a)—m(za‘ E)—T”(( dt YZ> <dt YZ>>—mdt<yz ) =0,

luego, yz — zy es una magnitud conservada proporcional al momento angular L, (verificar con L = 7 X p).

(d) El potencial invariante cumple V(p, ¢, 0) = V(p + &, ¢, 0), luego la variacion del Lagrangiano es

AL—aLA _661;_ d(aﬁ)ﬁaﬁ d(aL)
- P =%~ %at\ap) ~ap  de\ap

’

a diferencia de antes, ahora la energia cinética no es invariante respecto de p, por lo que cada expresion sera
oL 9T av . ; . .
%=%—%= (mp6?% + mpsin? 6 $2) — 0 = mp(62 + sin 6 $?),

2.9



d (0L d (dT oV dp
ai(5p) =@t G5~ 35) = () 0=
dt\dp dt dp 0p dt

igualando ambas expresiones por Euler-Lagrange, se llega a una ecuacion diferencial a integrar en g, p como
p=p(6%+psin?0¢?) = fpdp = fp(éz +psin? 0 $?)dp,
definiendo una constante arbitraria de integracién y multiplicando indistintamente por m? se llega a
m? (p? = (p6)" = (psin(8) §)°) = m?(v} — v} — v3) = pZ — p§ — v} = cte,
luego, 1a magnitud conservada sera pf, - — pé ante invariancias del potencial en p.

(e) El potencial invariante cumple V(p, ¢, z) = V(p, ¢ + &,z + 5a6/8), luego puede verificar que el Lagrangiano
también resulta invariante en ¢, z, de forma que

AL = GLA +6LA —6(6T 6U)+5(5a)(6T 6U)_0
20 A 2=%\0p a9 g )\oz 8z) """

aplicando Euler-Lagrange a las anteriores expresiones se llega a que

d (dT U (Sa)d(aT au)_d or  5adT\ _, _ 0T  5adT _
dt\a¢p a¢ dt\az 0z) dt\o¢p 8 9z)

13.Sea L' = L + dF /dt con F = F(q), se mostrara que con L’ se llega a las mismas ecuaciones de movimiento
que con L, es decir que dF /dt no aporta en las ecuaciones de movimiento. Para ello se parte de L', entonces

o L+ —L Zaqul_ Zap,
N dq; dt g

dado que L’ estd escrito en coordenadas generalizada, es posible aplicar Euler-Lagrange como

0 (L+dF> df o (L+dF) oL d(aL) 4 d (dF) df o (dF)
dq; dt dt\ dq; dt dq; dt\dg; dq; \dt dt\dg; \dt ’

puede verificarse que, para F suficientemente bien definida, la parte de Euler-Lagrange aplicado a F es nula pues

(’)(dF)_a(aF_) 92F d (’)(dF)_d a(aF,)_d<aF) 92F
dq\dt) T 9q;\aq %) T a7 @\ag \ar)) T ac\ 8 \aq %) ) T a\aq) T agz Ui

por lo que se verifica la igualdad entre las ecuaciones de movimientos resultantes de £ y de £, es decir
0 (L+dF) d{ d <L+dF) oL d (613)
0q; dt dt\0q; dt dq; dt\dg;

14. Considérese una Lagrangiano L(t, x, X, y, y) escrito en coordenadas no generalizadas x, y. Dado que no son
generalizadas, x, y estan vinculadas tal f(x,y) = cte. Si se plantea el principio de minima accién queda

S—Jﬁ(t : ')dt=>6S—J 0L d(aﬁ)ad faL d(aﬁ)cht 0,
= E XY =) \ox " ac\ax) ) ay dt\ay) )Y =

ahora bien, dado que x, y estan vinculadas no se puede aplicar directamente Euler-Lagrange. Esto se debe a que
si se supone éx libre, entonces §y completamente determinado y no se podra aplicar Euler-Lagrange en y. Para
resolver esto, se propone sumar un diferencial A(t)6f, donde A es el multiplicador de Lagrange, entonces

2.10



AD)SS = A(t)( f5x+g—f5 )

dado que es nulo, se puede sumar a 65, redefiniendo el Lagrangiano £ = L(t, x, x,y,y) de forma que

s= JL(t,x,x,y,y,/l)dt — 55 =J(g—§—%(gﬁ) A(t)—f) 5xdt+f(g—§—%(g§) A(t)—f) Sydt =0,

en estas condiciones, usando coordenadas no generalizadas x, y, es posible resolver Euler-Lagrange como

oL d (0L of
7% i 7) HAO 5 =0
L=L(txxyyA)={0L d (6[1) ()_f=
ay dt dy
fx,y) = cte

Para el caso de dos masas vinculadas por una soga, medidas desde la polea, el Lagrangiano £ estara determinado
por la energia cinética sumado a la energia potencial total, que ahora incluye también las fuerzas de vinculo, luego

1 1
L=T—U=§m1x2+§m2y2—(—m2gy), fl,y) =x+y=cte,

aplicando Euler-Lagrange incluyendo los multiplicadores de Lagrange A(t) se tiene que

m
oL d (oL f ) x:_(—z)g
F dt(@ ) /1() =-mi+At) =0 mo = A(t) m;n-zl-mz
0L d (0L f m,y =myg + A(t) = ji=(—)g
—_——— At——m m +/1t—0 2y g my +m ’
ay dt (ay) (®) 2g —mzy + A(0) i=—y 1m1m22
f(x,y)—x+y—cte “‘(W)g

por lo que, ademas de poderse resolver x, y, se obtiene el valor de 4. Puede comprobarse que el multiplicador de
Lagrange 4, asf como las ecuaciones antes planteadas, equivalen a plantear las ecuaciones de Newton, siendo 4
exactamente igual a la fuerza de vinculo F, (tensidn soga). Es decir que

F, =F, mX¥ =F,
{F—F +E, =>{m2y myg+F, = A=F,.
X +y=cte X=-y

15. Se plantea el Lagrangiano £ de un péndulo en coordenadas no generalizadas x, y como

1 1
L=T—U=Em5c2+§my2—mg(l—x),

sabiendo que el vinculo es f(x,y) = /x% + y2 = | = cte, se plantea Euler-Lagrange con multiplicadores como

oL _d (aL ) oK af a0 (—=2—) = ¥ + A(t) cosf = 0
Ox dt\ox =mg —mx x2 +y2 -mgmm =T
oL oL of . y o o
3 ~iloy) 1O 5= *“”( 2 +yz> AW =0,

lo que permite obtener las ecuaciones del movimiento, completamente equivalente a las de Newton, dadas por

mi =mg + A(t) cos 0, my = A(t) sin 6 .
hand [ N—— — N
Fy Fp Fy Fy Fy
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16. Se plantea el Lagrangiano sin considerar ningun tipo de vinculo, en especial no se considera a priori la

condicion de vinculo r = R. De esta forma, el Lagrangiano vendra en coordenadas no generalizadas r, 8§ como
1 1 .
L=T-U-= Emfﬂz + Em(r@)z —mgrcos@,

considerando la relacion funcional del vinculo f(r,8) = r = R = cte, Euler-Lagrange con multiplicadores sera

oL d (oL of . . _
- E(_af) + A(t)a = (mré? —mgcos) —mi + A(t) =0,
oL d (oL of . . 25\ _
P E(ﬁ) + A(t)% = (mgrsin0) — (ZmrrB +mr 9) =0,

pueden obtenerse las ecuaciones de movimiento, totalmente equivalentes a las expresiones de Newton, como

m(f —16%) = —mg cos 6 + A(t) , m(ré + 21’”9) =mgsinf,
—— R ” P ——
Fr Fpr Fy Fr Fpg

donde r = R. Se busca luego el 8 en que se separa de la superficie, partiendo de la segunda ecuacidn se tiene que

. g o  gf . g
9=—sin9=>f 9d9=—f sinfdf = 6% = 2= (cos 6, — cos ),
R . R, R

0

de este modo, reemplazando en la ecuacién radial del movimiento, se puede calcular el 8 en que se separa de la
superficie, es decir, cuando la fuerza de vinculo 4 = F, = 0. Esto resultara en que

. 2
A =mgcos6 + mRO? =mg(3cosf —2cosfy) =0 = cos b =§c0590.

17. Es posible definir como Lagrangiano £ = £(g, g, t) de un sistema mecanico § como aquel que verifica

d (0L _d(aﬁ)
de\og ) dt\ag/’

es decir que, propuesto un Lagrangiano L, si éste verifica Euler-Lagrange, entonces es valido.

Para el caso electromagnético, se propone un Lagrangiano £ = L(7,7,t) dado por
m, .-
L=T—U=?f2—q(V—f-A),

resolviendo ambos términos de Euler-Lagrange y luego igualandolos se llega a la ecuaciéon de movimiento

d(aﬁ)_d( - A)_dﬁ_l_aff_l_(._ Vi
dt\or) " ar T T T T Y ’

oL . A N L L
ﬁ=—qVV+qV(f-A)=—qVV+q<F><<V><A>+(F-V)A>=—qVV+qF><B+(F-V)A,
B

0P _ vV 04 +qvXxB=F =q(E+ 7 X B)

E

de modo que el Lagrangiano propuesto verifica por completo la ecuaciéon de movimiento resultante de considerar
la fuerza de Lorentz, de modo que es valido L(, 7, t) para describir el sistema electromagnético 7.
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(a) Se busca estudiar una particula de carga g y masa m en presencia de un campo magnético uniforme B = B,Z.
Se considerara que no hay presencia de campo eléctrico, luego E = 0. En primer lugar, hay que relacién los
vectores B y E con los potenciales vector Ay escalar V. Aplicando la definicién de 4 = (4,,A,, A,) se tiene que

_ 04, 0A
B=VxA= By2 = E_ 2

X Z
9 9 o
Ay A,

‘éb@ﬂ SIS

por otra parte, el potencial escalar V se relaciona con E y A de forma que:

_ 04 _ 04
E=-W-—=W=-E-—=(000=V=V=0.

Ahora considérese que el sistema se puede describir en coordenadas cilindricas, luego la energia cinética sera

T =2m(p? + (o) +22).

por otra parte, con los resultados obtenidos de A y V se puede trabajar la energia potencial del sistema como
= T N BO 1 . .
U=—qr-4=-q%y,2) - (=5x0 =548yt - xy),

1 : . 1 .
U =54qBo ((p sin ¢)(—p sin¢) — (p cos ¢) (p cos ¢)) = —54Bop’9,

de forma que el Lagrangiano resultante para el sistema quedara escrito como

1, 2 N1 .
L=T—U=Em(p2+(p¢) +ZZ)+§qBOp2¢.

(b) Las ecuaciones de movimiento del sistema se pueden encontrar aplicando Euler-Lagrange como

aL d(aﬁ) : o d( ) : 5 5 =0 . 5
—_— ] = —_—— = —_ = —Y =
ap " dt\op mp¢® — - (mp) = mpp® —mp p=pdp°,
dL d (dL d( 2'+1BZ') 0 2'+1BZ .
_ | — = —— —_ = —1 —_ =
36 dt\ag Fe\MP°® + 5 qBop” mp°¢ +5qBop” = cte,
aL d(aﬁ) d( ) =0 ) .
—_——] = —— = —1 = = .
9z dt\oz at pz =mz = cte

(c) La ecuacién de movimiento en ¢ verifica una conservacién del momento angular en z dado por
.1
L = L(ZOT) + L(Z‘ZJ) =mp?d + EquZ = cte,

el cual esta compuesto por una parte cinética y otra potencial. Tomando el caso en que el radio esté fijop =Ry

el campo magnético sea B. Suponiendo un estado tal que el campo inicial es B, la conservacién de Lgo) quedara
o _1 2 (0) 27 1 2 1 2
Ly, :EqBOR = cte, L,” =mR ¢+Equ = mRvy +EqBR = cte,
halldndose que, para variaciones en B, si inicialmente la particula estaba quieta, ésta adquirira una velocidad

qR
174, = —%(B—Bo).
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CONSULTAS

8. (Es valido “rehacer” el Lagrangiano una vez calculado el L, conservado? ;Por qué se cambia de signo el Usf
que deberia quedar en el Lagrangiano y del mismo modo por qué se cambia el signo del p calculado con el
Lagrangiano luego de haber reemplazado por L,?

L(t ')—1 2 42 ( L, )2(1)
P P) = TP M i sina p? mgpcosa,

oL ( L, )2<1) d((’)l:)_ )
op M\ msina p3 mg cos e, dt \op =mp

"+( L )2(l)+ cosa =0
P \msina p3 9 '

s 1(LZ )2 i cosa
Po = gcosa\msina) ’ Vo = poPo = % pogsinza'

10. Revisar.

11. Revisar (d) y (e).

12. (a) Revisar que el Lagrangiano es valido como fue planteado. Pedir ayuda en vectorial, y la definicién de
derivada parcial o total de A (que cancela términos). (b) Consultar porqué £ = 0 y cémo se llegé al valor de A.

* Avisar que el Lagrangiano en el 12 estd mal escrito ;?
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