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1. Mecánica: enfoque vectorial vs. anaĺıtico (Lanczos I§1)

Para Isaac Newton1 la ley fundamental de la mecánica es aquella que establece ~Fi = mi~ai para una
part́ıcula i. Aśı tal part́ıcula se mueve libre en el espacio, conservando su momento lineal, hasta tanto
actúe una fuerza sobre ella. Para una sola part́ıcula este esquema resulta muy simple y adecuado.
mas cuando se trata de analizar un sistema conformado por muchas de ellas, hay que aislar cada
una y obtener las fuerzas que ejerce cada una sobre las otras. Estas fuerzas las llamaremos fuerzas
de interacción.

El desconocimiento de la naturaleza de muchas de estas fuerzas de interacción hacen necesario el
uso de postulados adicionales. Newton pensó que su tercer ley, “la acción equivale a la reacción”, se
ocupaŕıa de todos estos problemas dinámicos. Esto no resultó aśı, como demuestra el ejemplo de la
dinámica de cuerpos ŕıgidos para cuyo análisis hay que encorsetarse en presunciones como de que
las fuerzas entre componentes del sistema son todas centrales2.

En el enfoque anaĺıtico se analiza el sistema mecánico en su conjunto, sin aislar fuerzas sobre
part́ıculas individuales. Si en el enfoque vectorial la fuerza sobre cada punto debe analizarse, en el
anaĺıtico basta con conocer una única función que depende de la posición (y a veces también la
velocidad) de las part́ıculas; esta función trabajo contiene en forma impĺıcita todas las fuerzas que
actúan sobre las part́ıculas del sistema. Para obtener tales fuerzas basta una simple diferenciación
de esta función.

Otra ventaja de este último enfoque es el manejo de condiciones auxiliares. Muchas veces existen
condiciones dinámicas que se conocen a priori del análisis de un sistema. Por ejemplo en un cuerpo
ŕıgido las distancias entre dos puntos se mantiene inalterable. Tal condición se mantiene gracias a
fuertes fuerzas de v́ınculo entre part́ıculas del sistema. El enfoque anaĺıtico no requiere determinar
tales fuerzas, basta con enunciar la condición entre las posiciones de las part́ıculas. Lo mismo se
aplica al analizar un fluido; uno se despreocupa de las fuerzas internas.

Pero tal vez la diferencia mas crucial se hace evidente en un sistema complejo. En el enfoque
vectorial se requiere plantear por separado un elevado número de ecuaciones diferenciales y luego
concatenarlas. Los principios variacionales de la mecánica anaĺıtica permiten descubrir la base que
todas estas ecuaciones deben respetar. Existe un principio, que sostiene que una cantidad llamada
acción debe ser estacionaria (ver sección 3) y el cumplir con solo esta condición permite obtener las
ecuaciones diferenciales que describen correctamente la dinámica del sistema.

En resumen:

1. La mecánica vectorial áısla part́ıculas; la anaĺıtica considera el sistema como un todo.

2. La vectorial construye una fuerza ejercida sobre cada part́ıcula; la anaĺıtica considera una única
función que contiene toda la información sobre las fuerzas de interés.

3. Si hay fuerzas que mantienen una condición entre coordenadas el enfoque vectorial requiere
obtener estas. En el anaĺıtico basta enunciar matemáticamente tal relación.

4. Con el método anaĺıtico se obtiene el conjunto completo de ecuaciones que describen la dinámica
a partir de un único principio. Basta con minimizar la cantidad llamada acción.

1F́ısico y matemático inglés (Woolsthorpe, Lincolnshire, 1642 - Kensington, Middlesex 1726).
2En las fuerzas centrales la fuerza apunta de una part́ıcula a la otra. Esta definición deja afuera a fuerzas fácilmente

observables en el interior de sólidos debidas a torsión y tensiones de corte.
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2. El enfoque anaĺıtico de la mecánica (Lanczos 0§1)

Para Newton, es decir en la mecánica vectorial, las fuerzas actúan produciendo un cambio en el
momento de una part́ıcula ∑

~F(t) =
d~p

dt
= m

d~v

dt
, 3 (1)

en tanto que para su contemporáneo Gottfried Leibniz4 la acción de estas era producir un cambio en
una cantidad que denominó vis viva (fuerza viviente) que cuantificó en mv2 que no es otra cosa que
el doble de lo que llamamos enerǵıa cinética. Y aśı como Leibniz reemplazó el momento Newtoniano
con la enerǵıa cinética, siguiendo con tal ĺınea de razonamiento, reemplazó la fuerza con el trabajo
de la fuerza. Este último fue posteriormente reemplazado con el concepto de función trabajo. Aśı
Leibniz es el iniciador una nueva rama del estudio de la mecánica llamada mecánica anaĺıtica que
basa su estudio del equilibrio y el movimiento en dos cantidades no vectoriales, sino escalares, la
enerǵıa cinética y la función trabajo, esta última a veces reemplazable por una enerǵıa potencial.

Puede resultar dif́ıcil el aceptar que dos magnitudes escalares alcancen para determinar un mo-
vimiento siendo este un fenómeno tan relacionable con una determinada dirección. El teorema de la
enerǵıa que establece que la suma de las enerǵıas cinéticas y potenciales no varia durante un movi-
miento da solo una ecuación, cuando es evidente que describir el movimiento de solo una part́ıcula
requiere de tres (las dimensiones espaciales), incrementado tal número si el sistema está compuesto
de mas part́ıculas. Pero de hecho estas dos cantidades escalares alcanzan para describir la dinámica
del más complejo sistema si se las usan en conjunto con un principio.

Antes de presentar tal principio, discutiremos tres conceptos fundamentales dentro del enfoque
anaĺıtico: el trabajo de una fuerza, las coordenadas generalizadas, y la función trabajo.

2.1. Trabajo de una fuerza

En la ecuación Newtoniana ~F = m~a cada lado de la igualdad responde a dos aspectos diferentes
de un problema mecánico. El lado derecho responde a la calidad inercial de la masa, que es recogida
en la enerǵıa cinética en el tratamiento anaĺıtico. El lado izquierdo es el efecto de un campo externo
actuando sobre la part́ıcula. Aunque estamos acostumbrados a pensar la fuerza como algo primitivo
e irreductible, en el enfoque anaĺıtico el trabajo hecho por la fuerza es nuestra preocupación principal
mientras que la fuerza propiamente dicha es una cantidad secundaria que derivamos de la anterior.

El trabajo es una cantidad escalar que se obtiene de integrar la fuerza ejercida sobre la trayectoria
de una part́ıcula

W =

∫
~F · d~r. (2)

Toda fuerza puede descomponerse según el sistema de coordenadas utilizado. Para el caso del
sistema cartesiano

~F = Fxx̂+ Fyŷ + Fz ẑ, (3)

Pero si analizamos solo una fuerza, nada impide orientar un eje con ella y se puede escribir el
trabajo W =

∫
Fxdx. Aśı en forma diferencial puede expresarse un trabajo infinitesimal dw = Fxdx,

que solo será integrable si Fx es la misma cuando se recorre el mismo x. Un contraejemplo clásico es
el de la fuerza que frena una rueda enclavada de un automóvil. El signo de la fuerza de rozamiento
cambia para oponerse al desplazamiento.

En este caso unidimensional una trayectoria cerrada obliga a recorrer los mismos puntos en un
sentido y otro, pero en el caso general es claro que el trabajo resulta dependiente de la trayectoria y no
de sus puntos inicial y final. Y como usualmente es posible que las fuerzas involucradas ~F = ~F (x, y, z)
presenten valores que hacen que W 6= 0 en una trayectoria cerrada (igual punto inicial y final) queda
claro que el trabajo infinitesimal no es un verdadero diferencial cuya integral solo depende de los
ĺımites de integración, y es esencialmente una cantidad no integrable.

3La masa solo se puede sacar como constante si descartamos efectos relativistas.
4Matemático y f́ısico alemán (Leipzig 1646 - Hanover 1716)
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Aśı el trabajo se expresa como una cantidad infinitesimal que es una forma diferencial de primer
orden, pero no integrable5,

dw =
N∑
i=1

Fxidxi + Fyidyi + Fzidzi, (Lanczos 17.2)

sumando sobre las N fuerzas impresas sobre la part́ıcula.

2.2. Coordenadas generalizadas

En el enfoque anaĺıtico la definición de coordenada es una construcción puramente matemática
sin relación con los vectores posición del enfoque Newtoniano. Las coordenadas solo deben guardar
una relación uno a uno con los puntos del espacio f́ısico analizado, luego podemos operar en forma
algebraica sobre estas olvidando su sentido f́ısico.

Un sistema de P part́ıculas que no tiene restricciones a su movimiento presenta en el sistema
cartesiano xi, yi, zi (i = 1, 2, . . . , P ) totalizando 3P coordenadas. Su dinámica estará determinada si
conocemos xi, yi, zi en función del tiempo t. El mismo problema estará resuelto si estos últimos están
expresados en función de unas cantidades q1, q2, . . . , q3P y conocemos como estas dependen de t. Un
ejemplo de esto es si aprovechamos la relación con las coordenadas polares

x = r cos θ senϕ,

y = r sen θ senϕ,

z = r cosϕ, (Lanczos 12.3)

y obtenemos r(t), θ(t), ϕ(t). En definitiva no es importante cual sistema de coordenadas se utilice,
siempre que para P part́ıculas definamos unas 3P coordenadas independientes. Estas reciben el
nombre de coordenadas generalizadas qi, y sus derivadas q̇i = ∂qi

∂t
, el de velocidades generalizadas.

Con estas debemos ser capaces de escribir relaciones f3P que nos permitan recuperar las variables
cartesianas

x1 = f1(qi, . . . , qn)

y1 = f2(qi, . . . , qn)

. . .

yP = f3P−1(qi, . . . , qn)

zP = f3P (qi, . . . , qn) (Lanczos 12.8)

En la práctica el número de qi que se utilizan suele ser menor a 3P cuando se consideran las
condiciones que limitan la dinámica. Por ejemplo si un sistema de dos part́ıculas, P = 2, está
limitado a moverse en un plano tenemos dos grados de libertad menos, por lo que nos basta con un
número de coordenadas generalizadas n = 3 × 2 − 2. Aśı el número de grados de libertad de un
sistema es

n = 3P −K, (4)

siendo K el número de condiciones cinemáticas, constreñimientos o ligaduras, impuestas al sistema.

2.3. Función trabajo — Fuerzas mono y poligénicas

Aśı como podemos escribir el trabajo infinitesimal para un sistema cartesiano, ecuación (Lanczos 17.2),
podemos hacer lo propio para expresarlo en el sistema de coordenadas generalizadas

dw = F1dq1 + F2dq2 + . . .+ Fndqn =
n∑

i=1

Fidqi, (Lanczos 17.3)

5Utilizamos la notación de escribir una barra sobre una cantidad diferencial no integrable.
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donde las Fi son las componentes de las llamamadas fuerzas generalizadas.
Si bien dw es en el caso general una forma diferencial de primer orden, existen casos en que resulta

ser una verdadera diferencial de una función, de forma tal que podemos quitar la barra sobre ella, y
renombrarla como dw = dU , siendo

U = U(q1, q2, . . . , qn), (Lanczos 17.6)

la llamada función trabajo. De esta forma

n∑
i=1

Fidqi =
n∑

i=1

∂U

∂qi
dqi ⇒ Fi =

∂U

∂qi
, (Lanczos 17.8)

siendo que usualmente se utiliza el negativo de la función trabajo V = −U para interpretarla como
una enerǵıa potencial, de forma que

Fi = −∂V
∂qi

, (Lanczos 17.10)

siendo V = V (q1, q2, . . . , qn).
Las fuerzas de esta clase presentan dos caracteŕısticas destacables:

1. satisfacen la conservación de la enerǵıa por lo que reciben el nombre de fuerzas conservativas ;

2. aunque tengan n componentes de calculan de una única función escalar U .

La definición de la función trabajo como solo dependiente de las coordenadas generalizadas es
demasiado restrictiva, pues bien conocemos casos de fuerzas derivables de funciones trabajo en que
el tiempo t figura expĺıcitamente U = U(q1, q2, . . . , qn, t). En tales casos se pierde la conservación de
la enerǵıa, pero las ecuaciones (Lanczos 17.8) siguen siendo válidas. Un ejemplo de este caso es el
de una part́ıcula con carga eléctrica en un cyclotron que luego de cada ciclo regresa al mismo punto
de partida pero con una enerǵıa cinética mayor. Claramente las fuerzas de Lorentz6 involucradas
se pueden obtener de funciones trabajo7, pero en el caso particular del cyclotron el campo eléctrico
varia en el tiempo, y por tanto no resulta en una fuerza conservativa.

El caso opuesto, de que conserve la enerǵıa pero no pueda definirse una U es posible. Este es el
caso de las fuerzas de rozamiento estático que intervienen en el fenómeno de rodadura, que al no
haber desplazamiento involucrado no hacen trabajo alguno. El caso de este tipo de fuerzas para las
cueles no puede idearse una función escalar de las cuales derivarlas se denominan poligénicas, por sus
múltiples posibles oŕıgenes. Este termino está en contraposición al que corresponde a aquellas fuerzas
que podemos derivar de una cantidad escalar, la función trabajo U , que denominamos monogénicas
para tener un término que las englobe indepedientemente de si son o no conservativas.

El caso más general de una fuerza monogénica puede depender tanto de las coordenadas como
de las velocidades generalizadas, U = U(q1, . . . , qn; q̇1, . . . , q̇n; t). De hecho este es el caso de las
mencionadas fuerzas de Lorentz. En tal caso pueden obtenerse las componentes de fuerza como

Fi =
∂U

∂qi
− d

dt

∂U

∂q̇i
, (Lanczos 17.13)

usando un procedimiento similar al presentado en la sección 6.

6~F = q(~E + ~v × ~B)
7~B =∇× ~A y ~E = −∇ϕ− ∂~A

∂t , donde ~A es el denominado potencial vector y ϕ el eléctrico.
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3. Principio de trabajos virtuales

En la mecánica de Newton un part́ıcula está en equilibrio si la suma de las N fuerzas actuando

sobre esta se anula,
N∑
i=1

~F = 0, es decir la fuerza resultante sobre la misma es nula. En este enfoque de

la mecánica se áısla la part́ıcula y se reemplazan todas las limitaciones a su movimiento con fuerzas
de reacción que hagan cumplir estas ligaduras. En el tratamiento anaĺıtico descarta estas fuerzas y
solo tiene en cuenta las externas.Para esto se realizan desplazamientos virtuales que estén en armońıa
con las ligaduras.

De actuar fuerzas resultantes externas ~F1, ~F2, . . . , ~FP sobre cada una de las P particulas que com-
ponen un sistema, sus correspondientes desplazamientos virtuales los notaremos δ~r1, δ~r2, . . . , δ~rP

8.
Con esta notación el principio de trabajos virtuales se puede resumir en:

“Un sistema estará en equilibrio si, y solo si, la suma de los trabajos virtuales de todas
la fuerzas impresas sobre él se anula”,

δω = ~F1 · δ~r1 + ~F2 · δ~r2 + . . .+ ~FP · δ~rP = 0. (Lanczos 31.2)

Como en el lenguaje anaĺıtico utilizamos coordenadas generalizadas (ver sección 2.2) reescribimos
esta última expresión como

δω = F1δq1 + F2δq1 + . . .+ Fnδqn =
n∑

i=1

Fiδqi = 0. (Lanczos 31.4)

Si desde el punto de vista Newtoniano el principio de equilibrio de un sistema requeŕıa que la
suma de las fuerzas impresas con las de reacción sea nula, desde el punto de vista anaĺıtico el trabajo
virtual de las fuerzas impresas puede reemplazarse con el valor negativo del trabajo de las fuerzas de
reacción. Expresado de esta forma llegamos a postular el principio como:

“El trabajo virtual de las fuerzas de reacción es siempre cero para cualquier desplaza-
miento virtual que esté en armońıa con las ligaduras cinemáticas dadas”.

3.1. ¿Qué es un desplazamiento virtual? — Valor estacionario (Lanczos

II§2)

En la sección 3 se introdujo el uso del śımbolo δ asociado a un desplazamiento virtual. El término
virtual responde a que es una variación infinitesimal de la posición que se realizaŕıa con la intención
de explorar matemáticamente los valores que en el entorno de un punto q1, q2, . . . , qn asume una
función continua y deferenciable en las coordenadas qi.

Para ejemplificar la diferencia de tal desplazamiento con uno real asociado con una diferenciación,
dq, imaginemos una esfera en el punto mas profundo de un bowl. Podemos explorar como cambia la
enerǵıa potencial V al evaluarla luego de llevar la esfera a una posición colindante a la actual, pero de
hecho no buscamos producir ningún desplazamiento de la esfera. Habremos hecho un desplazamiento
virtual, que se hizo con la intención de explorar la consecuencia de todos los posibles desplazamientos
en cualquier forma cinematicamente admisibles. El término que condensa el concepto de un desplaza-
miento al mismo tiempo virtual e infinitesimal se denomina variación, y se denota con δ a sugerencia
de Joseph-Louis Lagrange9.

Aśı una variación de la enerǵıa potencial representaŕıa

δV =
∂V

∂q1
δq1 +

∂V

∂q2
δq2 + . . .+

∂V

∂qn
δqn =

n∑
i=1

∂V

∂qi
δqi. (Lanczos 22.3,6)

8Con δ se denotan variaciones virtuales. Ver sección 3.1.
9Matemático y astrónomo italiano, nacido con el nombre Giuseppe Lodovico Lagrangia (Tuŕın 1736 - Paŕıs 1813)
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Cuando se encuentra el mı́nimo (o máximo) de una función, como V , la tasa de cambio de esta
ante un desplazamiento infinitesimal en cualquiera de sus coordenadas debe ser nula, es decir

∂V

∂qi
= 0 (i = 1, 2, . . . , n). (Lanczos 22.7)

Y si bien un punto silla de V también cumpliŕıa tal condición, todos los puntos que la cumplen
son excepcionales y por tanto se reserva un nombre para ellos; se dice que la función presenta un
valor estacionario alĺı. En definitiva convenimos que para que V presente un valor estacionario en
un punto debe cumplirse que δV = 0 alĺı.

4. Principio de d’Alembert (Lanczos IV§1)

La 2.a ley de Newton puede escribirse como ~F − m~a = 0, siendo la ~F la fuerza resultante.
Entonces se puede asumir que la fuerza creada por el movimiento es una fuerza de inercia ~I = −m~a.
Aśı expresada ~F +~I = 0 es más que una reformulación de la 2.a ley de Newton, es la expresión de un
principio. Aśı como en la mecánica Newtoniana el que la fuerza resultante sea nula, ~F = 0, significa
un equilibrio, el agregar la fuerza de inercia a un sistema en movimiento permite siempre lograr este
ansiado “equilibrio”. De esta forma cualquier criterio que tengamos para un sistema en equilibrio
ahora podemos aplicarlo a un sistema en movimiento. Jean le Rond d’Alembert10 lo enunció como:

“Cualquier sistema de fuerzas está en equilibrio si se agregan a la fuerzas ejercidas aquellas
de inercia”.

Si sumamos a las fuerzas resultantes ejercidas ~Fi sobre una part́ıcula la fuerza de inercia obtenemos
la llamada fuerza efectiva

~Fe
i = ~Fi +~Ii. (Lanczos 41.5)

Con esta definición, y sumando sobre las P part́ıculas de un sistema, puede reformularse el principio
de d’Alembert como

δωe =
P∑
i=1

~Fe
i · δ~ri ≡

P∑
i=1

(~Fi −mi~ai) · δ~ri = 0, (Lanczos 41.6)

que puesto en palabras es,

“El total del trabajo virtual de la fuerzas efectivas es nulo para toda variación reversible
que satisfaga las condiciones cinemáticas dadas.”

Esencialmente el principio postula que como el trabajo virtual de las fuerzas impresas sobre un
sistema es usualmente distinto de cero, el sistema reaccionará moviendose de forma tal que las
fuerzas inerciales hagan nulo δωe.

La importancia radical del principio de d’Alembert es que permite aplicar el principio de trabajos
virtuales a cualquier sistema dinámico.

5. Principio de Hamilton: de d’Alembert al Lagrangiano (Lan-

czos V§1)

El principio de d’Alembert establece que δωe = 0, es decir que el trabajo virtual de las fuerzas
efectivas sea nulo. El trabajo virtual de la fuerzas impresas puede obtenerse de una forma diferencial
monogénica, pero las fuerzas inerciales no, es decir que no pueden deducirse de una función trabajo

10Matemático y f́ısico francés (Paŕıs 1717 - Paŕıs 1783).
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U . William Rowan Hamilton11 mostró que una simple integración respecto del tiempo permite rela-
cionar el trabajo virtual de las fuerzas inerciales con una forma monogénica. Su propuesta consiste
básicamente en que, de respetarse el principio de d’Alembert, la integración de δωe en cualquier
intervalo de tiempo también debiera anularse∫ t2

t1

δωe dt =

∫ t2

t1

P∑
i=1

(
~Fi −mi

d~vi

dt

)
· δ~ri dt = 0 (Lanczos 51.1)

La integral de la resta resultante podŕıa resolverse como la resta de sendas integrales. Para
anaĺızar la primera, asociada a las P fuerzas resultantes ejercidas en sendas part́ıcular, debemos
recordar que estas pueden descomponerse en n fuerzas generalizadas monogénicas correspondientes
a las n coordenadas generalizadas12, y que estas a su vez se relacionan con la enerǵıa potencial según
lo expresado en las ecuaciones (Lanczos 17.8) y (Lanczos 17.10)

n∑
i=1

Fi dqi =
n∑

i=1

∂U

∂qi
dqi ⇒ Fi =

∂U

∂qi
= −∂V

∂qi
⇒

P∑
i=1

~Fi · δ~ri = −δV. (Lanczos 17.7)

De integrar esta relación y haciendo uso de la conmutatividad entre diferenciación (integración) y
diferenciación13 la primera integral resulta ser∫ t2

t1

n∑
i=1

~Fi · δ~ri dt = −
∫ t2

t1

δV dt = −δ
∫ t2

t1

V dt , (Lanczos51.2)

que representa una variación de la enerǵıa potencial del sistema entre t1 y t2 para las fuerzas que
vulgarmente se denominan conservativas.

En cuanto al termino de las fuerzas inerciales, si asumimos condiciones no relativistas, lo escribi-
mos como ∫ t2

t1

d

dt
(mi~vi) · δ~ri dt . (Lanczos51.3A)

Si hacemos uso de la integración por partes14 para reescribirlo como

−
[∫ t2

t1

d

dt
(mi~vi · δ~ri) dt−

∫ t2

t1

mi~vi ·
d

dt
δ~ri dt

]
, (Lanczos51.3B)

cuyo primer termino se integra en −
[
m~vi · δ~ri

∣∣t2
t1

, que es la que se llama un término de borde, y su
valor dependerá de su evaluación en t1 y t2.

Para resolver el segundo termino de la ecuación (Lanczos51.3B) hacemos uso de que las operacio-

11F́ısico y matemático irlandés (Dubĺın 1805 - Dubĺın 1865).
12Una demostración análoga puede seguirse para fuerzas que dependen expĺıcitamente del tiempo t y/o de velocidades

generalizadas q̇i, pero aqúı se omite darlas por claridad.
13Tal conmutatividad se demuestra posteriormente en esta sección.
14La integración por partes no es otra cosa que una reescritura de la derivación de un producto:∫

(u
dv

dt
+

du

dt
v) =

∫
d(uv)

dt
⇒
∫

du

dt
v =

∫
d(uv)

dt
−
∫
u

dv

dt
. (5)

En este caso u = mi~vi y v = δ~ri.
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nes de diferenciación y variación son intercambiables, lo que se denomina propiedad conmutativa15∫ t2

t1

mi~vi ·
d

dt
δ~ri dt =

∫ t2

t1

mi~vi · δ
d~ri
dt

dt =

∫ t2

t1

mi~vi · δ~vi dt . (Lanczos 51.5A)

El resultado del producto escalar puede obtenerse teniendo en cuenta que la variación de un producto
se realiza de igual forma que una derivación, es decir δ(~vi · ~vi) = ~vi · δ~vi + δ~vi · ~vi = 2~vi · δ~vi, por
tanto ∫ t2

t1

mi~vi · δ~vi dt =

∫ t2

t1

mi
1

2
δ (~vi · ~vi) dt = δ

∫ t2

t1

1

2
miv

2dt. (Lanczos 51.5B)

Sumamos la expresión a la que arribamos en la ecuación (Lanczos51.2) con la integración del
primer término de (Lanczos51.3B) y con la reformulación de su segundo a la que arribamos en la
ecuación (Lanczos 51.5B) y obtenemos∫ t2

t1

δωedt = −δ
∫ t2

t1

V dt− [m~vi · δ~ri]
∣∣∣∣t2
t1

+ δ

∫ t2

t1

1

2

∑
miv

2
i dt. (Lanczos51.6)

El último término no es otra cosa que la variación de la enerǵıa cinética del sistema T ente t1 y t2,
por lo que puede resumirse la ecuación (Lanczos51.6) en∫ t2

t1

δωedt = δ

∫ t2

t1

(T − V ) dt− [m~vi · δ~ri]
∣∣∣∣t2
t1

. (Lanczos 51.8)

Puesto que el objetivo de realizar variaciones en las posiciones recorridas δ~ri es minimizar el
trabajo virtual de las fuerzas hasta hacerlo estacionario, es decir δωe = 0, tales variaciones se realizan
en el recorrido a lo largo de la integración, no en las posiciones iniciales y finales; es decir variamos
entre ĺımites definidos, por tanto

δ~ri (t1) = 0 y δ~ri (t2) = 0, (Lanczos 51.9)

con lo que efectivamente el segundo termino de la ecuación (Lanczos 51.8), llamado de borde, es
nulo.

Arribamos finalmente a que∫ t2

t1

δωedt = δ

∫ t2

t1

(T − V ) dt = δ

∫ t2

t1

Ldt = δS, (Lanczos 51.10)

donde S es la denominada acción obtenida de la integración de

L = L(qi, q̇i, t) = T − V, (Lanczos 51.11)

que es el denominado Lagrangiano del sistema.
Esta reformulación del principio de d’Alembert denominada principio de Hamilton establece

sencillamente que δS = 0, y puede expresarse en palabras como:

“Dadas las configuración iniciales y finales fruto de la dinámica, la acción debe ser esta-
cionaria para todas las posibles variaciones de la configuración del sistema”.

Este proceder, de encontrar las ecuaciones que describen la dinámica del sistema a través de una
minimización de la acción, o principio de mı́nima acción, es común a la mecánica clásica, relativista
y ondulatoria. Lo único que cambia en cada enfoque es como se escribe el Lagrangiano.

15Para probar que diferenciación y variación conmutan debemos interpretar lo que significa la derivada de una
variación de ~ri(t). Si nos apartamos en una dirección arbitraria ~ρ(t) en una magnitud ε nos queda ~ri(t) = ~ri(t) + ε~ρ(t).
Aśı la derivada de tal variación es

d

dt
δ~ri =

d

dt

(
~ri(t)−~ri(t)

)
= ε~̇ρi(t) = ε~vρ(t), (Lanczos 29.1)

donde ~vρ(t) seŕıa una velocidad de la diferencia con respecto a una ~vr(t). Ahora vemos que seŕıa la variación de una
derivada,

δ
d

dt
~ri = ~̇ri(t)− ~̇ri(t) = (~vr(t) + ε~vρ(t))− ~vr(t) = ε~vρ(t), (Lanczos 29.3)

que al coincidir con la ecuación (Lanczos 29.1) deja demostrada la conmutatividad entre variación y derivación.

c©Depto. de F́ısica, FCEyN, UBA Actualizado al 13 de agosto de 2018 Pág. 8/14



6. Ecuación de Euler-Lagrange (Lanczos II§10) (Landau §I.2)

¿Como obtener el valor estacionario de la acción S? La respuesta a como asegurar la condición
δS = 0 está ligada al concepto de desplazamientos virtuales (ver sección 3.1). Se trata justamente
de explorar el conjunto de variaciones sobre (qi, q̇i, t) que efectivamente aseguren minimizar S =∫
L(qi, q̇i, t)dt.

Empezamos analizando la variación del integrando de S, es decir el Lagrangiano ante una variación
de coordenadas generalizadas, qi(t) = qi(t) + εq̃i(t), y velocidades generalizadas

δL(qi, q̇i, t) = L(qi + εq̃i, q̇i + ε ˙̃qi, t)− L(qi, q̇i, t) = ε

(
∂L

∂qi
q̃i +

∂L

∂q̇i
˙̃qi

)
. (Lanczos 210.1)

En tal caso la variación de S queda

δS = δ

∫ t2

t1

L dt =

∫ t2

t1

δL dt = ε

∫ t2

t1

(
∂L

∂qi
q̃i +

∂L

∂q̇i
˙̃qi

)
dt . (Lanczos 210.2)

Puesto que son producto de una variación intencional arbitraria, q̃(t) y ˙̃qi(t) no son independientes,
pero la dependencia entre ambas no puede formularse de forma algebraica. Lo que si se puede es
eliminar ˙̃qi(t) como variable independiente aplicando el método de integración por partes al segundo
término de (Lanczos 210.2)∫ t2

t1

∂L

∂q̇i
˙̃qi dt =

∂L

∂q̇i
q̃i

∣∣∣∣t2
t1

−
∫ t2

t1

(
d

dt

∂L

∂q̇i

)
q̃i dt . (Lanczos 210.4)

El primer término de la ecuación (Lanczos 210.4) se anula pues evalúa en ĺımites temporales de-
finidos donde precisamente no hay variación posible (q̃(t1) = q̃(t2) = 0), por tanto la ecuación
(Lanczos 210.2) se reduce a

δS = ε

∫ t2

t1

(
∂L

∂qi
q̃i −

(
d

dt

∂L

∂q̇i

)
q̃i

)
dt = ε

∫ t2

t1

(
∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i

)
q̃i dt . (Lanczos 210.5)

Si S debe ser estacionaria, es decir δS = 0, es claro que la integral debe ser nula, y resulta que esto
se cumple si y solo si16 la cantidad entre paréntesis se anula

δS = 0 ⇐⇒ ∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i
= 0 ∀i. (6)

16Si buscamos que S sea estacionaria, es decir δS = 0, tenemos que asegurar que la integral a la derecha de la
ecuación (Lanczos 210.5) sea nula para valores arbitrarios de q̃i(t), y que esto se cumplirá solo si la cantidad entre
paréntesis E(t) = ∂L

∂qi
− d

dt
∂L
∂q̇i

, se anula entre t1 y t2.
La demostración matemática aprovecha el hecho de que podemos elegir un caso particular de de todas las arbitrarias

q̃i(t) para que esta sea nula tal vez a excepción de un pequeño intervalo en torno a t = ξ, es decir que ya no podemos
variar qi(t) mas que excepto alĺı. En un intervalo corto cualquier función continua es casi constante, y por tanto E(t)
podŕıa sacarse de la integral para aproximar la igualdad de la ecuación (Lanczos 210.5) como

δS ' εE(ξ)

∫ ξ−ρ

ξ+ρ

q̃i(t) dt . (Lanczos 210.8)

El error respecto de la igualdad tiende a desaparecer a medida que ρ tiene a cero. Aśı que de respetarse la igualdad
no quedaŕıa mas remedio que hacer que E(ξ) = 0 para cumplir con el supuesto de que δS = 0. Como t = ξ puede ser
cualquiera en el intervalo t1 < t < t2, concluimos que dentro de este intervalo siempre debiera cumplirse que E(t) = 0.

En definitiva, basta con variar los qi(t) hasta lograr dar con aquellos para que E(t) = 0 en todo el intervalo para
asegurar δS = 0, es decir, esa es condición necesaria para asegurar que S sea estacionario. Además esta condición es
suficiente pues, como es evidente de revisar la ecuación (Lanczos 210.5), no importa que valor asuma q̃i(t) dentro del
intervalo temporal, si alĺı E(t) = 0 la integración dará un valor nulo. Al probar que E(t) = 0 es condición es necesaria
y suficiente para que δS = 0 significa que si la primera es cierta si y solo si la segunda también lo es; en resumen, una
asegura la otra.
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La demostración de esta relación fue realizada por Lagrange, y es fruto de aplicar a la dinámica
el principio de acción estacionaria bajo la formulación que estableció Leonhard Euler17. En honor a
ambos la ecuación a la derecha de (6) se denomina ecuación de Euler-Lagrange.

Llegamos aśı a construir una poderosa herramienta para determinar la dinámica de cualquier
sistema f́ısico: basta con idear su Lagrangiano L(qi, q̇i, t), ecuación (Lanczos 51.11), y luego resolver
la correspondiente ecuación de Euler-Lagrange.

7. Cantidades conservadas

Un concépto básico del análisis matemático es que si la derivada total de una función f respecto
a alguna variable x es nula, df

dx
= 0 su integral da cuenta de que tal función es constante respecto a

esa variable,
∫
fdx = cnst.. En la mecánica es útil determinar tales constantes cuando la varible es

el tiempo, pues hablamos entonces de cantidades que se mantienen inalteradas durante la dinámica
del sistema. En particular si tal función es la derivada respecto de t de otra cantidad, f = ∂g

∂t
= ġ, y

se cumple df
dt

= 0, esta última cantidad se conserva durante la dinámica,
∫
fdt =

∫
ġdt = g = cnst.

7.1. Coordenadas ignorables— Momentos generalizados (Lanczos V§4)

Puede que en el Lagrangiano no figure explicitamente alguna de las coordenadas generalizadas
qn, aunque si lo haga la correspondiente velocidad q̇n, aśı L = L(q1, . . . , qn−1; q̇1, . . . , q̇n; t). En ese
caso la ecuación de Euler-Lagrange (6) se reduce pues

�
�
�∂L

∂qn
− d

dt

∂L

∂q̇n
= 0⇒ ∂L

∂q̇n
= cnst. (Lanczos 54.2)

Por ejemplo una part́ıcula libre en el espacio tendrá una T = m
2
ẋ2 con V = 0, por lo que la coor-

denada x no figurará en el Lagrangiano, y ∂L
∂x

= mx, cantidad escalar que corresponde a la magnitud
del momento lineal ~px. De forma similar la cantidad conservada de la ecuación (Lanczos 54.2) recibe
el nombre de momento generalizado,

pn =
∂L

∂q̇n
, (Lanczos 53.4)

y permite escribir la correspondiente velocidad generalizada en función de este

q̇n = f(q1, . . . , qn1 ; q̇1 . . . , q̇n−1; pn; t). (Lanczos54.5)

El obtener los momentos generalizados pi antes de resolver las ecuaciones diferenciales de Euler-
Lagrange permite simplificar el Lagrangiano y que estas ecuaciones resulten más sencillas de integrar.
Básicamente cada vez que encontramos q̇n en el Lagrangiano lo reemplazamos por el lado derecho de
la igualdad (Lanczos54.5).

7.2. Conservación de la enerǵıa

Analizaremos que cantidad se conserva al diferenciar el Lagrangiano en el tiempo. Consideremos el
caso particular de un sistema que se denomina esclerónomo, en que el tiempo no figura explicitamente
ni en la enerǵıa cinética ni en la función trabajo. Ergo en tales sistemas el Lagrangiano no tiene
dependencia explicita con el tiempo, es decir L = L(qi, q̇i) y su derivada respecto al tiempo será

dL

dt
=

n∑
i=1

(
∂L

∂qi

dqi
dt

+
∂L

∂q̇i

dq̇i
dt

)
=

n∑
i=1

(
∂L

∂qi
q̇i +

∂L

∂q̇i
q̈i

)
. (Landau 6.1a)

17Matemático suizo (Basilea 1707 - San Petersburgo 1783)
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De la ecuación de Euler-Lagrange recordamos que ∂L
∂qi

= d
dt

dL
dq̇i

. Realizamos ese reemplazo para obtener

dL

dt
=

n∑
i=1

(
d

dt

dL

dq̇i
q̇i +

∂L

∂q̇i
q̈i

)
=

n∑
i=1

d

dt

(
dL

dq̇i
q̇i

)
=

d

dt

n∑
i=1

(
dL

dq̇i
q̇i

)
. (Landau 6.1b)

En esta última expresión identificamos dL
dq̇i

= pi, es decir, que se trata de un momento generalizado.
Juntando ambas derivadas con el tiempo a izquierda de la igualdad llegamos a escribir una cantidad
que no presenta variación en el tiempo

d

dt

(
n∑

i=1

dL

dq̇i
q̇i − L

)
=

d

dt

(
n∑

i=1

piq̇i − L

)
= 0, (Landau 6.1c)

es decir, la cantidad entre paréntesis se conserva en el tiempo.
La cantidad a la derecha de la expresión (Landau 6.1c) resulta ser algo muy familar en los sistemas

mecánicos mas usuales, en los que se cumple que:

1. T es cuadrático en las velocidades: T = 1
2

n∑
i,k=1

aik(qi, qk)q̇iq̇k (e.g. T = m
2
ẋ2), y

2. V no depende de las velocidades: dV
dq̇i

= 0.

Para estos sistemas la cantidad entre paréntesis de la ecuación (Landau 6.1c) se reduce a

dL

dq̇i
q̇i − L =

d(T − V )

dq̇i
q̇i − T + V =

(
d

dq̇i
T −

�
�
�d

dq̇i
V

)
q̇i − T + V =

=

(
d

dq̇i

1

2

n∑
i,k=1

aik(qi, qk)q̇iq̇k

)
q̇i − T + V =

=

(
n∑

i,k=1

aik(qi, qk)q̇k

)
q̇i − T + V = 2T − T + V = T + V = E, (Landau 6.2)

que no es otra cosa que la familiar enerǵıa mecánica E.

8. De la formulación Lagrangiana a la Hamiltoniana

8.1. Ecuaciones canónicas del movimiento — Hamiltoniano (Lanczos VI§3)

Vimos que podemos determinar la dinámica de un sistema descripto por un Lagrangiano con n
coordenadas generalizadas qi no ignorables resolviendo n ecuaciones de Euler-Lagrange. Para final-
mente obtener qi = qi(t) tendremos que resolver un sistema de n ecuaciones son de 2.o grado, lo que
puede resultar complicado.

La formulación Hamiltoniana nos ofrece un camino alternativo por el que solo tendremos que
resolver ecuaciones de 1.er grado, pero al costo de enfrentarnos a un sistema de 2n ecuaciones dife-
renciales, lo que puede resultar tedioso.

La cantidad entre paréntesis de la ecuación (Landau 6.1c)

n∑
i=1

piq̇i − L, (Lanczos 62.3)

se denomina Hamiltoniano cuando se expresan todos las velocidades generalizas q̇i en función de los
correspondientes momentos generalizados pi

H = H(q1, . . . , qn; pi, . . . , pn; t). (Lanczos 62.4)
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Para llegar a la expresión de tales ecuaciones primero analizamos el diferencial del Hamiltoniano18

dH = d
n∑

i=1

(piq̇i)− dL =
n∑

i=1

dpiq̇i +
n∑

i=1

pidq̇i − dL. (Landau 40.3)

Recordemos que el Lagrangiano tiene por variables independientes las coordenadas y velocidades
generalizadas, L = L(qi, q̇i), por lo que el diferencial del último término de la ecuación (Landau 40.3)
es

dL =
n∑

i=1

∂L

∂qi
dqi +

n∑
i=1

∂L

∂q̇i
dq̇i =

n∑
i=1

ṗidqi +
n∑

i=1

pidq̇i, (Landau 40.1)

esto recordando la ecuación de Euler-Lagrange y la definición de momento generalizado,

∂L

∂qi
=

d

dt

∂L

∂q̇i
=

d

dt
pi = ṗi. (7)

Reemplazamos ahora el resultado de la ecuación (Landau 40.1) en la (Landau 40.3)

dH =
n∑

i=1

dpiq̇i +
�
�
�
��

n∑
i=1

pidq̇i −
n∑

i=1

ṗidqi −
�

�
�

��
n∑

i=1

pidq̇i =
n∑

i=1

(q̇idpi − ṗidqi), (Landau 40.3)

El hecho de que en el Hamiltoniano coordenadas y momentos generalizados son variables indepen-
dientes permite analizar el diferencial respecto a cada uno por separado

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
. (Lanczos 63.5)

Estas son las 2 ecuaciones diferenciales de primer orden que corresponden a cada qi. Carl Gustav
Jacob Jacobi19 las nombró ecuaciones canónicas por la simple simetŕıa que demuestran entre las aśı
llamadas variables conjugadas qi y pi.

A. Notas

Aqúı secciones aún por desarrollar.

A.1. Sistemas holónomos y no holónomos (Lanczos II§6)

Dado un condicionanente a la dinámicas del sistema, si la la relación entre sus coordenadas puede
darse solo en función de los diferenciales de estos, la condición es no holónoma en contraposición a
aquellas que pueden darse en función de las coordenadas definidas,

f(q1, . . . , qn) = 0, (Lanczos 16.1)

que denominamos holónomas. De diferenciar tal relación tenemos

∂f

∂q1
dqi + . . .+

∂f

∂qn
dqn = 0, (Lanczos 16.2)

pero si la condición se expresa de la forma

A1(q1, . . . , qn)dqi + . . .+ An(q1, . . . , qn)dqn = 0, (Lanczos 16.3)

tal relación solo puede reducirse a la forma de la ecuación (Lanczos 16.2) correspondiente a una
condición holónoma, de cumplirse determinadas condiciones de integración (excepto para n = 2 que
siempre es integrable), de lo contrario estamos ante una condición no holónoma.

18Para esta demostración obviamos la dependencia explicita con el tiempo del Hamiltoniano, H = H(qi, pi)
19Matemático alemán (Potsdam 1804 - Berĺın 1851)

c©Depto. de F́ısica, FCEyN, UBA Actualizado al 13 de agosto de 2018 Pág. 12/14



Un ejemplo de condición no holónoma es el de rodadura de una bola de billar sobre el paño
bidimensional de la mesa. La posición de la bola puede darse en función de un par (x, y) de tal
superficie, y su orientación (cuanto rotó respecto a dos ejes perpendiculares) en función de dos ángulos
(α, β). La pregunta crucial es si a una determinada coordenada (x, y) corresponde una determinada
orientación (α, β), y la respuesta es que no. Hay multitud de caminos partiendo de (x0, y0) que
resultaran en distintos (α, β) que llevan al mismo (x, y). Entonces si bien los diferenciales de (α, β)
son expresables en función de diferenciales de (x, y), tales relaciones diferenciables no son integrables.

A.1.1. Multiplicador de Lagrange

El formaĺısmo anaĺıtico puede obtener la magnitud de una fuerza fruto de una condición no
holónoma. Volvamos al concepto fundamental del valor estacionario para el Lagrangiano δL = 0

δL =
∂L

∂qi
δqi + . . .+

∂L

∂qn
δqn = 0; (Lanczos 25.4)

y le adicionamos la expresión de la ecuación (Lanczos 16.3) que expresa la relación a la que es inócuo
multiplicar por un factor λ pues a fin de cuentas su suma es nula

∂L

∂qi
δqi + . . .+

∂L

∂qn
δqn + λ(A1(q1, . . . , qn)dqi + . . .+ An(q1, . . . , qn)dqn) (Lanczos 25.5)

(Aún no terminado.)

A.2. Fuerzas poligénicas vs. monogénicas (Lanczos V§1)

Para fuerzas poligénicas no puede transformarse el principio de d’Alembert en uno de valor
estacionario. Ya que las condiciones holónomas es el equivalente mecánico a fuerzas monogénicas, y
las no holónomas a poligénicas:

El principio de Hamilton solo se sostiene para sistemas con fuerzas monogénicas y condi-
ciones holónomas.

(Aún no terminado.)

A.3. Sistemas reónomos y esclerónomos, conservación de la enerǵıa (Lan-

czos I§8)

Todo sistema relevante a la dinámica tiene cantidades con dependencia en el tiempo, pero si tal
dependencia es explicita, sea en T o en U , no podamos cumplir con las condiciones analizadas en la
sección 7.2 para asegurar la conservación de la enerǵıa.

El f́ısico Ludwig Eduard Boltzmann acuño el término de reónomo para las condiciones dinámicas
en que el tiempo figura expĺıcitamente. En tal caso al recuperar las coordenadas cartesianas, la
ecuación (Lanczos 12.8) presenta un t ineludible en al menos algunas de las f3N condiciones

x1 = f1(qi, . . . , qn; t)

. . .

zN = f3N(qi, . . . , qn; t) (Lanczos18.3)

Idéntico resultado resulta de usar un marco de referencia en movimiento. Al derivar respecto al tiempo
para obtener las velocidades figuran ahora términos ∂fi

∂t
que hacen que en T aparezcan terminos no

cuadráticos en q̇i, sean lineales (términos giroscópicos) o inclusive constantes.
Asimismo el tiempo puede figurar expĺıcitamente en U . Sea caul fuere el mecańısmo, la depen-

dencia explicita en t hace que no podamos cumplir con las condiciones para la conservación de la
enerǵıa, como analizamos en la sección 7.2, y entonces extendemos el término de reónomo a todo
sistema en que esto suceda. El término contrapuesto, sistemas esclerónomos, corresponde a aquellos
que comunmente se los denomina sistemas conservativos.
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Sistema Condición Consecuencia

Reonómico f(qi, . . . , qn; t) = 0 o U = U(q̇i) E 6= cnst.
Esclerónomo f(qi, . . . , qn) = 0 y U 6= U(q̇i) E = cnst.

Aún aśı la enerǵıa en un sistma reónomo sigue siendo la suma de T con una potencial V , pero
esta última debe ser definida como

V =
n∑

i=1

∂U

∂q̇i
qi − U, (Lanczos 18.5)

y por supuesto no es constante.
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