Mecanica Clasica - 1er. cuatrimestre de 2022. Catedra Fernando Minotti.

Guia 5: Relatividad especial

1. Una buena manera de perderle el miedo a las tenebrosisimas transformaciones de Lorentz es man-
teniéndose siempre cerca de algin tipo de paralelismo con las simpatiquisimas transformaciones de
Galileo. Para ello, consideremos dos sistemas de referencia interciales: S y S’. Hay, basicamente, tres
razones por las cuales dos sistemas de referencia inerciales podrian no coincidir, a saber:

¢ Que haya movimiento relativo entre ellos. Si los origenes espacio temporales de ambos sistemas
coinciden y S’ se mueve con respecto a S con velocidad ¥ = (v, vy, v,), la transformacion de
coordenadas (se la suele llamar boost), segin Galileo, es:

¥ =x — vt

Y =y —ut,
2=z —w.t,
t=t,

e Podria no haber movimiento relativo entre los sistemas pero que sus origenes estén trasladados.
Notar que la diferencia entre los origenes de ambos sistemas puede ser tanto espacial como tem-
poral. Si la posicion relativa de S’ es un vector constante d y este prende su crondmetro un tiempo
T después que S, entonces:

P=F—-d y t'=t-T,

e No sucede ninguna de las anteriores pero los sistemas estan rotados (rotados, no rotando, jojo!)
entre si. Dicho de otra forma, existe una matriz de rotacién R € R3*3 tal que:

7'=RT y t =t
Desde luego, S y S’ pueden diferir por cualquier combinacion de las razones anteriores. En efecto, las
transformaciones de Galileo forman un grupo, en el sentido de que la aplicacién sucesiva de cualquier
par de transformaciones de Galileo, da otra transformacién de Galileo (;por qué?). Notar que una

transformacion de Galileo arbitraria no tiene por qué caer en ninguna de las diez categorias anteriore{]
(¢ por qué diez si arrancamos diciendo que eran tres las razones por las cuales S y S’ podian diferir?)

(a) Mostra que las tres leyes de NewtorE] son invariantes ante cualquier transformacion de Galileo.

(b) Mostra que, segun las leyes de transformacién anteriores, no puede existir un vector velocidad
cuyo valor sea el mismo en todos los sistemas de referencia inerciales. Mostrd también que es im-
posible encontrar un vector velocidad cuyo médulo sea independiente del sistema de referencia.

(c) Si Ay B son dos eventos cualesquiera, mostrd que tanto la distancia entre ellos, |AZ| = |T'p — Z4|,
como el intervalo de tiempo que transcurre entre los mismos, At = tg — t4, son invariantes ante
transformaciones de Galileo. En otras palabras, podemos decir que el grupo de Galileo es el
conjunto formado por todas aquellas transformaciones entre sistemas inerciales que preservan la
totalidad de las simetrias existentes en las nociones newtonianas de espacio y tiempo (isotropia
espacial, homogeneidad espacial y homogeneidad temporal).

!'Sin embargo, es sencillo convencerse de que, dados dos sistemas inerciales arbitrarios, se puede ir de uno a otro mediante una
aplicacion sucesiva de transformaciones en la que sélo intervengan miembras de las tres categorias listadas arriba.
2Tal vez te convenga re-escribir la tercera como “en un sistema aislado de dos particulas, el momento lineal neto se conserva”.



2. Estdbamos muy a gusto con las transformaciones de Galileo hasta que llegé un aguafiestas a sefialarnos
un inquietante hecho: las ondas electromagnéticas se propagan en el vacio.

(a) ¢(Por qué es inquietante que la luz se propague en el vacio? Para responder esta pregunta, pensa
en qué consecuencias tiene este hecho si decidiéramos (en efecto, lo hacemos) mantener en pie la
idea de que las leyes de la fisica son las mismas segun todos los observadores inerciales.

(b) Si la velocidad de la luz no depende del observado es evidente que las transformaciones de
Galileo quedan obsoletas. Algo menos evidente (desde el punto de vista intuitivo, porque desde
el punto de vista matematico es una consecuencia directa) es que la nocién de un espacio y un
tiempo absolutos también queda obsoleta (las distancias y los intervalos de tiempo dejan de ser
invariantes ante cambios de sistemas inerciales). Armate un par de experimentillos mentales, con
rayos de luz y cosas moviéndose, que permitan ilustrar estos dos disparates de la naturaleza.

(c) Suponiendo que el espacio es isotropo y homogéneo, y que el tiempo es homogéneo; mostra que,

dado un observador inercial S y otro S’ que se mueve con velocidad v respecto del primero; el
modulo de alguna velocidad, c, resulta independiente del observador si y solo si:

AAP — |AZ P = AAL? — |AZ|
para cualquier par de eventos. Ayuda: pueden encontrar una demostracion muy bonita de una de
las implicaciones en sus apuntes de la tedrica. La otra es trivial.

(d) Sabemos entonces que si existe alguna velocidad cuyo modulo no depende del observador, las dis-
tancias y los intervalos de tiempo no son invariantes, mientras que el intervalo relativista, definido
segin As? = A2At? — |AT
ciones que preservan distancias e intervalos de tiempo; el conjunto de todas las transformaciones

2 siloes. Asicomo el grupo de Galileo es el conjunto de transforma-

que dejan invariante al intervalo relativista se conoce como el grupo de Poincaré. Igual que en
el caso galileano, se pueden listar diez transformaciones independientes bdsicas de las cuales se
obtienen todas las demds. Mostra que las siete del segundo y tercer item del problema anterior (las
tres traslaciones espaciales, la traslacion temporal y las tres rotaciones espaciales) dejan invariante
al intervalo relativista y son, por ende, elementos del grupo de Poincaré. Las transformaciones
asociadas a rotaciones espaciales y traslaciones espacio-temporales operan igual que en el caso
no relativista y no introducen, por si solas, nada novedoso con respecto a lo que ya sabiamos.

(e) Mostra que, haciendo 7' = t, el intervalo resulta, salvo un signo global, una distancia euclidea
en cuatro dimensioneﬂ Las transformaciones asociadas a los boosts en las tres direcciones espa-
ciales pueden pensarse entonces como rotaciones en los tres planos perpendiculares a la coorde-
nada it. Mostra que, si la velocidad relativa entre los sistemas es v = vé,,, entonces:

' =~(ct—pPx), ' =y(x—PFct) ,y =y, 2=z
donde f=v/cyy=(1— ,62)_1/ ?. A partir de esto, mostré que si la velocidad relativa es 7

ct’zy(ct—ﬁ-f) ,f’:f—ww(y—m%v,

donde 3 = 7/cy v = |]. {Qué sucede cuando ¢ — 00?

3En realidad, lo que no depende del observador es el médulo de la velocidad de la luz. Desde luego que la direccién en la que
se mueve un rayo de luz si depende de quién lo estd mirando (una simple rotacion de ejes es suficiente para convencerse de esto).
40, dicho de otra manera, el intervalo es “una distancia” en un espacio cuya métrica resulta diag (+1, —1, -1, —1).
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3. Explicd por qué (si querés, con un ejemplo) si existe una velocidad cuyo médulo es el mismo en todos
los sistemas de referencia, entonces nadeﬂ puede moverse a una velocidad de médulo mayor.

4. El intervalo relativista es una resta de cosas y no tiene un signo definido (en contraste con lo que sucede
con las distancias galileanas). Sin embargo, al ser invariante, el signo que adquiera en un sistema de
referencia es el mismo que adquiere en todos los demds. Esta observacion, de aspecto insulso, da lugar
a una de las caracteristicas mdas profundas de la teoria: dado que existe una velocidad cuyo médulo es
invariante, el espacio tiempo adquiere, automdticamente, una estructura causal bien definida. Veamos:

(a) Si dos eventos cualesquiera estan separados por un intervalo negativo, decimos que los mismos
estan separados espacialmente. ;|Qué podés decir de estos dos eventos?

(b) Cuando los eventos estdn separados por un intervalo nulo, decimos que estdn separados por un
rayo de luz. {Qué podés decir de estos dos eventos? Cuidado, no te dejes seducir por el nombre.

(c) Si dos eventos estan separados por un intervalo positivo, decimos que estan separados temporal-
mente. [Podés asegurar algo sobre estos dos eventos? ;Qué clase de pares de eventos necesaria-
mente tienen que estar separados por un intervalo positivo?

(d) Ay B son dos eventos separados espacialmente. Mostra que siempre existe un observador para el
cual son simultdneos; uno donde A sucede antes que B; y otro donde B sucede antes que A. ;Es
esto una paradoja? ;Debemos desechar la teoria y volver a los dulces y cdlidos brazos de Galileo?

(e) En contraparte, mostrd que si el intervalo entre los eventos es mayor o igual a cero, entonces el
orden cronoldgico entre los mismos es independiente del observador.

5. Una forma simpdtica (y util) de ilustrar lo discutido en el ejercicio anterior son los famosos diagra-
mas de Minkowskiﬂ Por simplicidad, en este ejercicio considera que x es la Unica direccién espacial
relevante y que el sistema S es la Tierra, la cual consideraremos como un sistema inercia]ﬂ

(a) Enun diagrama ct vs z, con el origen siendo las coordenadas espacio-temporales de tu nacimiento
(evento A), indica en qué region deberia quedar dibujado el nacimiento de unx de tus abuelxs
(evento B) y en qué region deberia quedar dibujada tu inscripcion a Exactas (evento C'). La
primera region se conoce como el pasado y la segunda como el futuro, respecto del evento A.
Ambas regiones forman el cono de luz del evento A. También podés definir los conos de luz de
By C en el mismo diagrama. Nota que si un evento esta en el cono de luz de otro, es reciproco.

(b) Si dibujas tu linea de universo (es decir, tu trayectoria en el diagrama de Minkowski) entre el
evento Ay el C, ;qué dos caracteristicas geométricas debe satisfacer esta curva si o si?

(¢) En el mismo diagrama, dibujd los ejes ct’ y 2’ de un observador S’ que se mueve con velocidad
U = vé, con respecto a la Tierra. Como ya mostraste antes, hay eventos que son simultdneos para
S’ pero no lo son para los observadores terrestres. (En qué region del diagrama estan?

(d) Pensa algiin evento concreto (no necesariamente ubicado en nuestro planeta) que haya sucedido
antes de tu nacimiento segin Felipe Pigna pero que suceda luego de tu nacimiento segun un
historiador alienigena que pistea por el cosmos, alejdndose de la Tierra a velocidades relativistas.

3¢Nada?

®Minkowski fue docente de Einstein y, ademds, fue el sujeto que se dio cuenta de lo que mostraste en el problema 2: que la in-
variancia de ¢ se puede re-interpretar en términos de la invariancia de la “distancia” inducida por la métrica diag (+1, —1, —1, —1).
De hecho, a esa métrica se la conoce como la métrica de Minkowski.

"Galileo estd revolcandose en su tumba.



6. El tiempo propio de un sistema es el tiempo que mide un reloj que se encuentra en reposo con respecto
al mismo. Andlogamente, la longitud propia de un objeto es la que mide un observador en reposo con
respecto al objeto. Particularizd las transformaciones de Lorentz para obtener una relacion entre las
longitudes y tiempos propios con las longitudes y tiempos medidos por un observador en movimiento
relativo con respecto al sistema propio (estas dos particularizacionesﬂ de las transformaciones de
Lorentz son las que se conocen como contraccion de longitudes y dilatacion temporal).

Representd estos dos fendmenos en un diagrama de Minkowski.

7. A partir de la expresion para la transformacién de velocidades que viste en la tedrica; mostra que si una
onda electromagnética se propaga en cierta direccion 7 respecto de un observador S, un observador en
un sistema S’ con velocidad relativa ¥ verd a la misma onda propagandose en la direccion:

ot (v = 1) (- 0)5/v? — yife
- v (1 —n-vc) ’

donde v = |¥/]. Mostra también que las frecuencias medidas en cada sistema se relacionan seguin:
W=~y1-n-7/c)w,
que es la expresion del efecto Doppler relativista. Comparala con el efecto Doppler galileano.

8. A partir de los resultados del ejercicio anterior, conclui que (w/c, E) (donde  es el vector de onda) es
un cuadrivector (cuadrivector de onda), pues sus componentes transforman igual que las coordenadas
del espacio-tiempo. ;Cémo calculds la norma de un cuadrivector? ;Cudnto vale la de este?

9. Luego de discutir por quién se queda con la cama de arriba, dos gemelxs deciden separarse. Uno
se queda en la Tierra (a la que volveremos a suponer inercialﬂ) y la otra se va a dar una vuelta por
el universo en su nave intergaldctica (si, tiene una nave intergaldctica). Al cabo de mucho tiempo
alejandose de la Tierra a velocidades relativistas, la gemela cosmonauta se da cuenta de que se olvidé
de regar su planta favorita y decide emprender la vuelta a casa, también a velocidades poco prudentes.

(a) Un estudiante de fisica, que prestd poca atencion a sus clases de relatividad especial, escuchd las
noticias del regreso de la muchacha y esté contrariado y entusiasmado en partes iguales, pues cree
haber detectado un bug de la teoria: si el hermano terrdqueo aplicara la férmula de la dilatacion
temporal, concluird que el tiempo en la nave de su hermana avanza mads lento, por lo que la piba
serd mds joven que el pibe cuando se reencuentren. Pero desde el punto de vista de la hermana
cosmonauta, sucede exactamente lo opuesto. ;Existe tal bug? ;Qué paso por alto el estudiante?

(b) En los ejes ct y x del sistema fijo a la Tierra, dibuja las lineas de universo de ambxs hermanxs e
intentd descifrar cudl de los dos envejecié mas al momento del encuentro. Ayuda: dibujd, en el
mismo diagrama de los ejes terrestres, las curvas de tiempo constante para la cosmonauta.

8Enfatizamos esta palabra porque un error comin, cuando unx esté aprendiendo relatividad especial, es el de usar estas expre-
siones para transformar tiempos y longitudes entre sistemas cualesquiera. Esto es un delito y aquel que lo cometa serd debidamente

castigadx. Las expresiones obtenidas en este problema sélo funcionan cuando uno de los dos sistemas es el sistema propio.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Escribi el lagrangiano relativista para una particula libre de masa m.

(a) Obtené la energia Iy el momento p. Chequea el limite de bajas velocidades en ambos casos.

(b) De lo anterior, obtené la Hey Jude de las ecuaciones. ;Por qué tanto alboroto por una mera
constante en la energia? ;No es que la energia estaba definida a menos de una constante?

(c) Verificd que (E, p) son las componentes del cuadrivector momento P = mU, donde U = ~(c, @)
es el cuadrivector velocidad. Obtené el invariante asociado a la norma de P.

En el espacio, un cohete se impulsa gracias a la emision de gases a velocidad relativa constante, V.
Usando la conservacion del impulso, mostra que la velocidad del cohete y su masa se relacionan seguin:
du u?
m—=-Vg(l——].
dm c

Integra la ecuacidn anterior y obtené la velocidad del cohete como funcidn de la fraccion entre su masa
y la masa inicial. ;Cémo conviene que sea V(; para optimizar el resultado?

Escribi el lagrangiano relativista y obtené las ecuaciones de movimiento para una particula de masa m
y carga ¢ inmersa en un campo electromagnético. Resolvelas para el caso en el que s6lo estd presente
un campo magnético constante B = Byé,. ;Qué obtenés en el limite no relativista?

Una particula de masa m y velocidad v choca con otra de masa M que estd en reposo y absorbe a la
primera en el proceso (choque pléstico). Encontrd la masa y la velocidad de la particula resultante.

Una particula de masa m estd en reposo cuando, repentinamente, se desintegra.

(a) Siemergen dos particulas de masas m; y ms, mostra que la energia cinética de cada una es:
— 2 )
T 9 = Amc ( - - —

donde Am = m — m; — my se conoce como el exceso de masa del proceso.

(b) Si emerge un nimero arbitrario de particulas, mostrd que la méxima energia cinética posible que
puede adquirir cualquiera de ellas viene dada por la expresion anterior.

Una particula de masa m se mueve con velocidad ¢’y choca con otra igual que se encuentra en reposo.
Obtené las energias de las dos particulas luego del choque y la direccion en la que se mueve una de
ellas, sabiendo que la otra sale en un dngulo ¢ con respecto a la direccién de .

Los fotones son las particulas portadoras del campo electromagnético (en criollo, la luz) y su masa es
nula (;por qué?). La mecdnica cudntica nos ensefla que su energia es £ = hw (h es la constante de
Planck reducida y w es la frecuencia del fotén) y su momento lineal es p'= hk (k es el vector de onda).

(a) Escribi el cuadrimomento y compara con el cuadrivector del problema 8. Calculé la norma del
cuadrimomento del fotén. ;Cudnto vale? ;Qué relacion obtenés entre w y |l_5 | a partir de ello?
(b) Un fotén de longitud de onda A incide sobre un electrén en reposo y emerge con una longitud de
onda )\, formando un dngulo 6 con respecto a la direccién de incidencia. Mostra que:
2mh
mec
donde m, es la masa del electrén. Este fendmeno se conoce como scattering de Compton.

N =)= (1 —cos#h),



