Mecénica Clésica — 2do. cuatrimestre de 2017 (B)

Guia 3: Principios variacionales y simetrias.

PRINCIPIOS VARIACIONALES

1. a) Dada una funcién y(x) continua y dos veces derivable con continuidad, y tal que
y(£L) = 1, escribir el drea de la superficie de revolucién que se genera al rotar el

gréfico de la funcién y(x) alrededor del eje x,

L
Aly) :J dx Fly,y').
L

Entonces la funcién F(y,y’) puede ser considerada como el lagrangiano de un

sistema mecanico, y el drea A como la accion.

b) Escriba las ecuaciones de Euler-Lagrange que deben satisfacer las funciones y(x)
que extremen el drea.

c) Note que F no depende explicitamente de x. ;Cudl es la magnitud conservada
asociada a esa simetria? Use esta magnitud para reducir en un grado la ecuacién

diferencial que satisfacen las funciones extremales.
d) Demuestre que las funciones extremales son de la forma y(x, a) = (1/a) cosh(ax).
e) ;Cuadl es la ecuacién que determina a?

f) Calcule explicitamente el drea A(a(L)) de la superficie de revolucién generada por

y (x, a(L)), asumiendo que a satisface la ecuacién del item anterior.

g) Demuestre graficamente que, dependiendo del valor de L, puede haber 2 soluciones
o ninguna para a. Escriba la ecuaciéon que determina el valor del largo L* que marca
el limite entre una y otra situacién. Encuentre numéricamente el valor de L* con
varias cifras significativas y busquelo en Internet. ;Qué nombre tiene esta constante
y con qué otro problema de mecénica estd relacionado?

h) En caso de haber dos soluciones para a, a lo sumo una de ellas puede ser la de
drea minima. Para cada valor de L encuentre numéricamente las dos soluciones
a;(L) y ax(L), usando la convencién de que a; < a,. Grafique las areas A(cu (L))
y A(az(L)). ¢A cudl de las dos soluciones corresponde el drea minima? ;Es la

respuesta independiente del valor de L?

i) Considere la linea quebrada | | que une los puntos {—L,1} — {—L,0} — {L,0} —
{L, 1}. Este no es el gréfico de ninguna funcién y(x) como las consideradas al escribir
la ecuacién de Euler-Lagrange. Sin embargo, al rotar | | alrededor del eje x se genera

una superficie de revoluciéon como muestra la figura:
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Su area es Ag = 2m, independiente de L. Demostrar que para L suficientemente

chica, A¢ es mayor que el drea asociada a las funciones y(x, a(L)), y viceversa.

j) Encontrar numéricamente el valor de L** a partir del cual la curva | | da el drea
minima. Mostrar que L** < L*, de modo que las extremales y(x, a(L)) pueden
coexistir con la solucién dada por | |.

k) Mientras L < L**, una de las soluciones y (x, a(L)) es la de drea minima. Encontrar
el radio de esta solucion, R = y(0, a(L)), cuando L = L**.

2. Una particula se mueve en un potencial de tipo gravitatorio, V(r) = —k/r, con k > 0.
Suponiendo que existan 6rbitas circulares centradas en el origen, utilizando el principio
variacional de Hamilton encuentre la relacién entre los periodos y los radios de tales
Orbitas. Para eso:

a) Proponga variaciones alrededor de la 6rbita circular, r(t) = ay @(t) = wt =21t /T,
parametrizando la érbita perturbada como:

x(0) = acos 0,

y(0) = (a+ da)sin 6,
(T

o(t) = wt + 56 sm(Tt) .

Estas orbitas son elipses. El pardmetro 0, til para parametrizar las elipses, no es el
angulo ¢, a menos que 6a = 0. Notar que entre t = 0 y t = T, la particula realiza
una Orbita completa, cuyo punto de partida y de llegada coincide con el de la 6rbita
sin perturbar. Ademads, cuando 80 =0y da = 0, se recupera una 6rbita circular con
@ constante.

b) Escriba la accién entre los tiempos t = 0 y t = T para la familia de 6rbitas
perturbadas.

c) Calcule la variacién de la accién a primer orden en da y 560.
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d) Sila orbita circular es un movimiento posible, entonces la variacion calculada en el
item anterior tiene que ser cero. A partir de esa condicién encuentre el periodo T

como funcién del radio a para estas 6rbitas hipotéticas.

3. Considere el movimiento unidimensional de una particula de masa m en un potencial
cudrtico V(x) = Bx*/4. Se trata de encontrar una expresion aproximada para el periodo

T como funcién de la energia E. Para eso:

a) Considere la familia de funciones x(t,A) = Asinwt, con w = 27/T. Calcule la

accion entre t =0y t =T como funcién del parametro A.

b) Busque los extremos no triviales de la accién dentro de la familia de funciones

x(t, A). Esto da una relaciéon entre A y T.

c) Para la funcién que hace extrema la accién dentro de la familia x(t,A), calcule la

energia media E durante un periodo T.

d) Finalmente, escriba T como funcién de E. Compare con el resultado exacto:

1/4
T(E) = 2L (1_2) ,
BE

donde L = %\/ﬁ I'(1/4)/T'(3/4) ~ 2,62206 es la constante e [a [emniscata.

4. a) Segun el principio de Fermat, la luz sigue una trayectoria que hace extrema la
integral Lz n(r) ds, donde n(r) es el indice de refraccién del medio. Suponiendo que
la luz se propaga en el plano xz, muestre que si n(z) = (1+z/h)ny, donde ny y h son
constantes, la trayectoria de la luz estd dada por z = —h+(ah/ng) cosh(f+nex/ah),
donde « y 3 son constantes de integracién.

b) Un problema inverso: ;cudl deberia ser la funcién n(z) para que la trayectoria de

los rayos sea un arco de circunferencia?

5. Cuando se arroja una particula hacia arriba con velocidad inicial vo > 0 su trayectoria
es y(t) = vot — gt?/2, y el tiempo que transcurre hasta que vuelve a tocar tierra es
t. = 2vo/g. Esos son resultados de Fisica 1, obtenidos con métodos de Fisica 1. El objetivo

ahora es encontrar la trayectoria aplicando explicitamente el principio de Hamilton.

Ademas de la forma del potencial, U(y) = mgy, la tnica informacién que debemos
aportar es que la trayectoria partedey = 0ent = 0 y regresaay = 0 en cierto t. > 0. La
trayectoria debe pertenecer entonces a la familia de funciones tales que y(0) =y(t.) =0.
Asumiendo unas pocas hipétesis de continuidad, todas las funciones de este tipo pueden

representarse mediante un desarrollo de Fourier en senos,

u(0) = 3 ansin( 7). )
n=1 ¢
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6.

y por lo tanto es posible calcular la accién para cualquier trayectoria como funcién del
conjunto de coeficientes a,,. El cdlculo se simplifica notablemente debido a la linealidad

del potencial y a las relaciones de ortogonalidad

tc k .
J dt sin(n—ﬂt> Sin<—ﬂt) = 6knt—,
0 te tc 2
te Kk te
J dt cos(n—ﬂt) CoS (—T[t) = dkn—,
o t. t. 2

donden,k > 1ydx=Tsin=kydx=0sin#k.

a) Calcule explicitamente la acciéon para las funciones del tipo (1) en el intervalo entre
t = 0y t.. El resultado quedard escrito como una serie infinita. Para calcular el
término cinético, tendrd que usar las condiciones de ortogonalidad, de modo de
eliminar una de las sumatorias.

b) Derivando con respecto a cada coeficiente a,,, encuentre la condicién de extremo y

los coeficientes a}, que corresponden a esa trayectoria.

c) Grafique la solucién aproximada

N
y(t,N) = ; a;, sin (:—:[t)

para N = 1,2, etc. y compare con el grafico de la solucién exacta.
d) Estime su grado de estupefaccion (en radianes).

e) Insistimos: grafique la solucién aproximada

N
. . [(nm
y(t,N) = T; aj, sin (:t)

para N = 1,2, etc. y compare con el grafico de la solucién exacta.

Hallar la curva de longitud minima que une dos puntos de la superficie de un cilindro.

SIMETRIAS

7.

Demuestre a partir del principio de accién estacionaria que las ecuaciones de movimien-
to quedan inalteradas si al lagrangiano se le suma la derivada total respecto del tiempo
de una funcién de las coordenadas y el tiempo.

. Tres tristes masas, m;, m, y ms, estdn enhebradas en un aro circular fijo, como muestra

la figura de la pagina siguiente. Las masas interacttian a través de resortes, con poten-

ciales V(04,0;) = %k(@i —0;)?, donde i,j = 1,2,3, y k es una constante. En base a la

simetria del lagrangiano hallar qué magnitudes se conservan.
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9. Indicar qué componentes de p y L se conservan para el movimiento de una particula
en potenciales gravitatorios originados en las siguientes distribuciones homogéneas de

masa:

a) Un elipsoide de revoluciéon con semiejes a = b # c.
b) Una esfera.

c) Un plano infinito.

d) Un hilo infinito.

e) Un cilindro circular infinito.

f) Un cilindro cuadrado infinito.

g) Dos puntos de masa m.

h) Un semiplano.

i) Un cono.

j) Un toro circular.

k) Una hélice circular infinita. (Buscar una combinacién de transformaciones que deje

invariante el potencial. La cantidad conservada serd una combinacién de p y L).

10. Dos particulas, de masas m; y m,, interactan con un potencial V(r; —r,). Demuestre

que para que se conserve el impulso angular es necesario que V(r; —r;) = U([r; —r3|).

11. Calcule las constantes de movimiento para una particula en un campo electromagnético

con potenciales:

a) ¢(r) = @(x,y); Alr) = A(x,y) z.
b) o(r) = (x* +y?,2); Alr) = A(x* +y?,2) 2.

12. El lagrangiano de una particula de masa m y carga e en un campo magnético uniforme

que apunta en la direccién z es

1 ) ) ) B
L(x,x) = zm(x2 +y2 +2%) + ¢

52 (XU~ %),
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a) Mostrar que el sistema es invariante ante cualquier traslaciéon espacial y encontrar
las magnitudes conservadas asociadas a esta simetria.

b) Mostrar que el sistema es invariante frente a rotaciones alrededor del eje z y encon-

trar la magnitud conservada asociada a esta simetria.

13. Una particula se mueve en un potencial V(x,t) que rota con velocidad angular constante
Q = (z respecto a un sistema inercial S. En el sistema S se definen coordenadas

cartesianas x, y y z. A tiempo t = 0 el potencial es V(x,0) = U(x,y, z).

a) (Cuadl es el potencial en el sistema S para todo t? Escribe el lagrangiano en términos
de las coordenadas y velocidades en este sistema. ;Depende explicitamente del
tiempo?

b) Un sistema S’ rota con la misma velocidad angular Q que el potencial y su origen y
eje z coinciden con los de S. Escribe el lagrangiano en términos de las coordenadas

y velocidades en S’. ;Depende explicitamente del tiempo?

c) Sielegiste responder “Si”, pasa a la pagina 142. Si elegiste responder “No”, contintia
en el proximo item.

d) ¢;Qué magnitud se conserva asociada a esta simetria? Escribela en términos de
las coordenadas y velocidades en S’ y luego en términos de las coordenadas y
velocidades en S.

e) ¢(Cudl es en S la transformacién de simetria asociada a este magnitud?

) € é|2
L(q»CI):E<a) .

Muestre que existe una transformacién de simetria que lleva a una cantidad conservada.

14. Considere el lagrangiano:

Encuentre dicha cantidad conservada y proponga una interpretacién fisica tanto para
ella como para el lagrangiano.



