Mecénica Clésica (B) — 2do. cuatrimestre de 2017

Segundo parcial (con las soluciones)*'

m Problema 1
Una particula de masa m esta restringida a moverse en el plano vertical a lo largo de la

curva definida paramétricamente por las ecuaciones:
x(u) = (u+sinu)a, y(u) = (1 —cosu)a,
con — < u < 71, y a una constante positiva. Hay gravedad. La energia inicial de la particula

es menor que 2Zmga.

2a T
-9y

—ma 7Ta
2

a) Usando u como coordenada, escriba el lagrangiano L(u,1t) y el hamiltoniano H(u, p..)
(Aplique lo antes posible las dos primeras identidades trigonométricas provistas).

b) Encuentre la funcién caracteristica W(u, €) para la ecuacién de Hamilton-Jacobi.

¢) Encuentre las variables de angulo-accién J(€) y 0(u, €).

d) Calcule la frecuencia w(&€) como funcién de la energia. (La respuesta lo sorprendera).

m Solucién. La posicion de la particula, su velocidad, energia cinética y energia potencial:

r(u) = (u+sinu)ax+ (1 —cosu)ay,
r(u,u) = [(1 +cosu)ax + asinug}u,
T(u,u) = Jma®(1 4 cos® u+ 2cosu + sin” u)u® = 1 (4ma® cos” ¥) v?,
: 1)

V(u) = mga(l —cosu) = 2mgasin” ¥.

*Contenido minimo de excipientes: 66 %
tTeléfono: zanellaj@Qdf.uba.ar
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Su lagrangiano y hamiltoniano:

2

Lu,u) =T —V =1 (4ma’ cos® ¥) u* — 2mgasin® ¥,

Nl—‘

2
Pu 2
H(u T+V=——"%"—— +2mgasin” . 2
(W pu) = 8ma? cos? & gasim 3 )
El movimiento ocurre entre los puntos de retorno +ug, donde u¢ es la raiz positiva de la
ecuacion

€ = 2mgasin® ¥, (3)

m La funcién caracteristica es

u ) /
W(u,E)ziJ du’ [8ma? cos® ¥ (€ — 2mgasng)r2

Ug

u 2 N
= :l:Za\/ZmEJ du’ (1 — Tréga sin? ”7) cos %, (4)
ug
La dltima integral se calcula mediante la sustitucién
8II](QIX :
v = e sil 7 (5)

donde &,,qx es el valor méximo admisible para la energfa,
& max = 2mga. (6)

Finalmente:

W(u, &) ::I:48\/gj dv’ /1 —v72
1

= +4¢& E><1 VT —v2 v+ arcsiny — ~ (7)
g 2 2

a Emax . 2w\’ [Emax Emax . w) T
:j:ZE\/g[(l— c s1n25> ¢ sin & +arcs1n< e sin 5 —5 |-

El signo “+” corresponde a la rama con p,, > 0, y viceversa. En general, convendremos en

que el signo superior (sea lo que fuere) esté asociado al tramo de la trayectoria con p,, > 0.
Ademads, hemos elegido el punto de retorno ug como extremo inferior de la integral. Por

lo tanto, la accién es

J(&) = 217tX2|W —Uug, )\:28\/% (8)
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Definiendo la constante

resulta

J(€) = —. (10)
Inmediatamente se ve que la frecuencia del movimiento es w, independiente de la energia.

m Nota al pie: una verificacion sencilla es calcular la frecuencia en la aproximacién de
pequenias oscilaciones. El resultado no deberia diferir del de la ec. (9). Para |u|] < 1,

podemos usar

cos 5 =1 + O0(u?), sin%z%%—@(tﬁ). (11)

Luego, para u préximo a cero el hamiltoniano (2) toma la forma aproximada

2 2 1 2
O u-_1(_p 2
M= 8ma? +2mga <2> 2 <4mc12 mgau ) ’ (12)

que es el hamiltoniano de un oscilador lineal, cuya frecuencia viene dada por

mga 1 /g
= = — — 1
@o \ 4ma? 2\/:’ (13)

que coincide con (9). Lo interesante es que la frecuencia de las pequefias oscilaciones es

en verdad valida para todo el rango de amplitudes. La curva sobre la cual se mueve la
particula es una cicloide. Debido a esta independencia de la frecuencia con la amplitud se

dice que es una curva tautdcrona.

m Para calcular la variable de dngulo, notemos primero que, como funcién de uy J, la

funcién generatriz de la transformacién a las variables de angulo-accién es

1/2
(1 . Jm]aX sin? %) 1/ Im}ax sin % + arcsin( Jm]ax sin %) o %1 ) <14>

donde J,,qx €s el maximo valor posible de la accién, correspondiente al maximo valor de la

Wy, J) = 4]

energia,
Jmax = 8mwa’. (15)

A partir de aqui resulta

O(u,]) = Wl ]) =+ [g — arcsin( ]mlax sin %)] . (16)

d]
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Escrita como funcién de € en lugar de |, queda

81110.7( .
g— arcsin(g/ ¢ sii %)] . (17)

Notar en las dos férmulas anteriores que el orden de los signos delante del corchete ha

e(u> 8) =+

cambiado respecto a la ec. (14). El cambio responde sélo a cuestiones de capricho profesio-
nal: puesto que el valor médximo del arcoseno es 71/2, la expresion dentro del corchete es

siempre mayor o igual que cero.

Recordemos que, segtin nuestra convencion, el signo “—" en la ec. (17) estd asociado a la
rama con p,, > 0. Asi, en el extremo ug de la trayectoria es © = 0, y en el extremo contrario
es 0 = F. Si la particula parte del punto de retorno —ug, sobre el tramo de la trayectoria
con p,, > 0 el angulo 0 crece entre —mt y 0, y sobre el tramo con p,, < 0, a medida que la
particula regresa al punto de partida, © aumenta entre 0 y 7. En total, el periplo tiene un
AO = 27

m Como nota préctica, aplicable a muchos de estos problemas y que ahorra bastante tiempo
y posibilidades de error. Para calcular la variable de dngulo, no ha sido necesario derivar
todos los términos que aparecen en la ec. (14). Tenemos que derivar el producto

W =] x [the horror}, (18)

donde el corchete tiene un aspecto intimidante. Aplicando la regla del producto y notando

que la expresion entre corchetes es W/ (esta insignificancia es poderosa), obtenemos

D) inehomor] 12 e horor] = ¥ 18 e horeor. (19

Ahora bien: la expresion entre corchetes en la ec. (14) puede abreviarse como

[\/ 1—v2 v+ arcsinv — TE[] , (20)

donde

v=4/ ]m]ax sin &. (21)

Pero la expresion (20), salvo un factor 3, no es otra cosa que el resultado que obtuvimos al

hacer la integral

J v’ /1 —v?2 = %[MV‘F arcsinv — - ) (22)

1 2
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como paso intermedio en la ec. (7). Esto pone de manifiesto que derivar el término entre

corchetes se reduce casi a invertir la integral de la cual es resultado:

9 V1 —v2v+arcsmv——} =21 —vz ov :——\/1 — V2. (23)

9]
El paso extra que tuvimos que incluir en la férmula anterior es la derivada de v respecto
de J, pero eso no da ningtin problema. Finalmente, la abominacién ha sido arrojada a otra
dimension:

—awzg}l’ ) = V\T/ — vm =+ (arcsinv — g) . (24)

m Post scriptum: El hecho de que la frecuencia sea independiente de la amplitud sugiere
una relacién no tan lejana entre este sistema y un oscilador lineal. Entrecerrando los ojos,
haciendo foco a unos 20 cm detrds de la pantalla del monitor o de la hoja impresa, a poco

que uno mire el lagrangiano

Lu,u) =T =V =1 (4ma’ cos® ¥) 1> — 2mgasin® ¥,
se hace visible lo siguiente:
. u d /. u
leos 5 = Za (sm E) . (25)

Si en lugar de u se eligiese q = sin 5 como coordenada generalizada, el lagrangiano seria

L(q,4) = 3 [(T6ma?) ¢* —4mgaq’], (26)

que es el lagrangiano de un oscilador lineal. Por enésima vez, encontramos que la frecuen-

4mga \[ -

Dado el primer par de transformaciones para un sistema de dos grados de libertad,

cia estd dada por

m Problema 2

Q1 = qi, Q2=q1 +4qa. (1)

a) Suponiendo una funcién generatriz de tipo F, independiente del tiempo. ;Qué par de

ecuaciones diferenciales debe satisfacer para ser compatible con las relaciones (})?

b) Integre las ecuaciones y encuentre la familia de funciones generatrices F»(q1, q2, P1, P2)

mads general compatible con las ecuaciones (7).
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c) Para esa familia de funciones, dar las ecuaciones de transformacién de los impulsos,
Pi = Pi(q1,92,p1,P2).
d) Dado un sistema cuyo hamiltoniano es

2
H(q1,92,p1,P2) = <p12q1p2) +p2+ (g1 +q2)%,

elija una de las F, dentro de la familia de funciones posibles, de modo que Q; y Q>
sean ciclicas respecto del nuevo hamiltoniano H’. Escriba H’ explicitamente.

m Solucidén. Las dos ecuaciones conocidas son

_— = _— = . 2
op, — 1P op, T T4z (28)

Integrando la primera, resulta

F2(q1, 92, P1,P2) = q7P1 + f(q1, q2, P2). (29)

Derivando esta ecuacién respecto de P, e igualando con la segunda ec. (28) queda

of
6_132(q1’q2’P2):q1 + q>. (30)
Integrando,
f(q1,92,P2) = (91 + q2)P2 + g(q1, q2). (31)

Nada mds podemos decir. La funcién g es arbitraria. En definitiva, la familia de funciones

posibles esta dada por

F2(q1,92,P1,P2) = q7P1 + (g1 + q2)P2 + g(q1, q2)- (32)

El otro par de ecuaciones de transformacién es

oF 0 oF 0
P1=—2=2Q1P1+P2+—9> P2 2 _p, 2

_ 9 , 33
aq1 aq1 aqz 2 8q2 ( )

que pueden reescribirse con todas las variables nuevas de un lado y las antiguas al otro.
Empezando por la segunda, despejamos P, en términos de p, y de dg/0q,. Luego usamos

eso en la primera ecuacién y despejamos P;,

1 og dg
P1=5— (Pl P2 o + aqz) y
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m La aplicacion de estas transformaciones al hamiltoniano propuesto lleva a una expresion
provisoria, que mezcla ambos grupos de variables. Unas deben entenderse como funciones

de las otras:

1 og og 2 og
H = |Py + — + P2+ =+ (q1 + q2)° 35
[ " 2q (ach an)} * 7 0q, (41 + d2) (35)

Las variables Q; y Q; s6lo pueden aparecer en esta expresion a través de las variables g
y g2, ya que en las transformaciones (}) los impulsos no participan. Entonces, para que las
variables Q; y Q, resulten ciclicas hay que cancelar todos los términos en donde aparecen
q1y q2. La forma més evidente de lograr eso es eligiendo g de forma tal que

9 99

aq1 aqz

dg _ 2

00, (g1 +q2)°. (36)

Si no funciona, se probard otra cosa, pero por lo pronto ensayamos lo mds simple. Inte-
grando la tltima de las ecs. (36), obtenemos

g9(q1,92) z—%(m +q2)° + h(qr). (37)

Para esta funcién resulta, por otro lado,

og 99  dh(qi)

_ 99 _ , 38
6q1 aqz dq1 ( )

que, segiin la primera ec. (36), implica que h debe ser constante. Podemos elegir entonces
h = 0. Finalmente, la F, buscada es

1
z—g(‘h +Q2)3> (39)

y el nuevo hamiltoniano, escrito en sus variables correctas, es

F2(q1,92,P1,P2) = q7P1 + (g1 + q2)P

H'(Py,P;) = P7 + Ps. (40)

m Posdata: aunque con otras vestiduras, la F, que encontramos hace el mismo trabajo y
satisface la misma ecuacién diferencial que la funcién caracteristica W para la ecuaciéon de
Hamilton-Jacobi. La solucién del problema en las nuevas variables es trivial. Los impulsos
P; y P, son constantes, y las coordenadas Q; y Q; evolucionan de acuerdo al par de

ecuaciones canonicas

Qq = 2Py, Q:=1. (41)
Es decir,

Q1 (t) = 2P1t + Qqo, Q2(t) =t + Q2o. (42)
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A partir de las transformaciones (t) y (33), resulta

qi(t) Zi(2P1t+Q1o)1/2> pi(t) =2P1q:1(t) + P2 — (Qa0 + t)?,
(43)
q2(t) =t+ Qa0 —aqu(t), p2(t) =P2—(Qz0 +1)%
m Epilogo: siempre que tengan una ecuacién de la forma

0x ay

significa que g(x,y) = g(x + y). Saber esto resultaba ttil para integrar las ecuaciones (36).

La demostracion es sencilla: cualquier funcién de x e y puede escribirse como una funcién
del par de variablesu =x+yyv=x—y,

g(X)U)ZF(X+y)X_U)> (45)

u+v u—v

donde F(u,v) = g(*4, “>*). Por otro lado,

0 0 0 0 0 0 0
- == =) == =) =2—. 46
ox 0y <au * av) (au av> ov (46)

Luego, la ec. (44) se lee como

oF(u,v)
ov

=0, (47)

lo que quiere decir que F(u,v) = F(u), y, por lo tanto g(x,y) = F(x +y). Reciprocamente, si

cambian el signo en la ec. (44), entonces debe ser g(x,y) = F(x —y).

m Problema 3

Al hamiltoniano de un oscilador lineal se le agrega un término proporcional a qp,

(p* +eqp +q?),

N —

H(q,p) =

donde 0 < € < 2 es una constante.

a) Escriba una transformacién canénica Q(q,p) y P(q,p) que sea una rotacién de dngulo

A en el plano qp. (S6lo se piden las ecs. de transformacién, no la funcién generatriz).
b) Elija A para que el nuevo hamiltoniano de las variables Q y P tenga la forma
H'(Q,P) = aP? +bQ%.
Escriba H' explicitamente.

c) ¢Cudl es la frecuencia con que evolucionan las variables Q y P? ;Y las variables q y p?
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d) Tomando como hamiltoniano sin perturbar Ho(q,p) = 3(p* + q?), verificar que el
resultado anterior para la frecuencia es consistente con la frecuencia que se obtiene
aplicando el método canénico de perturbaciones hasta primer orden en €. (Casi no

requiere cuentas).

B Solucidén. La transformacidn de rotacion es

Q(g,p) = qcosA +psinA,

P(q,p) =pcosA — gsinA.
Y su inversa:

q(Q,P) = QcosA — PsinA,

P(Q,P) =PcosA+ QsinA.

El nuevo hamiltoniano es

H/(Q,P) = 1(P2 4+ Q?) + le [(QZ — P2)cosAsinA + PQ(cos? A — sin? A)
=3 [Pz (1—Jesin2A) + Q% (1 + lesin2A) } + 2ePQ(cos® A —sin® A). (50)
Para anular el término proporcional a PQ basta elegir A = 7t/4. Entonces
H(QP)=3[P? (1-3¢) + Q7 (14 3¢) |- (1)
Este es el hamiltoniano de un oscilador lineal de frecuencia
wi=(1—1e) (1+1e) =1- 1€ (52)

Si hay dificultad en ver esto, lo mas sencillo es escribir el hamiltoniano de un oscilador

lineal en su version usual,

M=l p—2+mw2q2 : (53)
2\m

La frecuencia al cuadrado es el producto de los coeficientes que multiplican a p? y q* dentro

del paréntesis. Otra manera seria escribiendo las ecuaciones canénicas. Si H = aP? + bQ?,
Q =2aP, P=-2bQ. (54)
Derivando la primera ecuacién y reemplazando P por su expresién en términos de Q,

Q = —4abQ, (55)

y de aqui se deduce que w? = 4ab.
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En resumen: las variables Q y P oscilan arménicamente con frecuencia wy. Por otro
lado, debido a que la relacién entre las nuevas y las antiguas coordenadas es lineal, q y p

también realizardn movimientos armoénicos con la misma frecuencia wy.

m Respecto a la teoria de perturbaciones. La correcciéon a primer orden de la frecuencia
surge de calcular el valor medio de la perturbaciéon
dH
eH; = lepq = ewy = ed_I]' (56)
Ahora bien, en términos de las variables de dngulo-accién, p y q son proporcionales a cos 0

y sin 0, respectivamente. Por lo tanto, el valor medio de la perturbacién sera nulo:

27
H; ocJ dO sinBcosO = 0. (57)
0

Luego, no hay correccién a la frecuencia a primer orden en €. Esto es compatible con el
resultado (52), que implica

wo=4/1—1Te2=1—1e*+0(e"). (58)

m Comentario aparte: la dindmica de las variables q y p no era imposible de obtener

directamente a partir del hamiltoniano original. Sus ecuaciones canénicas son

q:p+%€qv
(59)

S 1
P=—q— z€p-

Podria buscarse un par de combinaciones lineales independientes en donde las ecuaciones

se desacoplaran (dificil), o al menos tomaran la forma de las ecuaciones canénicas de un

oscilador lineal en su forma usual (facil). Por ejemplo, probemos restar y sumar ambas

ecuaciones:

%(q +p)=(1-1¢)(p—q), %(p—q)z—(w%e)(q +p). (60)

Esto ya tiene la forma de las ecuaciones canénicas de un oscilador de masa m y frecuencia

w. Bastaria hacer las identificaciones

q+p=X p—q=T, (!
] (61)
(1—1e) = - (14 1e) = mw?,
donde la dindmica de X y TT se obtendria del hamiltoniano
2 2
X, TT) = T M7y (62)

2m 2



11

Segundo parcial (con soluciones)

El detalle a tener en cuenta es que, asi definidas, X y Tl no satisfacen la relacién de

conmutacion canénica, sino que
(63)

Sin embargo, esto se soluciona multiplicando a X y a IT por un par de factores cuyo produc-
to sea 1/2. Lo mas simétrico es elegir ese factor igual para ambas variables, reemplazando

las dos primeras ecs. (61) por estas otras:
q+p
AP X,
V2
(64)

Estos factores 1/4/2 no tienen ninguna incidencia en las definiciones de la masa y la
frecuencia en la ec. (61), porque las ecs. (60) se mantienen invariantes si se multiplican

ambos miembros por el mismo factor.
Ahora si las variables X y TT son variables canénicas cuya evolucién esta dada por el

hamiltoniano (62). De manera que la frecuencia es

wo =1/ (1—Le) (1+ Le). (65)

Conocidas las soluciones para X y TI, la evolucién de q y p se obtiene a partir de las

transformaciones inversas,
(66)

" x—m, p=3?ﬂ+m.

1Tz V2

Notar que este método de solucién conduce a las mismas relaciones entre q y py X y Tl
que las que habia antes entre q y p y Q y P cuando se elegia A = /4, ec. (48).

Un camino mads sistemético consiste en resolver el sistema (59) en forma directa, escri-

biéndolo matricialmente:

1
d (4 7€ 1 q
I — [ 2 ] (67)
p -1 —3e p
Se propone una solucién de la forma
q - a
= et , (68)
b
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que lleva a escribir el siguiente sistema lineal:

7€ 1 a ] a
=iw . (69)
-1 —Je b b
Para tener soluciones no triviales debe anularse el determinante de la matriz
%e —1iw 1
(70)

‘I .
—1 —5€—1iw

De aqui se siguen todos los resultados ya obtenidos. Este método tiene parentesco con el
formalismo de pequefias oscilaciones. Es instructivo terminar el problema escribiendo de

manera integra q(t) en términos de q(0) y q(0).

Foérmulas a vuelta de hoja.



Segundo parcial (con soluciones) 13

Férmulas gratis provistas en la hoja del parcial:

.2 1 —cos2x 5 1+ cos2x ) .
sin“x = —— Cos“ X = ———— sin 2x = 2 cos xsinx
2 ) 2 ) )

de 1—x2:%{x l—xz—l—arcsinx},

dF; =pidqi + QidP; + (H/ — H)dt.

x’ = xcos @ + ysin @,
R otacién 2D
y’ =ycos @ —xsin .

Formulas en el pizarron (requiere suscripcion):

de d‘;(;) 1—f(x)2 = %[f(x) 1—f(x)2 + arcsinf(x)},

1
de cos 54/1 — osin? 3= ﬁ[\/&sin /11— o sin? 5 + arcsin (\/&sin %)]

Si f(x1,x2,...,%Xn) satisface la ecuacion diferencial
0
aX1 f(XhXZ) v )Xn) = F(XI»XZ» oo )Xn)>
entonces

X1
f(X1,%X2,...yXn) :J dx F(x, X2y ...y Xn) + g1(x2,X3y. ..y Xn ).



