
Mecánica Clásica - primer cuatrimestre de 2021

Guía 2: Principios variacionales y simetrías

Habiendo introducido en la guía anterior la ecuaciones de Euler-Lagrange (E-L), en esta guía nos con-
centraremos, por un lado, en una parte del teorema de Noether. Veremos como se obtienen cantidades con-
servadas en sistemas dados por Lagrangianos invariantes ante algún grupo de simetrías continuas. Por otro
lado, veremos como las soluciones de lad ecuaciones de E-L extremizan una funcional (la acción).

Teorema de Noether: Simetrías y cantidades conservadas

1. Considere el LagrangianoL(qi, q̇i, t) (qi coordenadas, con i = 1, ...N ). El teorema de Noether establece
una correspondencia entre simetrias continuas del Lagrangiano y cantidades conservadas.

(a) Muestre que si L no depende de alguna coordenada qj , entonces Qj = ∂L
∂q̇j

se conserva, es decir,
su derivada total respecto al tiempo (cuando inserta en Qj las soluciones a las ecuaciones de E-L)
es cero.

(b) Considere ahora una transformación uniparámetrica de las coordendas, tal que a primer orden en
el parámetro de la transformación la variación de cada coordenada sea: δεqj = εgj(qi, t) , donde
g puede depender de las q y el tiempo. Suponga que la correspondiente variacion del lagrangiano
a primer orden el parametro ε es cero. Muestre que entonces la cantidad

Q =
N∑
j=1

εgj(qi, t)
∂L

∂q̇j

se conserva.

Observación: note la importancia de que haya un parámetro continuo para la transformación que es
simetría. De lo contrario, el propio procedimiento no esta definido. Piense en alguna simetría no
continua de lagrangianos conocidos.

2. Como aplicación del ejercicio anterior, considere el Lagrangiano:

L =
1

2
(q̇21 + q̇22)− F (q1

2 + q2
2)

siendo F una función arbitraria.

(a) Muestre que el lagrangiano es invariante ante el grupo de transformaciones q1, q2 → q′1, q
′
2 dados

por:

q′1(ε) = cos(ε)q1 + sin(ε)q2

q′2(ε) = − sin(ε)q1 + cos(ε)q2 (1)

(b) Halle la variación a primer orden en ε de las coordenadas y muestre que la correspondiente
variación del Lagrangiano es cero.

(c) Halle la cantidad conservada asociada.
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(d) Repita los puntos anteriores para el lagrangiano L = H(q21 + q22)(1
2
(q̇21 + q̇22)) − F (q1

2 + q2
2),

siendo H otra función arbitraria.

3. Si la variación del Lagrangiano considerada en el ejercicio 2 no es cero pero se cumple que:

δεL =
dA(q, q̇, t)

dt

, es decir, que el lagrangiano cambia en una derivada total, tambien existirá una carga conservada.

(a) Halle su expresión

(b) Considere como ejemplo no trivial de esto el lagrangiano de una partícula libre y la transformación

q(t)→ q(t) + V t

siendo q(t) la posición de la partícula al tiempo t y V un parámetro. Muestre que el lagrangiano
cambia de una derivada total y halle la carga conservada. Observación: Esta cantidad conservada,
aparentemente nueva, es algo poco útil. Analice en el ejemplo que significa esta cantidad.

(Observación: es común decir que si el lagrangiano cambia en un derivada total es invariante en sentido
amplio. Cuando la variación es cero podemos decir que el lagrangiano es invariante en sentido estricto)

4. Un lagrangiano L′ que difiera de otro en una derivada total conduce a las mismas ecuaciones de
movimiento. Una pregunta natural es que pasa con las simetrías y cargas conservadas según se use
un lagrangiano y el otro.

(a) Primero, a fin de convencerse de que un término de derivada total no altera las ecuaciones de
movimiento, considere L′ = L + d

dt
A(q, q̇, t) y vea que las ecuaciones de E-L son las mismas

tanto para L como para L′. Hagalo en algún ejemplo explicito también.

(b) Considere ahora L = 1
2
q̇2 y L′ = L + q̇q4. L es invariante (en sentido estricto) ante traslaciones

en q. Verifique que L′ lo es también en el sentido amplio del ejercicio anterior. Y halle la carga
asociada y comparela con la obtenida con L

5. El tiempo y las coordenadas generalizadas juegan un rol diferente en el Lagrangiano, dado que las
segundas son funciones de la primera. Sin embargo, el teorema de Noether aplica también al caso en
que el lagrangiano es invariante (en sentido estricto o amplio) ante traslaciones temporales (o incluso
ante alguna otra transformación mas complicada que involucre al tiempo).

(a) Verifique para un Lagrangiano generico L(qi, q̇j, t) la identidad:

−∂L
∂t

=
dh(qi, q̇i, t)

dt
−

N∑
j=1

q̇j

(
d

dt

(
∂L

∂q̇j

)
− ∂L

∂qj

)
.
siendo

h(qi, q̇i, t) ≡
N∑
j=1

q̇j
∂L

∂q̇j
− L

.
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Esta vale independientemente de que se cumplan las ecuaciones de movimiento, es decir, valen
para cualquier qi(t). Es un ejercicio trivial de derivadas!. No hay nada muy profundo en eso.

(b) Concluya de ahi que si el lagrangiano no depende explicitamente del tiempo, entonces h(qi, q̇i, t)
se conserva (cuando se cumplen las ecuaciones de movimiento. De ahora en más no aclaremos
mas esto al hablar de conservación)

(c) Halle la cantidad conservada si el lagrangiano en vez de quedar invariante ante una traslación
temporal, cambia en una derivada total.

(d) Esta cantidad h no coincide en general con T + U . Halle una condición suficiente en la forma de
T y U para que h = T + U . Revise los ejercicios de la guía anterior y encuentre ejemplos donde
coincidan y donde no.
(Observación: Volveremos a ver h mas adelante, en una formulación diferente en la que el mo-
mento y las coordenadas son tratadas como variables independientes. En ese contexto, h se de-
nomina el Hamiltoniano.

6. Las ecuaciones de movimiento pueden tener simetrías que no encajan en la clase de simetrías del
teorema de Noether. Un ejemplo de esto es la invariancia ante dilataciones de las ecuaciones de
movimiento de la partícula libre. Escriba la expresión de la transformación dada por una dilatación
y verifique que el lagrangiano no queda invariante.

7. Dos partículas de masa m1 y m2 interactúan con un potencial V (r1 − r2). Demuestre explícitamente
que para que se conserve el impulso angular es necesario que V (r1 − r2) = U(|r1 − r2|).

8. Tres masas m1, m2 y m3 están enhebradas en un aro circular fijo. Las masas interactúan a través de
ciertos resortes, cuyo potencial es V (θi, θj) = 1

2
k(θi − θj)2, donde i, j = 1, 2, 3, y k es una constante.

En base a la simetría del lagrangiano −teorema de Noether− hallar qué magnitudes se conservan.

9. ¿Qué componentes de p y L se conservan para el movimiento de una partícula en los siguientes cam-
pos?

(a) El producido por un elipsoide completamente asimétrico (a 6= b 6= c).

(b) El producido por un plano infinito.

(c) El producido por un cilindro circular infinito.

(d) El producido por una hélice circular infinita.

(e) El producido por una red unidimensional de puntos separados uno del otro una distancia d.

(f) El producido por un toro circular.
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10. Calcule las constantes de movimiento para una partícula en el espacio, en un campo electromagnético,
con potenciales:

(a) ϕ(r) ≡ ϕ(x, y); A(r) ≡ A(x, y) ẑ.

(b) ϕ(r) ≡ ϕ(x2 + y2, z); A(r) ≡ A(x2 + y2, z) ẑ.

Principios variacionales

11. A fin de verificar que el movimiento rectilineo y uniforme extremiza la acción de un partícula libre,
considere la familia de trayectorias de una particula, en un movimiento unidimensional, de la forma

x(t) = x0 + bt+ ct2

.

siendo x0, b y c parámetros sujetos a la condicíon de que x(t1) = x1 y x(t2) = x2.

(a) Escriba la expresión de la integral de la energía cinetica entre t1 y t2 en términos de las condiciones
iniciales y finales y los parámetros independientes.

(b) Muestre que es extremal para el caso c = 0.

(c) Si en lugar de integrar la energía cinética , integra el lagrangiano de un partícula sometida a un
potencial αx, ¿para que valor de c espera hallar el mínimo?

12. Demuestre, a partir del principio de acción estacionaria, que las ecuaciones de movimiento quedan
inalteradas si al lagrangiano de un sistema se le suma la derivada total respecto del tiempo de una
función de las coordenadas y el tiempo. Verifique en los casos en que a un lagrangiano cualquiera de
una partícula moviendose en una dimensión le agrega un términos de la forma L′ = q̇F (q), siendo F
una función arbitraria de q.

13. Problema de la braquistócrona. Demuestre que la curva que hace mínimo el tiempo de descenso entre
dos puntos en la cercanías de la superficie terrestre es una cicloide. Ya se vio en la teórica pero no viene
mal verlo de nuevo.

14. Una partícula se encuentra sometida a un potencial de tipo gravitatorio, V (r) = −k/r. Suponiendo que
las órbitas son circulares, encuentre la relación entre los períodos y los radios de las órbitas utilizando
el principio variacional de Hamilton. [Ayuda: considere la ecuación paramétrica de la elipse, x(θ) =
a cos θ, y(θ) = b sin θ, y apartamientos de la trayectoria circular variando a o b.]

15. Una partícula está sometida solamente a un potencial de tipo armónico, V (x) = kx2/2. Encuentre la
ecuación de movimiento minimizando la acción de la siguiente manera:

(a) Divida el intervalo de integración en n partes.

(b) Reemplace las derivadas por su valor medio, ẋi = ∆xi/∆ti, y la integral por una sumatoria.

(c) Imponga la condición de extremo ∂I/∂xi = 0, i = 0, 1, . . . , n

(d) Tome el límite para ti−→ 0, n−→∞.

(e) Interprete el resultado.
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16. Considere el movimiento unidimensional de una partícula de masa m sometida al potencial V (x) =
kx2/2 + βx4/4 (ejemplo de oscilador anarmónico). La solución de la ecuación de movimiento no se
conoce, pero por la forma del potencial, el movimiento es periódico y pasa por x = 0 cada medio
período, por lo que se prueba con una serie de Fourier de la forma:

x(t) =
∞∑
n=1

bn sinnωt,

verificandose que en t1 = 0 la partícula está en x1 = 0 y que en t2 = π/ω = τ/2 la partícula vuelve a
x2 = 0.

(a) Use el principio de mínima acción, considerando solamente el primer término en la serie de
Fourier, para calcular el valor aproximado de la amplitud b en función de la frecuencia ω. Alter-
nativamente exprese la dependencia del período del movimiento τ con la amplitud b.

(b) La solución exacta (que puede hallarse con el Mathematica) es:

τ = 4

√
m

k

1√
1 + z/2

K

(
−1 +

2

2 + z

)
siendo K la denominada integral elíptica completa del primer tipo, z = A2β/k y A la amplitud
del movimiento. De aqui se puede leer el factor de corrección dependiente f(z) definido por
τ = τ0f(z); τ0 = 2π√

k/m
es el período del oscilador armonico sin el término anharmonico.

Compare los graficos de los factores de corrección obtenidos por el procedimiento aproximadado
y del resultado exacto, para valores de z entre z = 0 y z = 4.

Notar que si bien el procedimiento se puede mejorar usando dos o más términos en la serie de Fourier,
ya este cálculo es suficientemente bueno, lo que demuestra la potencia del método variacional.

17. Según el principio de Fermat, la luz sigue una trayectoria que hace extrema la integral
∫ 2

1
n(x, y) ds,

donde n(x, y) es el índice de refracción del medio que la luz atraviesa. El problema se supone bidi-
mensional. Muestre que si n(x, y) = n0(1 + y/h), donde n0 y h son constantes, la trayectoria de la
luz está dada por y = −h + (αh/n0) cosh(β + n0x/αh), donde α y β son constantes de integración.
(Ayuda: considere las ecuaciones de Euler−Lagrange.)

18. Cuando se arroja un objeto hacia arriba, desde la superficie terrestre y con velocidad inicial v0, el
tiempo que transcurre hasta que vuelve a tocar tierra resulta tc = 2v0/g. A partir de una función de
prueba dada por

y(t) =
a0
2

+
∞∑
n=1

[
an cos(nωt) + bn sin(nωt)

]
,

con ω = 2π/tc, encuentre la mejor aproximación a la trayectoria con el criterio del principio de Hamil-
ton. Utilizando el valor que toma la acción para dicha trayectoria, compare la solución obtenida con la
correspondiente al resultado y(t) = v0t− gt2/2.

19. Hallar la curva de longitud mínima que une dos puntos de la superficie de un cilindro de radio R.

20. Planteé el problema análogo para el caso de una esfera de radio R. Es mucho más complejo.
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