
Mecánica Clásica – 1er. Cuat. 2015

Gúıa 2: Principios variacionales.

Problema 1: Suponga que sabe experimentalmente que una part́ıcula cae una distancia dada
y en un tiempo td =

√
2yd/g, pero que no se conoce el tiempo de cáıda para otras distan-

cias. Suponga además que el lagrangiano del problema se conoce pero en lugar de resolver la
ecuación de movimiento se prueba una forma funcional y = a+bt+ct2. Muestre que la integral
I =

∫
L dt resulta un extremo para valores reales de los coeficientes sólo cuando a = 0, b = 0 y

c = −g/2.

Problema 2: Una part́ıcula se encuentra sometida a un potencial V (r) = −k/r, de tipo
gravitatorio. Suponiendo que las órbitas son circulares, encuentre la relación entre los peŕıodos
y los radios de las órbitas utilizando el principio variacional de Hamilton. Ayuda: considere
la ecuación paramétrica de la elipse x(τ) = a cos(ατ), y(τ) = b sen(ατ), y apartamientos de la
trayectoria circular variando a ó b.

Problema 3: Según Fermat, la luz sigue una trayectoria que hace extrema la integral∫ 2

1

n(x, y) ds,

donde n(x, y) es el ı́ndice de refracción del medio inhomogéneo que la luz atraviesa. El pro-
blema se supone plano. Muestre que si n(x, y) = n0(1 + y/h), donde n0 y h son constantes, la
trayectoria de la luz está dada por y = −h + (αh/n0) cosh(β + n0x/hα); α y β constantes de
integración. Ayuda: considere las ecuaciones de Euler–Lagrange.

Problema 4: ¿Son afectadas las ecuaciones de movimiento si al lagrangiano se le agrega
una derivada total con respecto al tiempo?.

Problema 5: Hallar la curva de longitud mı́nima que une dos puntos de la superficie de
un cilindro.

Problema 6: ¿Cambia la forma de un lagrangiano cuando se lo escribe en distintas coor-
denadas generalizadas?. Muestre un ejemplo.

Problema 7: Muestre que el lagrangiano L(q, q̇, q̈, t) = aq̈ + btq̈ + L′(q, q̇, t) (a y b son cons-
tantes arbitrarias) conduce a ecuaciones de movimiento que son de segundo orden.

Problema 8: Considere el movimiento unidimensional de una part́ıcula de masa m sometida al
potencial V (x) = 1

2
kx2+ 1

4
βx4 (oscilador anarmónico). La solución de la ecuación de movimiento

no se conoce, pero, debido a la forma del potencial, se sabe que el movimiento será periódico y
se prueba con una serie de Fourier de la forma:

x(t) =
∞∑
n=0

an cos(nωt)

1



(tomando t=0 en un punto de retorno) donde ω resulta la pulsación (desconocida) del movimiento.
Considere la integral de la acción entre dos puntos t1 y t2 separados por el peŕıodo T = 2π/ω.
Muestre que para β = 0, puede encontrarse un j tal que a0 = 0, an = 0 para todo n ̸= j y

ω = 1
j

√
k
m

representa una solución. Observar que todo j representra la misma solución. Inter-

prete este hecho.

Problema 9: Problema de la braquistócrona. Demuestre que la curva que hace mı́nimo el
tiempo de descenso entre dos puntos en la cercańıas de la superficie terrestre es una cicloide.
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