Guia 2 - Ecuaciones de Lagrange - Mecanica Clasica 2014 - Clase G. Mindlin.

a. Ejemplos de ecuaciones de Lagrange

Problema 1

En la figura se muestra un esquema de un yoyo cilindrico de masa m y radio
R sostenido verticalmente por una cuerda sin masa. Un extremo de la misma se
encuentra fijo en un punto y el otro enrollado alrededor del yoyo. Cuando se deja
en movimiento el mismo cae por efecto de la gravedad rotando a medida que la
cuerda se desenrolla. Escriba el Lagrangeano del sistema usando la distanca x como
la coordenada generalizada. Encuentre las ecuaciones de Lagrange del movimiento
y muestre que el cilindro se acelera hacia abajo con & = 2¢/3.
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Figura 1: Problema 1

Problema 2

Una masa m se encuentra suspendida de una cuerda sin masa cuyo otro extremo
se encuentra enrollado varias veces en un cilindro ubicado horizontalmente de radio
R. El mismo tiene un momento de inercia I, y es libre de rotar en torno a un eje
horizontal que pasa por su centro de masa. Usando una cordenada adecuada escriba
el Lagrangeano del sistema y las ecuaciones de Lagrange del movimiento para luego
encontrar la aceleracién de la masa m.

Problema 3

Un carrito de masa m se encuentra montado sobre rieles dentro de un carro
més grande. Ambos se encuentran unidos por un resorte de constante eldstica k de
forma tal que la posicién de equilibrio del carrito es en la mitad del carro grande.
La distancia del carrito respecto de su posicién de equilibrio es x mientras que la
posicion del carro grande respecto de un origen fijo a la tierra es X como se muestra
en la figura. El carro grande se fuerza a oscilar de forma tal que X (t) = Acos(wt) con
Ay w fijos. Escriba el Lagrangeano del carro pequeno y demuestre que la ecuacion
de Lagrange es:

i + wix = Beos(wt) (1)

con wy es la frecuencia natural de oscilacién wy = y/k/m y B es constante.
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Figura 2: Problema 3

Problema 4

Un péndulo simple (masa m y largo [) se encuentra colgando del punto P ubicado
en el borde de un volante (centro O y radio R) que es forzado a rotar con velocidad
angular w constante como muestra la figura. Escriba el Largrangeano y encuentre
la ecuacién del movimiento para el dngulo ¢. (ayuda: sea cuidadoso al escribir la
energia cinética, una forma segura de hacerlo es primero encontrar la posicién de
la masa en funcién del tiempo y luego derivarla). Corrobore que su resultado tenga
sentido considerando el caso especial de w = 0 considerando que a ¢t = 0 la masa
esta ubicada a la derecha y a la misma altura que el centro O.

Figura 3: Problema 4

Problema 5

Un péndulo simple (masa M y largo [) estd suspendido de un carro (masa m)
que puede oscilar ya que se encuentra unido a un resorte (de constante eldstica k)
como muestra la figura.

» Escriba el Lagrangeano en términos de dos coordenadas generalizadas x (ex-
tension del resorte respecto a su posicién de equilibrio) y ¢ y Encuentre las
dos ecuaciones de Lagrange.

» Simplifique las ecuaciones para el caso en que ambas coordenadas son pequenas.

Problema 6

Considere una particula de masa m enhebrada sin friccién en un alambre de
forma parabdlica que se estd haciendo girar en torno a un eje vertical como muestra
la figura. Use coordenadas cilindricas de 2f0rma tal que la ecuacién de la parabola



Figura 4: Problema 5

quede z = kp?. Escriba el Lagrangeano en términos de p como coordenada gener-
alizada. Encuentre la ecuacion del movimiento de la masa y determine cudles son
las posiciones de equilibrio, es decir, los valore de p para los cuales la masa queda
fija sin deslizar ni para arriba ni para abajo. Discuta la estabilidad de los puntos de
equilibrio hallados.

Figura 5: Problema 6

b. Leyes de conservacién

Problema 7

El teorema de Noether encuentra una conexion entre los invariantes de un sistema
v las leyes de conservacién. Demuestre que la invarianza rotacional del Lagrangeano
implica la conservacién del momento angular total. Para ello suponga el Lagrangeano
de un sistema de N-particulas es invariante ante rotaciones respecto a un eje. Sin
perder generalidad puede tomar a ese eje como el eje z y probar que el Lagrangeano
es invariante cuando todas las particulas rotan simulténeamente de (7,,60,, do) a
(ro, 05, ®o + €), €l mismo € para todas las particulas y por lo tanto demostrar que:

N

> ‘;‘i =0. (2)

o=1

Use luego las ecuaciones de Lagrange para demostrar que el resultado anterior impli-
ca que el momento angular L, se conserva en torno al eje de simetria. En particular
si el Lagrangeano es invariante ante rotaciones en torno a cualquier eje.

Problema 8

Muestre que para considerar invarianzas ante transformaciones rigidas en el
Lagrangeano alcanza con estudiar cual es el comportamiento del potencial. De
esta manera analice las magnitudes conservadas a partir de las simetrias del la-
grangeano en un sistema de tres masas, my, M2y ms enhebradas en un aro circular.



Las tres masas interactian mediante ciertos resortes especiales cuyo potencial es
V(0; — 0;) = 1/2k(0; — 0;)?, con i,j = 1,2,3 y k una constante.

Problema 9

Sea F' = F(q, ..., q) una funcién de las coordenadas generalizadas de un sistema
cuyo Lagrangeano .Z(qi1,....,qn, q1, --.-, Gn, t). Pruebe que los dos Lagrangeanos .Z y
L' =%+ dF/dt dan lugar a las mismas ecuaciones del movimiento.

c. Multiplicadores de Lagrange

Problema 10

Una masa m; se encuentra en reposo sobre un plano horizontal sin rozamiento
conectada con una masa mg mediante una soga como muestra la figura. Use las
coordenadas x e y como las distancias de las masas a la polea, se cumple entonces la
relacién que f(z,y) = z+y = const. Escriba las ecuaciones de Lagrange modificadas
y resuelvala junto con la ecuacion de vinculo para &, 4 y el multiplicador de Lagrange
A. Encuentre la tensién de la cuerda entre las dos masas y compare sus respuestas
con la resolucién del problema via las ecuaciones de Newton.
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Figura 6: Problema 10

Problema 11

Escriba el Lagrangeano de un péndulo simple en términos de las coordenadas
rectangulares x e y. Estas coordenadas estan restringidas a cumplir el vinculo que
impone la soga que es f(z,y) = \ﬂxz +12) = | = const. Escriba entonces las dos
ecuaciones de Lagrange modificadas, comparelas con las ecuaciones de Newton y
muestre que el multiplicador es, a menos de un signo, la tensién de la cuerda.



