Cuadrados minimos: errores correlacionados y ajuste lineal

Tenemos n mediciones {z;,;}, sin errores en x y errores gaussianos correlacionados en y.
O sea, los y; son variables aleatorias con distribucién multinormal, N'(y | i, V'), con p la espe-
ranza de y, y V' la matriz de covarianza de nxn. La esperanza p; = E(y;) = f(z;;0) depende

de x; y de los k parametros 8 que queremos estimar.

Maximizar la verosimilitud £ (8]y) es lo mismo que minimizar la suma de cuadrados S(8):

L(Oly) = W exp{-y—n) V' (y-p)}

In£(Bly) = -1 In(2m)"|V| — L S(6)

SO)=(y—p) V' (y-p) con pi; = B(y:) = f(x:,0)

Un caso particularmente importante es cuando la funcion a fitear es lineal en los parametros,

k
f(z;0) = Zﬁj fi(z) siendo f;j(z) funciones arbitrarias
j=1

Evaluando f(z;8) en cada x;,

k

k
pi =E(y:) = f(z:;0) = Zej fi(x:) =) Ay0;  donde Aij = [i(xi)

J=1

Para el caso que la dependencia en los pardmetros es lineal, queda p = E(y) = A9,

SO = (y—n) V' (y—n)
= (y—At9)TV'1 (y—AO)
= (yT—OTAT) v (y—AH)
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Para minimizar S(6) tenemos que encontrar los @ que hacen VS(8) = 0 :
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STS:—QATVIy m+2AT V71A0|m = VS(Q):—QATV*1y+2ATV*1A9
VS(@)=0 = 24TV yi24TVA6=0 = ATV y=ATVAd

6=(A"V'A) ATV 1y

La matriz de covarianza kxk de los estimadores, Cov(éi, éj), se obtiene a partir de la matriz

de covarianza nxn de los datos, Cov(y,, ys). Es inmediato dado la relacién lineal entre 8 e y :

6=Cy con C=(ATVIA)1ATV!

V(é)w = COV(éi, Aj) = ZCW st COV(yT, ys)

TS

= Ci Cov(y,,ys) C3
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Los estimadores son no-sesgados :

E@) =E[(ATVA) ATV ly]
=(ATV7A) ATV E(y)
= ATV A TATV A9 = 0
Teorema de Gauss-Markov: Entre todos los estimadores no sesgados, que son lineales en

las observaciones, el estimador de cuadrados minimos es el de menor varianza (pero es 100%

eficiente sélo si los errores son gaussianos).



Minimizacién x?

Al método de cuadrados minimos se los denomina también minimizacién x? pues S(y, @)

es una variable aleatoria con distribucién y? cuando y es multinormal de dimensién n.

X2 S(y;0)=(y—A60) V' (y—A6)

., Qué ocurre si se remplaza 6 por sus estimadores 7

Con S 0)=(y—A6)" V' (y—A8)

~

Ahora S(y;60) no es més funcién de 6, es un estadistico funcién exclusiva de y, aunque una

funcién complicada ya que a su vez 6 = 8(y).

Un resultado importante es que S(y; é) tiene distribucién x2 ., donde k es el numero de
parametros ajustados a partir de los n datos y. O sea que por cada parametro estimado de los

datos, se pierde un grado de libertad (de ahi el nombre “grados de libertad”).

La demostracién se basa en probar que

X = X + (0 —0)T AT VA6 - 6)
El primer término tiene distribucién x?2 y el tercero x? pues es (6 — E(é))T

Por lo tanto el segundo término tiene que ser x2 ,.
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y—A6+A0-A0)"V'(y— A0+ A6 A0)
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+ 0)" V' (A6 — A6) + (A — A9)T V' (y — A6)
— Xoin +(0—0)TAT VA6 -9)
Queda como ejercicio mostrar que los dos tltimos términos (iguales pues uno es el traspuesto

del otro) valen cero. Esto se obtiene remplazando @ por su expresién en términos de y.



