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Introducción a la Elasticidad

Hooke y la ley de Hooke

El resultado por el que Robert Hooke es mas conocido es su “ley de Hooke”. Es interesante
ver el origen de esta ley en el principio de acción y reacción, punto de vista planteado
por J. Gordon en us libro “Structures or Why Things Don’t Fall Down” ( o simplemente
“Structures” de aqui en adelante). El principio de acción y reacción puede ser adjudicado
a Hooke quizás mas que a Newton y su formulación está ı́ntimamente ligada a la capacidad
de los materiales para resistir una carga o fuerza. ¿Cómo podŕıa resistir un objeto una
fuerza si no es capaz de ejercer una fuerza igual y opuesta al objeto que la ejerce? Si nos
colgamos de un árbol por medio de una cuerda esperamos que la cuerda nos tire hacia
arriba para balancear nuestro peso.

Pero Hooke encontró mas implicaciones de esta capacidad de reacción de los materiales.
Mientras es entendible que dos personas ejerzan fuerzas iguales y opuestas cuando están
en equilibrio entre ellas, por ejemplo, los dos tirando de una cuerda, ¿cómo es posible que
un objeto inanimado ejerza una fuerza igual y opuesta cuando se le aplica una fuerza?.
Esta pregunta fascinó a Hooke y la conectó con la capacidad de un material de deformarse.
Realizando experimentos Hooke concluyó alrededor de 16761 que

1. Todos los sólidos cambian su forma contrayéndose o expandiéndose cuando una fuerza
se aplica sobre ellos. Es este cambio de forma el que permite que un objeto sólido
pueda responder con una fuerza igual y contraria.

2. Los materiales son elásticos. Esto es, ellos recobran su forma original y dimensiones
completamente cuando las cargas que le son aplicadas son removidas.

3. R. Hooke cuantificó el efecto de deformación de una fuerza sobre un material como

F = kx

Aqui F es la carga aplicada y x el desplazamiento observado. Esta deformación es fácil
de ver en una banda elástica pero dif́ıcil de observar en una barra de hierro. La capacidad

1LOs Principia de Newton fueron publicados en 1687.

3



4

de generalización de Hooke en base a los materiales utilizados en sus experimentos (cuero,
madera, etc.) es sorprendente.

Siendo esta una ley tan general sólo tuvo un valor académico hasta el siglo XIX. Las
razones son humanas según explica Gordon en su libro pero también técnicas. La ley de
Hooke estudia la deformación de un objeto como un todo. El desplazamiento x es lo que
se desplaza un punto del objeto y F es la carga aplicada. No hay mención a la geometŕıa
del objeto y lo que ocurre localmente cuando el objeto es deformado. Es obvio que la
deformación en una barra por efecto de una carga será mayor si la barra es mas delgada
Menos obvio pero igual fácil de verificar experimentalmente es que el desplazamiento x será
mayor para la misma carga si la barra es mas larga. tratar de estirar una banda de goma
hasta no poder mas tiene un efecto mas visible si la banda es mas larga. Estos aspectos
geométricos no están incorporados en la fórmula y la convierten en una observación curiosa
no útil en aplicaciones prácticas. Fue Thomas Young quien dió el siguiente paso, aunque
ya en el siglo XIX, para reformular la ley de Hooke en términos que permiten hacerla
predictiva.

Experiencias

1. Una persona tome una banda de goma de 20 cm y la estire lo máximo que pueda.
Luego repita lo anterior con una del doble de largo.

2. La misma banda se puede doblar en dos para tener una del doble de sección. Esto
disminuye también el desplazamiento observado.

Young, Stress y Strain

Estudiando la deformación de columnas que se deforman bajo su propio peso Thomas
Young llegó a escribir la relación entre carga y deformación en la forma

F

A
= E

∆L

L

Aqui A y L son el area de la sección y el largo de la barra respectivamente antes de la
aplicación de la carga. La cantidad ∆L es el desplazamiento producto de la fuerza aplicada
F . E es una constante del material que se denomina módulo de Young. Notar que la ley
de Hooke es una consecuencia de esta relación dado que si x = ∆L tenemos que F = kx
con k = EA/L. En resumen

• A = Area de la sección transversal de la barra antes de la deformación.

• L = Largo natural de la barra antes de la deformación.

• ∆L = Desplazamiento de un extremo de la barra.
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• E = Módulo de Young.

La relación de Young da cuenta de varias cantidades que se irán entendiendo con mayor
profundidad en el transcurso del curso. La fuerza por unidad de area se define como F/A y
tiene dimensiones de ML−1T−2, la misma de una presión y puede ser medida en unidades
como Pascal (kg/m s2). Recibe el nombre de esfuerzo aplicado o stress en inglés. La
distancia que se alargó la barra sobre el largo natural ∆L/L se conoce como deformación
o strain en inglés.

La deformación es una cantidad adimensional por lo que concluimos que que la con-
stante que relaciona el esfuerzo y la deformación, el módulo de Young, tiene las mismas
dimensiones que una presión. Como veremos es generalmente un número muy grande.
Siguiendo a Gordon E seŕıa el esfuerzo necesario para estirar al doble la longitud de un
material (si no se rompiera antes) por lo que se entiende que sea un valor muy grande.

T́ıpicamente se utiliza para la fuerza por unidad de area el śımbolo σ = F/A y para la
deformación los śımbolos ε o γ. La relación de Young es entonces

σ = Eε

La deformación es t́ıpicamente muy pequeña por requerimientos de diseño. Nadie desea
que el piso sea blando al caminar sobre él. Generalmente se requiere una deformación en
una estructura no mayores a 0.1%!2. ¿Qué quiere decir esto? 100% corresponde a tener
ε = 1 o doblar el largo, luego 0.1% quiere decir que ε = 0.001!.

Otras formas de medir la deformación

En la literatura se usan otras formas de medir el strain que menciono para que no haya
confusión. Lo que conocemos como ε o deformación también se conoce como engineering
strain. Otra forma de medir la deformación es el stretch ratio o relación de estirado definido
por

λ =
L+ ∆L

L
=
LF
L
−→ λ = 1 + ε

donde LF es la longitud final. Otro forma de medir la deformación es el true strain o
deformación verdadera definido por la relación diferencial

dεt =
dL

L

que al integrar da

εt =

∫ L

LI

dL

L
= ln

(
LF
L

)
−→ εt = ln(1 + ε)

2Ver comentario en pág. 139 de ”The Sciences of Structures and Materials”. T́ıpicamente es 0.1% y
raramente 1%.
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Módulo de Young: Valores T́ıpicos

Gas

Podemos comprender cómo aparece la relación esfuerzo-deformación analizando lo que
ocurre cuando cerramos con un dedo la salida de una jeringa y por el otro tiramos del pistón.
Mas y mas fuerza es necesaria para desplazar el pistón por lo que uno puede pensar que
el fenómeno es descrito por la ley de Hooke y tenemos en este caso un resorte “puramente
entrópico’”, es decir no hay enlaces entre las moléculas que explique su elasticidad.

Utilizando la relación cuasiestática pV α = C para el caso de una extensión isentrópica3,
donde C es una constante, α es un parámetro que depende del tipo de gas (α ≈ 1) V es el
volumen de aire y p es la presión aplicada tenemos que en equilibrio

p0V
α
0 = C

donde p0 es la presión atmosférica y V0 es el volumen inicial de la jeringa. Con lo anterior
podemos encontrar la fuerza aplicada para tirar el pistón F = A(p− p0), es decir la fuerza
necesaria para balancear la disminución de presión producida por aumentar el volumen de
la jeringa. Podemos ver que

F = A(p0 − p)

= A

(
C

V α
0

− C

V α

)
=

AαC

V α
0

(
V − V0
V0

)
donde la última igualdad es producto de que estamos estudiando lo que pasa con el pistón
cuando V ≈ V0. Finalmente como V = AL en que L es el largo de la jeringa tenemos que

F = αp0
L− L0

L0

luego hemos encontrado la relación de Young con E = αp0. Dado que la presión atmosférica
es de alrededor de 105 Pa y la constante α es cercana a 1 ya tenemos una primera idea del
valor del módulo de Young.

Sólido

Para un sólido podemos interpretar la elasticidad como consecuencia de los enlaces entre
átomos. La interacción entre dos átomos se puede describir como una red de átomos
conectados por resortes como muestra la Fig. 1. Como la enerǵıa t́ıpica de un enlace es

3Esta es la relación cuando se realiza una compresión o expansión en un tiempo mas rápido que el tiempo
en equilibrar la temperatura entre el exterior y el interior.
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Figure 1: Modelo para un sólido con dos parámetros: la enerǵıa de interacción ε0 y la
distancia entre átomos a0.

ε0 ≈ 1 eV y la distancia entre átomos es a0 ≈ 1 Åla unica posibilidad dimensional que nos
queda es que el modulo de Young que es tal que [E] = ML−1T−2 o las dimensiones de una
presión es que

E ∼ ε0
a30

=
1.6× 10−19J

(10−10m)3
= 1.6× 1011Pa

Notar que en este caso la elasticidad funciona a temperatura nula y agregar temperatura
representa una perturbación al cálculo anterior.

Goma

El caso de un poĺımero como la goma corresponde a una elasticidad esencialmente entrópica.
No lo vamos a calcular pero un resumen del cálculo puede ser encontrado en el libro
Mechanics of the Cell de David Boal. El módulo de Young viene dado por la relación

E = 3νkT

donde ν es la densidad de volumen por cadena polimérica. Otra manera de escribirlo es
que si cada cadena tiene N monómeros y cada monómero tiene un volumen v entonces una
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cadena ocupa un volumen Nv y entonces

ν =
1Cadena

Volumen Cadena
=

1

Nv

La elasticidad en este caso es completamente entrópica y debida al desorden de cada
poĺımero cuyo estado mas probable es tener un tamaño R =

√
Nb donde b ≈ v1/3 es el

largo del monómero.

Crosslinkers
Cadena N monómeros 

Figure 2: Modelo geométrico de un poĺımero con elasticidad entrópica. Se puede ver que
por cada crosslinker o vértice hay 3 cadenas (6 cadenas apuntan a cada vértice pero cada
cadena es compartida por 2 vértices).

¿Cómo estimar N?. Esto corresponde a estimar el largo de cada cadena lo cual tiene
que ver con la mezcla entre poĺımeros y crosslinkers que se utilizan. Un modelo como
el de la Fig. 2 muestra que el número de cadenas por crosslinker es 3, luego existen 3N
monómeros por crosslinker y la concentración en un volumen dado de ambos será tal que

(Nro. Monómeros)/V

(Nro. Crosslinkers)/V
= 3N −→ nm

nc
= 3N

donde nm es la concentración molar de monómeros y nc la de crosslinkers. Luego encon-
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tramos

E =
9

v

nc
nm

kT

Para el caso de la goma una concentración t́ıpica es nm = 1 M y nc = 0.01 M y el
tamaño de un monómero es v ≈ 100 Å3, luego a temperatura ambiente

E =
9

v

nc
nm

kT =
9

100× 10−30m3
× 1

100
× (1.38× 10−23J K−1300K) = 3.7× 106

En resumen...

Figure 3: Módulos de Young a partir de J. Gordon

La goma tiene un módulo de Young un orden de magnitud mayor EGoma = 7× 106 Pa
que se compara bastante bien con nuestra estimación. Para el caso de un sólido cristalino
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estimamos ECristal = 1.6 × 1011Pa o ECristal = 160000MPa lo cual se acerca al valor que
encontramos para metales.

Según la tabla existe una variación en 106 en el valor del módulo de Young que se puede
conseguir utilizando diferentes materiales. Es por ello que es conveniente usar los prefijos
Mega y Giga, luego la goma tiene alrededor de 7 MPa y el polyester 2.4 GPa.

El calificativo de blando en inglés soft será apropiado para materiales como la goma
y de duro o en inglés stiff para los metales, pero obviamente calificar blando o duro un
material es en relación a otro y para una aplicación determinada.

La tabla muestra la rigidez de un listado de materiales biológicos. Se puede ver que
existe un rango de 1000 en el caso de las protéınas. Hay que tener cuidado en estos casos del
valor de la longitud de persistencia (que vermeos mas adelante) dado que estos filamentos
se comportan entrópicamente para tamaños mayores a Lp.

Estimaciones

Compresión de un Árbol

Consideremos un árbol de largo L y radio R que por acción de su propio peso se comprime.
El esfuerzo mayor estará en la base del árbol que tendrá que soportar un peso

P = ρg(LπR2)

el esfuerzo asociado será P/(πR2) = ρgL, es decir mientras mas largo mayor será la com-
presión. Esta compresión no es homogenea en el árbol dado que disminuye a medida que
nos acercamos a la base pero una sobre estimación es suponer que el esfuerzo es ρgL en
todo el árbol. La deformación producida será

ρgL = E
∆L

L
−→ ∆L =

ρgL2

E

Tomado g = 10 m/s2, ρ = 103 kg/m3 y E = 14 GPa (ver tabla), encontramos que para un
árbol de L ≈ 50 m existe una compresión de

∆L ≈ 2mm

Como es también comentado por S. Vogel (Life’s Devices, pp. 199) la altura de una persona
cambia después de dormir. Los efectos son mas dramáticos debido a que hay un efecto
viscoelástico y pueden ser detectados a simple vista.

Experiencia

1. Hacer una marca en la pared antes y después de dormir. ¿Cuánto es la diferencia en
miĺımetros?
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Compresión del Piso

Otro ejemplo que muestra que los efectos de deformación son pequeños es estudiar la
deformación que se produce por acción de nuestro peso sobre el piso. Una estimación
puede ser obtenida con el modelo de la figura. Nuestro esfuerzo es obviamente P/a2, pero

P

a

δ

Figure 4: Deformación del piso por efecto de un peso P . El cuerpo se supone de forma tal
que la base es un cuadrado de lado a y que deforma el piso en una región indicada en color
naranjo.

la deformación es más dif́ıcil de calcular. La compresión será δ y la deformación es

∆L

L
∼ δ

L

¿Pero qué es L?. L es la longitud sobre la cual actúa la deformación. Obviamente no puede
ser el radio terrestre. Tampoco puede ser δ porque la influencia de la deformación debe
penetrar mucho más. Para encontrar L nos preguntamos cuánto penetra la deformación
en el piso y la respuesta la podemos encontrar de manera dimensional: la única escala de
longitud es a. Luego

P

a2
∼ E δ

a
−→ δ =

P

aE

Para concreto vemos de tablas que E = 17 GPa. Además P ≈ 80 kg (o 800 N) y a ≈ 40
cm, luego

δ ≈ 100 nm
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Contacto de Hertz

Supongamos que tenemos una esfera blanda de radio R en contacto con un piso muy duro.
Lo que veremos es una deformación como se muestra en la figura donde se forma un disco
de radio a en el contacto y el peŕımetro de la esfera se desplaza una distancia δ. Ambas
distancias son son desconocidas y para encontrarlas debemos utilizar la elasticidad del
material. La primera consideración es geométrica. De la figura vemos que

R

2a

δ

Figure 5: Contacto de Hertz

R− δ =
√
R2 − a2

lo cual para a� R da δ ≈ a2/2R.
Al aplicar una fuerza P el esfuerzo generado es P/a2, luego podemos utilizar la relación

de Thomas Young y decir que P/a2 = E∆L/L, en donde obviamente esperamos que
∆L = δ...¿pero que es L? La discusión es muy parecida al problema de la compresión
de un piso, L debe ser mayor que δ pero menor que R. La longitud que nos queda es a
y esperamos que la zona afectada por la deformación sea un volumen definido por esta
longitud. En conclusión tendremos P/a2 = Eδ/a.

La relación geométrica nos permite encontrar

P ≈ Eδ
√

2δR ∼ ER1/2δ3/2

lo cual es sorpresivo ya que viola la ley de Hooke. Tenemos un caso en que la relación de
Young se cumple localmente (de hecho la usamos) pero globalmente no se cumple dado
que la fuerza no es proporcional al desplazamiento.

Estiramiento de una Cuerda

Otra estimación interesante de realizar es encontrar cuántas hay que estirar una cuerda
en una guitarra para que de la frecuencia de oscilación que buscamos. Espećıficamente
la mas alta frecuencia de una cuerda de guitarra clásica debe ser de alrededor de 300 Hz.
¿Cuántas vueltas hay que darle a la clavija para llegar a esta frecuencia?.
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La velocidad del sonido en una cuerda es c =
√
T/σ en donde T es la fuerza aplicada

y σ la densidad por unidad de ĺınea. Esta densidad se puede expresar simplemente como
σ = Aρ en donde ρ es la densidad del material y A es el area de la sección de la cuerda.
Un modo t́ıpico de oscilación de frecuencia angular ω y vector de onda k se representa por

ξ(x, t) = B sinωt sin kx =
B

2
[cos(kx+ ωt) + cos(kx− ωt)]

=
B

2
{cos[k(x+ ct)] + cos[k(x− ct)]}

donde c = ω/k. Es decir, una onda estacionaria corresponde a una onda que viaja a
la izquierda y otra que viaja hacia la derecha sumada. Tenemos que la frecuencia de la
guitarra estara dada por f = ω/2π y que el vector de onda para el modo mas bajo será
k = π/L en donde L es el largo de la cuerda. Notar que esto permite que la onda sea nula
en ambos bordes como es esperado.

La información anterior nos permite determinar el esfuerzo necesario para que se escuche
una frecuencia dada. Tenemos que

c2 =
T

Aρ
=
ω2

k2
−→ T

A
= ρ(2fL)2

En el caso de una cuerda de nylon que produce la máxima frecuencia de oscilación de
f = 300 Hz tenemos que L ≈ 0.7 m y ρ ≈ 1.1× 103 kg/m3 cual entrega un esfuerzo de

T

A
≈ 0.194GPa

Como para el nylon ENylon ≈ 3 GPa tenemos que la deformación es

∆L

L
≈ 0.06

lo que significa un estiramiento de 0.06× 70 cm ≈ 4.5 cm.

Deformación en una lata de bebida

En este ejemplo vemos el primer ejemplo de diseño estructural. Una lata de bebida tiene
que resistir dos esfuerzos:la presión del fluido debido a la gravedad y la presión de la
bebida. Un sencillo cálculo muestra que la presión gravitacional es ∆pg = ρgH. Para
ρ = 103 kg/m3, g = 10 m/s2 y H = 10 cm encontramos

∆p ≈ 103 Pa

Sin embargo la diferencia de presión debido a la inyección de gas carbonatado (CO2) es
para una lata de coca-cola4 de ∆p ≈ 380 kPa o ∆p ≈ 3.8 × 105 Pa o 3 veces la presión
atmosférica.

4Ver http : //hypertextbook.com/facts/2000/SeemaMeraj.shtml
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R

Figure 6: La geometŕıa muestra que se cumple la relación de equilibrio en la dirección
vertical 2(σh) sin θW = ∆pW (R2θ) donde W es la longitud en la dirección perpendicular
al plano.

Ahora analicemos las condiciones de equilibrio en la lata. La figura muestra que en
equilibrio debe ocurrir que

∆P =
σh

R

que es la ecuación de Laplace. Esto muestra que el esfuerzo será menor cuando sea mayor
el espesor o menor el radio. Para una lata de espesor h = 200µm y R = 2.5 cm tenemos
que

σ =
R∆P

h
≈ 2.5× 10−2m · 3.8× 105Pa

200× 10−6m
≈ 4.8× 107 Pa

La lata es esencialmente acero recubierto de estaño (para evitar oxidación) por lo tanto
utilizamos E = 210 GPa. Luego la relación σ = Eε entrega

ε ≈ 4.8× 107 Pa

210× 109Pa
= 2× 10−4 = 0.02%

lo que muestra que en una estructura se busca deformaciones muy pequeñas. ¿Cuál es el
radio de la lata después de la deformación?

La ecuación de Laplace merece comentarios especiales. Es una de las ecuaciones más
bellas en f́ısica por su simplicidad y la cantidad de información que conlleva:
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• Muestra que para una presión dada los esfuerzos serán menores a medida que la
curvatura es mayor. Es decir la curvatura da rigidez al material. Esto explica que
una de las geometŕıas mas utilizadas para guardas sistemas a altas presiones sea la
ciĺındrica.

• Cuando la curvatura es nula o pequeña la ecuación muestra que los esfuerzos son in-
finitos: ¿cómo se produce el balance de fuerzas?. El sistema crea su propia curvatura
para reducir las tensiones en los ĺımites que permite la flexibilidad de un material.
Ejemplos: las velas de un barco por acción del viento, el envase de una caja de leche,
etc.

• La relación anterior es una primera indicación que estructuras que no tiene curvatura
son un caso especial y “dif́ıcil” porque necesitan buscar su curvatura.
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Diagrama de Ashby

Vamos a volver a la relación de Hooke donde F = kx (x = ∆L) y analizar la rigidez desde
el punto de vista del diseño. Supongamos que deseamos utilizar un cable en tensión en
una estructura el cual queremos que tenga un largo L y que debido a una fuerza F no se
estire mas que una distancia dada ∆L de manera que nos queda libre determinar la sección
apropiada de material y el tipo de material que usamos, es decir, las variables son A y las
propiedades materiales.

Figure 7: Diagrama de Ashby mostrando en un diagrama de rigidez-densidad los diferentes
tipos de material. Al mover E/ρ

Podemos intentar disminuir la sección para utilizar menos material y aligerar el peso
del cable como también su costo pero sin sacrificar rigidez, por tanto debe permanecer
constante la cantidad k = AE/L. Como el objeto de nuestra minimización es la masa
tenemos que evaluar

m = ρV = ρAL −→ m = kL2 × 1

E/ρ

esto nos dice que podemos disminuir la masa decreciendo la densidad o incrementando el
módulo de Young. Si nuestro sistema no puede soportar mas que una masa m0 (producto de
otros requerimientos) de forma quem < m0 entonces tenemos que los materiales disponibles
quedan por sobre la curva

E =
kL2

m0
× ρ
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notar que mientras mas se decrece la masa mas nos acercamos a los metales y cerámicas.
¿Podŕıamos hacerlo de vidrio? Obviamente hay mas consideraciones que incluir y que
tienen relación con la resistencia del material y no sólo su deformación.
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Relación Esfuerzo-Deformación: Universalidad

La relación de Thomas Young

σ = Eε

muestra que la curva σ = σ(ε) caracteriza al material dado que E es una propiedad
espećıfica. Esta relación se cumple aún cuando la relación deje de ser lineal y la relación
sea mucho mas compleja y define lo que se llama curva esfuerzo-deformación del material.
La Fig. 8 muestra la curva en el caso del caso del acero (mild steel). Lo fundamental
es que esta curva es la misma siempre para el mismo material y no depende del tamaño
y geometŕıa de la muestra por lo que caracteriza al material. En el caso de la Fig. 8
corresponde a un experimento controlado por desplazamiento (¿Por qué?).

En las siguientes secciones sacaremos mas conclusiones de esta curva.

Figure 8: Curva esfuerzo deformación extráıda del libro “Fundamentals of Materials Science
and Engineering”. La figura pequeña inserta muestra la región lineal que está caracterizada
por σ = Eε pero la relación σ = σ(ε) es mucho mas complicada.



Resistencia Final (Strength)

La resistencia de un material fue la primera propiedad en ser estudiada y nada menos
que por Galileo quien deseaba saber bajo que condiciones pod́ıa ceder una viga en las dos
condiciones que se observan en la Fig. ??

La conclusión de Galileo es que en tracción la resistemcia de la barra aumenta con
la sección A de la barra y que entonces existe un valor espećıfico de la fuerza dado por
F/A que caracteriza al material. En esta conclusión de paso Galileo define el concepto de
esfuerzo en un sólido.

No podemos esperar que al aumentar la carga sobre un material este se siga deformando
y respondiendo con una fuerza igual y opuesta, en algún punto el sistema cederá y se
romperá. veamos el ejemplo de nuestra jeringa donde la fuerza se puede escribir de manera
exacta como

F = A(p0 − p)

= A

(
C

V α
0

− C

V α

)
= Ap0

(
1− V α

0

V α

)
luego

F

A
= p0

[
1− 1

(1 + ∆L/L0)α

]
El dibujo nos muestra que la relación entre esfuerzo y deformación es sólo lineal al comienzo
y luego comienza a decaer, el módulo de Young efectivo, entendido como la derivada en
cada punto es cada vez menor. El sistema es cada vez mas blando y fácil de deformar.

Como podemos ver de la relación anterior existe un esfuerzo para el cual la jeringa no
ofrecerá mas resistencia. Esto corresponde al valor σM = p0 (esfuerzo final). Esperamos que
un comportamiento similar sea observable en cualquier material y llamaremos resistencia
o en inglés strength al valor del esfuerzo para el cual el sistema se rompe.

El valor de la resistencia para varios materiales se puede ver en la tabla adjunta 10.
Podemos hacer los siguientes comentarios:

19
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Figure 9: Esquemas del libro Diálogo de dos nuevas ciencias en que se definen los dos
experimentos clásicos de Galileo.

1.- E/σM ∼ 103

Existe una diferencia enorme entre la resistencia de un material y su módulo de Young.
Por ejemplo para la madera EMadera = 14 × 109 Pa pero σMadera103 × 106 Pa es decir
dos ordenes de magnitud. La diferencia es mas extrema en metales. para el aluminio
EAluminio = 70× 109 pero σAluminio = 70× 106 (cast), es decir un factor 1000. Sólo la goma
no sigue este comportamiento ya que EGoma = 7 × 106 Pa y σGoma = 15 × 106 Pa según
Wikipedia. Uno puede argumentar (no lo haremos aqui) que la resistencia teórica de un
material debe ser del orden de su módulo de Young, luego algo ocurre que nos impide
lograr esto en un material5

5La respuesta es la presencia de cracks en el caso de ruptura frágil y de dislocaciones en el caso de
ruptura dúctil. Esto será analizado con mas cuidado mas adelante.
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Figure 10: Resistencia de algunos materiales a partir de J. Gordon.

La gran variabilidad en los valores de resistencia de diversos materiales que abarca un
factor 1000 permite calificar un material como débil o en inglés weak y a otros como
fuerte o strong. El concreto es débil y la madera es mas fuerte que el concreto. La
madera es sin embargo débil en su dirección transversal σMadera⊥ = 4× 106 que se compara
a la del concreto6.

2.- Resistencia en tracción puede ser distinta a resistencia en compresión.

Los valores en las tablas son dados en tracción pero no en compresión. ¿Se romperá el
material cuando se aplica el mismo esfuerzo en compresión? NO. La razón de ello está
en el mecanismo por el cual un material se rompe en tracción es muy diferente de cuando
se rompe en compresión. El caso mas patente es el de una piedra, ladrillo o concreto en

6Life’s devices
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Material Módulo de Young ( MPa) Resistencia (MPa)

Madera 14000 103
Vidrio 70000 35-175

Aluminio 70000 70-600
Hierro y Acero 210000 70-3100

Table 1: Comparación entre tablas 3 y 10. En la columna de resistencia se pone el rango
posible que se mide en diferentes tipos del mismo material.

que la resistencia es muy baja, del orden de σConcreto = 5 × 106 Pa. Todo material con
una resistencia mayor a 100 MPa debe ser considerado un buen material en tracción según
Steven Vogel7. El concreto no lo es. No es extraño que en ingenieŕıa la resistencia de un
material en tracción sea aproximada como cero. Sin embargo, ¡piedras, ladrillos y concretos
son usados para construir nuestras casas y edificios!. La razón es que ellos son utilizados
en compresión.

Figure 11: Valores de resistencia en tracción y compresión en materiales en que estos
valores difieren. Notar que el concreto es 10 veces mas resistente en compresión que en
tracción.

3.- Buckling

Aún siendo similares los valores de falla por compresión (“crushing force”) a los de tracción
en algunos materiales la falla por compresión es producto del efecto de pandeo (“buckling”)
mucho antes que por falla en el material. El efecto de pandeo depende de la geometŕıa

7Life’s devices
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del sistema como fue calculado primero por Euler quien encontró que la compresión cŕıtica
está dada por

P = kπ2
EI

L2

donde k depende del tipo de condición en los bordes (ver Fig. 12), L es el largo de la barra,
e I es el segundo momento de area. Esta fórmula será calculada en la segunda parte de
este curso.

Figure 12: Diferentes condiciones de borde para una barra que se comprime. Simplemente
soportada en ambos bordes (hay pivotes en ambos bordes): k = 1. Empotrada en ambos
bordes: k = 4. Un borde empotrado y el otro simplemente soportado: k = 1/4.

Experiencias

1. Tomar un pelo de una persona y medir su seccion luego someterlo a distintos pesos
hasta que se rompa. Si la figura 192 MPa está correcta y A ≈ πD2/4 ≈ 3× 10−9 m2

(D = 60 µm) entonces bastarán 60 grs!.

4.- Ruptura Frágil & Ruptura Dúctil

El mecanismo de ruptura de un material está fuera de nuestro alcance todav́ıa. Existen
varios mecanismos posibles los cuales se clasifican en dos grandes grupos:

1. Fractura frágil: Está limitada a una región que está cerca de la superficie de ruptura,
es decir sólo se modifica la superficie de contacto de las dos partes que resultan de



24

Figure 13: La figura muestra la ruptura frágil de un hueso y de un barco (los famosos
“Liberty Ships”). En la segunda fila se ve un metal con los dos tipos de ruptura posible: A
la izquierda la ruptura deforma gran parte del material mientras que a la derecha las dos
partes se parecen a la muestra antes de la fractura

la fractura. T́ıpicamente se produce en la ĺınea que enfrenta la mayor tracción. El
sistema resiste (mas deformación...mas esfuerzo) hasta que se produce la ruptura pero
en la región de la curva esfuerzo-deformación en que el sistema es todav́ıa reversible8

por lo que una vez liberado el sistema las partes vuelven a su estado inicial.

2. Fractura dúctil: Produce una deformación permanente en regiones alejadas a la región
de separación. Ejemplo de ello es la deformación plástica o cuello previa a la ruptura
o las ĺıneas de banda que son observadas en un metal como el aluminio cuando este
es traccionado. T́ıpicamente se produce en la ĺınea que produce el mayor cizalle. El
sistema resiste (mas deformación...mas esfuerzo) hasta que comienza a fluir a una
cierta fuerza produciendo el cuello u otro tipo de defecto extensivo en el material.

Intimamente ligado a estas formas de ruptura está la forma de la curva esfuerzo defor-
mación. En la siguiente sección analizamos diferentes tipos de curva.

8Esto no implica que sea en la parte lineal. Pensar en un globo por ejemplo, funciona reversiblemente y
la ruptura puede ser frágil cuando se pincha.
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Experiencias

1. Estudiar la fractura en un cable de soldar. Al romper se observa un cuello.

Estimaciones

Diagrama de Ashby.

Se propone diseñar una barra que funciona en tracción de paro L = 2 m que sea capaz
de soportar una carga no mayor a F0 =100 kg. Se desea además que no se estire mas de
∆L0 = 2 mm y que no tenga una masa mayor a m0 =2 kg.

En este problema las variables a encontrar son las propiedades materiales ρ, E y σM
junto con la sección de la barra A. Para comenzar veamos la rigidez, deseamos que para
una carga dada F el desplazamiento sea menor a ∆L, esto es

F

A
= E

∆L

L
−→ ∆L =

FL

EA
< ∆L0

como el peor caso es para F = F0 entonces

F0L

EA
< ∆L0

o en términos de diseño el requerimiento es F0L/∆L0 < EA, es decir debe ser lo suficien-
temente gruesa o ŕıgida.

Analizemos ahora la resistencia. No debe romperse para una fuerza menor a F0, por
tanto en el peor caso

F0

A
< σM

esto indica que la condición de diseño es F0 < σMA. Hay que buscar una sección suficien-
temente grande o de gran resistencia.

Veamos ahora el peso y/o masa del elemento. La masa del elemento es dada por

m = ρAL

luego si se requiere que m < m0 entonces m0/L > ρA lo que se obtiene bajando la densidad
y la sección, lo que se opone a las condiciones de rigidez y resistencia. Las condiciones a
satisfacerse son dos

m0

ρL
> A >

F0L

E∆L0
−→ E

ρ
>

F0L
2

∆L0m0
≈ 2× 106Pa m3/kg = 2MNm/kg

m0

ρL
> A >

F0

σM
−→ σM

ρ
>
F0L

m0
≈ 2× 103Pa m3/kg = 2× kNm/kg
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Figure 14: Rigidez espećıfica & Resistencia espećıfica para diferentes tipos de materiales.

La Fig. 14 resume las propiedades de resistencia final y rigidez en una tabla que tiene
como variables la rigidez espećıfica E/ρ y la resistencia espećıfica σM/ρ. Es posible observar
la gran variabilidad de propiedades y comparar diversos materiales. Podemos ver que una
gran cantidad de materiales satisfacen nuestros requerimientos pero el número es menor si
disminuimos la masa, aumentamos la carga, o disminuimos el desplazamiento permitido.
Una observación interesante es que materiales orgánicos como la madera se entrecruzan
con los metales: son menos fuertes pero al dividir por su densidad son comparables. Esto
explica que muchas estructuras sean hechas de madera, fibras como el algodón, lino, etc.

La ruptura de una lata de bebida.

Como vimos anteriormente la ecuación de Laplace determina el equilibrio en el interior de
una lata de bebida

∆P =
hσ

R
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¿Cuál es la presión máxima que puede soportar una lata de bebida? Para responder esto
utilizamos σ = σM ≈ 400 MPa y encontramos para 2R = 5 cm y h = 200µm el valor

∆P =
200× 10−6m · 400× 106Pa

2.5× 10−2m
= 3.2× 106Pa ≈ 32 atm

lo que es un factor 10 superior a lo que se pide en su uso.

Cuadro...basado en una historia real

Se desea colgar un cuadro de dimensiones bastante grandes L = 2 m y ancho a = 1 m, con
un peso P = 10 kg para lo cual el marco cuenta en su ĺınea media (a/2) con dos puntos
de enganche. En dicha ĺınea se debe pasar un alambre de acero comercial que sostenga el
cuadro a un clavo puesto en la pared. Necesitamos determinar el largo del alambre y su
grosor.

Por simple geometŕıa podemos ver (ver figura) que la tensión de la cuerda para sostener
el clavo es 2T sin θ = P . Por otra parte el largo del alambre está dado por ` = L/ cos θ
luego la tensión es

T =
P

2 sin θ
=

P

2
√

1− L2/`2

de lo cual es obvio que nos conviene un cable lo mas largo posible para disminuir la tensión.
Hay un problema estético: no queremos que se vea el cable ni el clavo cuando colguemos el
cuadro luego el mayor valor de θ posible es tal que tan θ = W/L. Lo anterior fija el largo a

` = L
√

1 + tan θ2 =
√
L2 +W 2

y la tensión a

T =
P
√

1 + tan θ2

2 tan θ
=
P
√
L2 +W 2

2W
= 5
√

5 kg

Veamos ahora el grosor del cable. Para acero comercial σA = T donde σ = 400 MPa,
luego A = T/σ lo que para una sección circular da

πD2/4 =
5
√

5 kg× 9.8m/s2

400× 106Pa
−→ D ≈ 0.6mm
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Elasticidad Lineal

0.1 Ecuaciones de Equilibrio

Figure 15: Fuerza sobre un elemento de superficie de un punto material.

Como todo sistema en el continuo uno espera que la fuerza sobre un elemento de
superficie δS pueda escribirse como (ver Fig. 15)

~dF = ~T (n̂)dS

es decir es proporcional al tamaño de la superficie. En este caso ~T es la fuerza por unidad
de area aplicada sobre la superficie. Se puede demostrar que sólo 9 elementos determinan
la función ~T (n̂) los cuales definen el tensor de esfuerzos σij

Ti(n̂) = σijn̂j

29
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La demostración en standard y se debe conocer de cursos previos.
Por ejemplo, para un objeto cuya cara lateral tiene la normal apuntando según n̂ = x̂,

tenemos que lo anterior es Tx
Ty
Tz

 =

 σxx σyx σzx
σxy σyy σzy
σxz σyz σzz

 nx = 1
ny = 0
nz = 0

 =

 σxx
σxy
σxz


esto es la función ~t(n̂) es

~T (x̂) = σxxx̂+ σxyŷ + σxz ẑ −→ Ti(x̂) = σxi

Es importante notar que

• La fuerza en la dirección normal a la superficie con n̂ = x̂ es σxx y que

σxx > 0 −→ Tracción

σxx < 0 −→ Compresión

• Las fuerzas σxy, σxz y σyz son fuerzas tangenciales y se llaman cizalles.

• El tensor de esfuerzos es una matriz simétrica σij = σji. Esta es una propiedad
general delos medios continuos y surge de eliminar la aparición de torques aplicados
sobre un punto material.

Balance de Fuerzas

Si consideramos el balance de fuerzas en un elemento muy pequeño de masa δm o punto
material9podemos escribir su ecuacion de movimiento usando la 2da ley de Newton como

δm~a =

∮
δS
d~F + δV ~f

donde ~f es la fuerza por unidad de volumen. El término integral se puede escribir como∮
δS
d~Fi =

∮
δS
σijnjdS =

∮
δV
∇jσij dV ≈ ∇′jσij δV

donde ∇′j = ∂/∂x′j con lo que finalmente la ecuación de movimiento es

δmai = ∇′jσij δV + δV fi −→ ρai = ∇′jσij + fi (1)

En equilibrio y sin fuerzas de cuerpo tenemos la ecuación

∇′jσij = 0

Las siguientes observaciones son importantes respecto de lo anterior

9Esto es equivalente al concepto de part́ıcula de fluido en Mecánica de Fluidos.
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• La deducción anterior es completamente general. El punto cŕıtico es poder suponer
que las hipótesis del continuo son una buena aproximación.

• En la deducción se supone que

σij = σij(~r
′, t)

en que ~r ′ corresponde a las coordenadas eulerianas del punto, es decir las coordenadas
actuales del objeto.

0.2 Relaciones Esfuerzo-Deformación

Elasticidad

Figure 16: El experimento de Young en nueva notación.

Utilizando nuestra definición de esfuerzos podemos escribir el experimento de Young
de otra manera como se muestra en Fig. 16

σxx = Eεxx

donde εxx ≡ ∆Lx/Lx

Coeficiente de Poisson

Cuando estiramos la barra esta se contrae en la dirección ŷ y ẑ. Este efecto fue cuantificado
por Poisson mediante las siguientes relaciones

∆Ly
Ly

=
∆Ly
Ly

= −ν∆Lx
Lx
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donde ν es el coeficiente de Poisson. Lo que también puede ser escrito como

εyy = εzz = −νεxx

Experiencia

1. Realizar un experimento con una banda elástica.

Fue Thomas Young quien primero se interesó en este efecto. Se preguntó cómo se
produćıa cambio focal en el ojo y su explicación fue que la contracción y relajación de los
músculos que rodean el cristalino10 hacen que haya una contracción lateral si se hace una
tracción y una expansión si el músculo se relaja. Obviamente la longitud focal es f ∼ Radio
de Curvatura por lo que la tracción aumenta el radio y permite ver a mayor distancia.

Los valores del coeficiente para algunos materiales t́ıpicos se ven en las tablas de las
Figs. 17 y 18 es interesante resaltar el valor del corcho que es muy cercano a ν ≈ 0. Esto
explica su uso, es fácil de introducir en una botella dado que al comprimir el corcho contra
la boca de la botella este no se expande lateralmente.

Aunque se puede demostrar que la estabilidad de un sistema requiere que ν < 1/2
existen materiales biológicos que están arriba de ese valor. Al contraer la musculatura se
produce una gran expansión de la musculatura que refleja un coeficiente de Poisson cercano
a ν ≈ 1.

Otro ejemplo interesante es el de un material textil cuando se tracciona en dirección del
corte en bias o en dirección de las fibras. En el primer caso el coeficiente es ν ≈ 1 mientras
que en el segundo caso ν ≈ 0 dado que no hay transmisión lateral de la deformación.

Podemos ver que es te coeficiente tiene un efecto directo en el cambio de volumen con
la deformación. Tenemos que

V ′ = (Lx + ∆Lx)(Ly + ∆Ly)(Lz + ∆Lz)

= LxLyLz + LxLyLz

(
∆Lx
Lx

+
∆Ly
Ly

+
∆Lz
Lz

)
= V (1 + εxx + εyy + εzz)

donde V’=Volumen después de la deformación y V=Volumen antes de la deformación.
Para el experimento de Young tenemos que

V ′ = V (1 + εxx + εyy + εzz) = V (1 + εxx − νεxx − νεxx) = V [1 + (1− 2ν)εxx]

Luego

• Si ν = 0 no hay efecto lateral y en extensión se aumenta el volumen. En contracción
el volumen en cambio disminuye.

10Estos músculos son concéntricos al cristalino



0.2. RELACIONES ESFUERZO-DEFORMACIÓN 33

Figure 17: Valores t́ıpicos obtenidos de Wikipedia http :
//en.wikipedia.org/wiki/Poisson′s ratio

• Si ν = 1/2 no hay cambio de volumen y el sistema es incompresible.

• Si ν > 1/2 el sistema disminuye su volumen en extensión. Este valor sin embargo
sólo se ve en sistemas no isotrópicos. En contracción el volumen en cambio aumenta.

Deformación Triaxial

Supongamos que aplicamos un esfuerzo según x̂, por lo visto anteriormente la deformación
será

∆Lx = Lx
σxx
E

Si luego hacemos lo mismo sobre la dirección ŷ y suponemos que las deformaciones son
aditivas el efecto de poisson hará cambiar el largo Lx. El nuevo largo es

∆Lx = Lx
σxx
E
− νLxεyy
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Figure 18: Coeficiente de Poisson versus rigidez en diferentes materiales

= Lx
σxx
E
− νLx

σyy
E

Notar que en el último paso se podŕıa argumentar que no es cierto que σyy = Eεyy dado
que existe un esfuerzo aplicado σxx y la relación de Young es sólo aplicable cuando las
caras laterales están libres. Pero suponemos que las deformaciones se pueden superponer
y luego sumar el resultado final.

Si repetimos lo mismo para una tracción aplicada según ẑ vemos que

∆Lx = Lx
σxx
E
− νLx

σyy
E
− νLx

σzz
E

−→ εxx =
1

E
[σxx − ν(σyy + σzz)] (2)

Notar que

• Hemos supuesto que el sistema no cambia sus propiedades cuando actuamos en difer-
entes direcciones, es decir el sistema es isótropo.

• El principio de superposición es fundamental. Este se aplica porque las relaciones
esfuerzo-deformación son lineales.
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Al repetir los argumentos sobre el lado de longitud Ly y Lz obtenemos relaciones
similares a (2). El resultado final es

εxx =
1

E
[σxx − ν(σyy + σzz)]

εyy =
1

E
[σyy − ν(σxx + σzz)]

εzz =
1

E
[σzz − ν(σxx + σyy)] (3)

Que también se pueden escribir como

σxx =
E

(1 + ν)(1− 2ν)
[(1− ν)εxx + ν(εyy + εzz)]

σyy =
E

(1 + ν)(1− 2ν)
[(1− ν)εyy + ν(εxx + εzz)]

σzz =
E

(1 + ν)(1− 2ν)
[(1− ν)εzz + ν(εxx + εyy)] (4)

y que revela la conveniencia de utilizar las relaciones strain-stress en vez de las relaciones
stress-strain para construir las relaciones constitutivas.

Módulo de Compresibilidad

Si aplicamos una presión constante sobre un sólido en forma de paraleleṕıpedo como en la
Fig 16 tendremos que en la cara que apunta según x̂ el esfuerzo será

σxxx̂+ σyxŷ + σzxx̂ = −px̂

luego debe ocurrir que los cizalles son nulos en esa cara y que σxx = −p en la cara. Si
repetimos el argumento en las otras caras tendremos que σyy = −p en la cara que apunta
según ŷ y σzz = −p en la cara que apunta según ẑ. Podemos preguntarnos si la solución
σxx = σyy = σzz = −p es una solución en todas partes del cuerpo y comprobar que es
cierto dado que una presión constante es solución automática de ∇jσij = 0.

En general no importa la forma del objeto, si en las caras tenemos la condición

σijn̂j |Superficie = −pn̂i

vemos que esto se satisface si en todas partes σij = −pδij donde δij es la delta de Kronecker.
En conclusión una presión hidrostática genera un tensor de esfuerzos homogeneo en el
cuerpo. ¿Qué ocurre con la deformación?

Si evaluamos este esfuerzo en nuestras relaciones esfuerzo deformación (3) encontramos
que

εxx = −1− 2ν

E
p



36

Figure 19: Módulo de compresibilidadK y coeficiente de compresibilidad 1/K de materiales
sólidos puros extráıdos del libro de Kittel “Solid State Physics”.

εyy = −1− 2ν

E
p

εzz = −1− 2ν

E
p

luego el cambio de volumen será

V ′ = V (1 + εxx + εyy + εzz) = V
(

1− 3(1− 2ν)
p

E

)
es decir encontramos como vaŕıa el volumen con la presión. Esto nos permite encontrar
el módulo de compresibilidad o bulk modulus a temperatura constante definido en ter-
modinámica como

K = −V
(
∂p

∂V

)
T

Tenemos que

∆V = −3V (1− 2ν)
∆p

E
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donde ∆V = V ′ − V y ∆p = p− 0 por lo que

∂p

∂V
= − E

3V (1− 2ν)
−→ K =

E

3(1− 2ν)
(5)

Vemos que la relación entre el módulo de Young y la incompresibilidad depende cŕıticamente
del coeficiente de Poisson. Si 3(1− 2ν) < 1 o ν > 1/3 tenemos que K > E y para el caso
ν = 1/2 el módulo será muy grande: el sistema es incompresible. Para el caso ν < 1/3
tenemos que K < E, por ejemplo ν = 0 da K = E/3. Finalmente para ν ≈ 1/3 tendremos
que K ≈ E por lo que materiales con ese coeficiente de Poisson permite no distinción entre
K y E. Por ejemplo, para el aluminio tenemos ν ≈ 0.33 por lo que ambos valores deben
coincidir. Para el módulo de Young tenemos en tabla de Fig. 3 que E = 70 GPa por lo que
no debemos esperar que K sea muy diferente: la tabla en Fig. 19 muestra que el aluminio
tiene un módulo de compresibilidad K = 0.722× 1011 N/m2 o 72.2 GPa.

La mayor parte de los metales tienen ν ≈ 1/3 por lo que su módulo de Young son
parecidos. El oro es mas interesante ν ≈ 0.42 y E = 77 GPa en tablas pero con este valor
de ν encontramos

K ≈ 2E

lo que comprobamos en la tabla periódica donde K ≈ 173 GPa.
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Figure 20: Valores del coeficiente de expansión lineal y volumétrico.



0.2. RELACIONES ESFUERZO-DEFORMACIÓN 39

Coeficiente de Expansión Térmica

Al calentar un sólido a una temperatura T mayor que la temperatura ambiente T0 se
expande de forma tal que podemos escribir

εxx = αl(T − T0)
εyy = αl(T − T0)
εzz = αl(T − T0)

donde αl es el coeficiente de expansión térmica lineal y como se ve tiene dimensiones de
Θ−1. La expansión se supone igual en todas las direcciones cuando el material es isótropo
pero estos valores pudieran ser diferentes en cada dirección. Notar que esta deformación
debemos agregarla a la producida por esfuerzos por lo que las ecuaciones (3) son ahora

εxx = αl∆T +
1

E
[σxx − ν(σyy + σzz)]

εyy = αl∆T +
1

E
[σyy − ν(σxx + σzz)]

εzz = αl∆T +
1

E
[σzz − ν(σxx + σyy)] (6)

donde ∆T = T − T0. El coeficiente de expansión térmica volumétrico se define en ter-
modinámica por

αv =
1

V

(
∂V

∂T

)
p

luego veamos como se relaciona con el coeficiente de expansión lineal. Para un objeto
sometido a una presión constante en sus bordes los esfuerzos σij = −pδj solucionan las
ecuaciones de equilibrio luego queda

εxx = αl∆T −
1− 2ν

E
p

εyy = αl∆T −
1− 2ν

E
p

εzz = αl∆T −
1− 2ν

E
p

y luego el cambio de volumen es

V ′ = V (1 + εxx + εyy + εzz) = V
(

1 + 3αl∆T − 3(1− 2ν)
p

E

)
−→ ∆V = V 3αl∆T − 3(1− 2ν)

∆p

E
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donde ∆V = V ′ − V , ∆p = p. Esto implica que

αv =
1

V

(
∂V

∂T

)
p

= 3αl

Los valores de αl para diversos materiales se pueden ver en tabla de Fig. 20 donde se
ve que hay variaciones en 3 ordenes de magnitud. Dentro de los sólidos los valores mas
grandes lo tienen los poĺımeros (goma, PVC, etc) y los mas bajos las cerámicas (quartz,
sitall, etc.). Otra cosa que llama la atención es lo bajo de los valores ya que todos están
multiplicados por la potencia 10−6, pero eso es engañoso como se puede ver del siguiente
ejemplo: si una barra de acero se confina dentro de un material con un pequeño coeficiente
de expansión térmica tenemos que se pueden producir esfuerzos importantes en el material.
Para analizar este caso conviene expresar las relaciones (6) de manera inversa

σxx = − E

3(1− 2ν)
αv∆T +

E

(1 + ν)(1− 2ν)
[(1− ν)εxx + ν(εyy + εzz)]

σyy = − E

3(1− 2ν)
αv∆T +

E

(1 + ν)(1− 2ν)
[(1− ν)εyy + ν(εxx + εzz)]

σzz = − E

3(1− 2ν)
αv∆T +

E

(1 + ν)(1− 2ν)
[(1− ν)εzz + ν(εxx + εyy)] (7)

Como la barra está constreñida dentro de un sistema que no se deforma entonces εxx =
εyy = εzz = 0 luego los esfuerzos son

σxx = σyy = σzz = −Kαv∆T

es decir son compresivos y sensibles a los cambios de temperatura. Para un metal K ≈ E
y ∆T ≈ 30o en un cambio d́ıa noche, por tanto las deformaciones que se observan son del
orden de

αv∆T ≈ 30× 10−6 oC−1 × 30 oC ≈ 1× 10−3 ≈ 0.1%

es decir corresponde a las deformaciones permitidas en aplicaciones de ingenieŕıa por lo
cual deben ser tomadas en cuenta.
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0.3 Cizalle

Introducción

En su libro “Why things don’t fall down” J.E. Gordon pone muy en claro la situación del
cizalle dentro de lo ya aprendido en el caṕıtulo “The mysteries of shear and torsion”. ¿Por
qué es necesario el concepto de cizalle si con los de compresión y tracción ya tenemos sufi-
ciente? Un argumento mas refinado es el siguiente: al ser el esfuerzo una matriz simétrica
sabemos que puede ser diagonalizable. Esto es, existe una rotación tal que la matriz σxx σyx σzx

σxy σyy σzy
σxz σyz σzz

 −→
 σxx 0 0

0 σyy 0
0 0 σzz


luego los elementos no diagonales pueden siempre entenderse como una combinación de
elementos diagonales que actúan en lo que se conoce como direcciones principales.
Podŕıamos siempre trabajar en ejes principales para poder asi utilizar nuestros resultados
esfuerzo deformación encontrados en secciones anteriores y entonces discutir en términos
de tracciones y compresiones. Luego de nuevo, ¿Por qué es necesario el concepto de cizalle
si con los de compresión y tracción ya tenemos suficiente?.

La t́ıpica representación de un cizalle es dada por desplazar por dos fuerzas opuestas a
un elemento, que uno espera que lo deforme como se indica11. Usando los argumentos de
Hooke se espera que la fuerza tangencial aplicada σxy produzca una deformación angular
φ que se puede escribir

σxy = µφ

donde µ es el módulo de cizalle. De aqúı podemos hacer varias observaciones

• Al deformar el punto A está mas cerca del punto D y el punto B mas alejado del
punto D. Luego a 45o una diagonal está en compresión y la otra en compresión. El
cizalle en estas direcciones principales es la combinación de una compresión y una
tracción. Esto explica que un cizalle aplicado a una superficie delgada genera un
patrón de arrugas o wrinkling (ver Fig. 21); en una dirección el sistema se pandea
producto de la compresión y en el otro no porque está en tracción. Obviamente esto
no se ve cuando el espesor es mas grueso de la misma forma que no se ve el pandeo
de una barrra si se aumenta el espesor.

• Al traccionar un material los átomos se separan y en el caso de un material frágil esta
separación produce ruptura cuando el esfuerzo local es del orden del esfuerzo teórico
de ruptura (Griffiths!!). El cizalle produce un mecanismo distinto de deformación,

11Mas adelante analizaremos con mas cuidado esta distribución de esfuerzos porque obviamente mas
fuerzas se requieren para que el elemento esté en equilibrio
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A A’ B

D C

B’

Figure 21: Arriba: Deformación en cizalle para un elemento de forma cuadrada en donde
debido a la aplicación de una fuerza tangencial la distancia AC se acorta y la distancia BD
se alarga. Abajo: en una peĺıcula delgada el cizalle produce plegamiento con una dirección
preferencial.

como se ve de la figura los átomos tienden a deslizar: en un comienzo un plano de
átomos se desplaza sobre otro de forma reversible (reǵıon de respuesta elástica) pero
a partir de una deformación cŕıtica se produce un deslizamiento de un plano sobre
otro tal como ocurre al desplazar un mazo de cartas. Un material dúctil se ruptura
de esta manera pero el mecanismo preciso es algo mas intrincado12

Experiencia

1. Doblar un pedazo de tiza para mostrar que se rompe perpendicular al eje. Luego
torcer un pedazo de tiza para mostrar la ruptura helicoidal.

2. Tomar un filamento de metal y romperla en tracción para ver la forma de la ruptura.

12Asi como la ruptura en tracción requiere de defectos o cracks, la ruptura dúctil requiere también de la
ayuda de defectos...pero distintos.
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Figure 22: La figura muestra el mecanismo de ruptura por deslizamiento (sin mediación
de defectos). A partir de una deformación cŕıtica se rompre la conexión entre dos átomos
y un plano cristalino desliza sobre otro.

Al torcer un material se produce un campo de esfuerzos complicado que requiere conocer
en qué dirección se produjo la máxima tracción. La dirección de corte nos muestra que
esta se produce aproximadamente a 45o del eje de la tiza.

Mientras nuestra comprensión de la fractura frágil es bastante acabada, no ocurre
lo mismo con la fractura dúctil. Como discutimos anteriormente un material dúctil al
romperse muestra un efecto mucho mas extendido de la deformación. En un metal esto se
entiende porque tiende a deformarse por la ĺınea de máximo cizalle. Cualquiera de estas
ĺıneas cruzan diagonalmente el material lo que indica una alteración global de este y la
disipación de una gran cantidad de enerǵıa. Esta forma de ruptura permite explicar el
cuello que se observa en metales cuando estos se rupturan.
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L Lsinθ

Lcosθ

x

y

Figure 23: Diagonalización de la matriz de esfuerzos en 2 dimensiones.

Diagrama de Mohr

En vez de seguir el procedimiento normal de diagonalización vamos a reducirnos a estudiar
el problema en el plano (suponemos nulos σzz, σxz, y σyz) y estudiamos el equilibrio del
sistema en la figura. Si aplicamos esfuerzos normales en las caras con orientación x̂ (σxx) e
ŷ (σyy) y nos preguntamos por la fuerza normal y tangencial para otra superficie cualquiera
del sistema con normal n̂, esto puede ser obtenido siguiendo los pasos dados en la figura.
En equilibrio tendremos que

σxxL sin θx̂− σyyL cos θŷ + σnn̂+ σtt̂

Notar que σt es positivo si apunta en la dirección n̂× ẑ. Esto coincide con nuestra definición
de σxy pero no con nuestra definición de σyx. La misma figura muestra que

x̂ = cos θt̂− sin θn̂

ŷ = sin θt̂+ cos θn̂

Obtenemos que

σn = 1
2(σyy + σxx) +

1

2
(σyy − σxx) cos 2θ

σt = 0 +
1

2
(σyy − σxx) sin 2θ

Lo cual se representa en lo que se conoce como diagrama de Mohr en Fig. 24: es un ćırculo
de radio (σyy − σxx)/2 centrado en el punto [(σxx + σyy)/2, 0]. Una cosa notable que se
obtiene visualmente del ćırculo de Mohr es que siempre los máximos esfuerzos de tracción y
compresión están en las lineas principales y a 90o uno de otros. Esto indica que en Fig. 21
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la maxima compresión coincide con la dirección transversal de los pliegues (ya que ella es
la causante de la deformación) y la máxima tracción debe estar a 90o en dirección de los
pliegues, es decir los pliegues muestran las direcciones principales del esfuerzo.

Figure 24: Representación de los esfuerzos en un diagrama de Mohr.

¿Qué ocurre si σyy < σxx? Ese no es problema porque lo que nos interesa es encontrar
las direcciones x̂ y ŷ luego está constrúıdo para encontrar esas direcciones. Por tanto
podemos siempre definir ŷ en la dirección de máxima tracción y σyy > σxx. Esto se verá
mas claramente en los ejemplos.

Tracción

En este caso podemos reconstruir los pasos que llevan a la Fig. 25:

1. La cara A σn = σ y σt = 0 y esto constituye el punto A [σ, 0] en la figura.

2. La cara B σn = 0 y σt = 0 y esto constituye el punto B [0, 0] en la figura.

3. Sólo existe un ćırculo que pase por estos 2 puntos, A y B, y que además tenga su
centro en el eje horizontal. Constrúımos entonces el diagrama de Mohr.

Podemos ver lo que ocurre en otras direcciones. Según el diagrama a un ángulo 2θ = π/2
o θ = π/4 en contra de los punteros del reloj se llegará a la cara 1 la cual tendrá el máximo
cizalle y será positivo. Igualmente a 2θ = π respecto de 1 se verá otra cara con máximo
cizalle y será negativo. Esto permite reconstruir el diagrama de fuerzas para un elemento
rectangular que está 45o rotado del original (ver Fig. 25 en color verde).
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A

A

B

B

1

2

1

2

Figure 25: Diagrama de Mohr para tracción uniaxial.

Notar lo fácil que es obtener valores del diagrama: si el radio del ćırculo es σ/2 entonces
el máximo cizalle es σ/2. En conclusión:

• Una tracción uniaxial produce un cizalle y su valor máximo es de σ/2.

• Una tracción puede generar una ruptura por cizalle.

Tracción Pura

A

A

B

B

1

2

Figure 26: Diagrama de Mohr para tracción pura.

En este caso vemos que

1. La cara A σn = σ y σt = 0 y esto constituye el punto A [σ, 0] en la figura.

2. La cara B σn = σ y σt = 0 y esto constituye el punto B [σ, 0] en la figura.
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3. Sólo existe un ćırculo que pase por estos 2 puntos, A y B, y que además tenga su
centro en el eje horizontal. En este caso es un punto.

En conclusión:

• No hay ninguna dirección en que haya cizalle.

• En todas direcciones se siente la misma tracción.

• La ruptura sólo se puede producir por ruptura frágil.

Cizalle Puro

A

AB

B

1 2

1 2

Figure 27: Diagrama de Mohr para un cizalle puro.

Este caso es el mas interesante, vemos que

1. La cara A σn = 0 y σt = σ y esto constituye el punto A [0, σ] en la figura.

2. La cara B σn = 0 y σt = −σ y esto constituye el punto B [0,−σ] en la figura.

3. Sólo existe un ćırculo que pase por estos 2 puntos, A y B, y que además tenga su
centro en el eje horizontal. En este caso es un ćırculo que pasa por el origen.

Al examinar el diagrama conclúımos que

• Hay una dirección a 2θ = π/2 o θ = π/4 de la cara A en que sólo hay compresión
(de valor σ) y otra a 2θ = −π/2 o θ = −π/4 donde sólo hay tracción (de valor σ)13.

13Para evitar ángulos negativos se puede utilizar la cara B: hay una dirección a un ángulo θ = π/4 de la
cara B donde sólo hay tracción.
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• Existe un elemento rectangular que corresponde a una rotación de 45o del original
en que no hay cizalle.

• La ruptura se puede producir por ruptura frágil o dúctil.

Cizalle-Deformación

Figure 28: Definición del ángulo de cizalle.

Cuando se aplica un cizalle a un elemento rectangular como el de la Fig. 28 vemos que el
eje de las y se acerca al eje de las x. Uno puede definir el ángulo de cizalle indistintamente
como

φ = Angulo que el eje ŷ se acerca al eje x̂ = Angulo que el eje x̂ se acerca al eje ŷ

y esperamos que para pequeña deformación se cumpla una relación lineal entre el cizalle
aplicado y el ángulo de cizalle

σxy = µφ

donde µ es el módulo de cizalle. Como explicamos en un comienzo este no es un efecto
distinto del estudiado en secciones anteriores debido a que cualquier deformación se puede
llevar a ejes principales donde hay tracciones y/o compresiones puras. Es decir µ debiera
poder ser expresado en función de las constantes elásticas definidas anteriormente.

En la Fig. 28 vemos que mientras los ejes x̂ y ŷ rotan y se acercan los ejes û y v̂ que
están a 45o no cambian debido a que en esas direcciones sólo se tracciona y comprime. En
esas direcciones podemos escribir las relaciones (3) como

εuu =
1

E
[σuu − ν(σvv + σzz)]

εvv =
1

E
[σvv − ν(σuu + σzz)]

εzz =
1

E
[σzz − ν(σuu + σvv)]
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Como suponemos que σzz = 0 en nuestro análisis vemos que la deformación εzz es com-
pletamente esclava de lo que ocurre en el plano u− v. Además conocemos los esfuerzos en
direcciones û y v̂ dado nuestro diagrama de Mohr donde encontramos

σuu = σxy

σvv = −σxy

luego

εuu =
1 + ν

E
σxy ≡ γ

εvv = −1 + ν

E
σxy = −γ

es decir la diagonal en la dirección û de la figura se estira en γ× largo inicial y la diagonal en
dirección v̂ de la figura se comprime en −γ× largo inicial. Tenemos todos los ingredientes
geométricos para calcular el ángulo de cizalle φ.

Figure 29: Geometŕıa para capturar el ángulo de cizalle.

En efecto, la Fig. 29 muestra lo recién planteado para un cuadrado de diagonal de largo
2D. de la figura vemos que

a

b
= tanα
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pero 2α+ φ = π/2 luego

a

b
= tan

(
π

4
− φ

2

)
Ahora aplicamos nuestro resultado anterior sobre el valor después de la deformación de las
diagonales a y b

a = D − γ ×D

b = D + γ ×D −→ a

b
=

1− γ
1 + γ

= tan

(
π

4
− φ

2

)
La identidad trigonométrica tan(θ1 + θ2) = (tan θ1 + tan θ2)/(1 − tan θ1 tan θ2) permite
escribir

1− γ
1 + γ

=
1− tan φ

2

1 + tan φ
2

−→ γ = tan
φ

2

−→ γ ≈ φ

2

donde como estamos bajo el supuesto que la deformación es pequeña, es decir γ � 1
entonces la última igualdad es directa. Para completar recordamos la definición de γ y
encontramos

1 + ν

E
σxy =

φ

2
−→ σxy =

E

2(1 + ν)
φ

luego encontramos lo que buscabamos: el modulo de cizalle es

σxy =
E

2(1 + ν)
φ −→ µ =

E

2(1 + ν)
(8)

Deformación de cizalle

Vamos a definir

εxy ≡
φ

2
−→ σxy =

E

(1 + ν)
εxy

es decir 2εxy es el ángulo que rota x̂ hacia ŷ o viceversa. Notar lo simétrico de la relación
lo que hace que evidentemente εxy = εyx y que permite escribir consistentemente

σyx =
E

(1 + ν)
εyx
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Igualmente podemos encontrar en otras direcciones

σyz =
E

(1 + ν)
εyz

σxz =
E

(1 + ν)
εxz

donde

εyz = Angulo que el eje ŷ rota sobre el eje ẑ.

εxz = Angulo que el eje x̂ rota sobre el eje ẑ.

y similarmente para σzy, σzx, etc.

Relaciones Generales Esfuerzo-Deformación

Finalmente hemos completado nuestras relaciones esfuerzo-deformación. Estas son in-
cluyendo expansión térmica

σij =
E

1 + ν

[
εij +

ν

1− 2ν
εllδij

]
+Kαv∆Tδij (9)

y

εij =
1

E
[(1 + ν)σij − νσllδij ] +

αv
3

∆Tδij (10)

donde K = E/3(1−2ν). Las relaciones esfuerzo deformación automáticamente se trasladan
a otros sistemas de coordenadas ortogonales dado que el único requerimiento es ese: nuestro
elemento inicial debe ser un “paralelógramo”14

Coordenadas Ciĺındricas: Si utilizamos coordenadas ciĺındricas primero definimos
el tensor de esfuerzos colocando todas las fuerzas que actúan sobre un elemento como se
muestra en Fig. 30. Igualmente podemos definir las 6 deformaciones {εrr, εθθ, εzz, εrθ, εrz,
εθz } y podemos definir por simetŕıa {εrθ, εrz, εθz } para definir la matriz de esfuerzos y
deformaciones las cuales satisfacen (9) y (10). Expĺıcitamente

εrr = 1
E [σrr − ν(σθθ + σzz)] + αv

3 ∆T

εθθ = 1
E [σθθ − ν(σrr + σzz)] + αv

3 ∆T

εzz = 1
E [σzz − ν(σrr + σθθ)] + αv

3 ∆T

εrθ = (1+ν)
E σrθ; εrz = (1+ν)

E σrz; εθz = (1+ν)
E σθz (11)

y expresiones análogas para {εrθ, εrz, εθz }.
14El efecto de Poisson está definido transversalemente a la dirección de tracción, es decir en la dirección

ortogonal. Igualmente eso ocurre con los esfuerzos que producen esas deformaciones.
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rr

r

r

σzz

σrz

σθz
dr

rdθ

Figure 30: Esfuerzo en coordenadas ciĺındricas (izquierda) y esféricas (derecha).

Coordenadas Esféricas: El análisis es similar. De la Fig.. 30 conclúımos que las
relaciones deformación esfuerzo son

εrr = 1
E [σrr − ν(σθθ + σϕϕ)] + αv

3 ∆T

εθθ = 1
E [σθθ − ν(σrr + σϕϕ)] + αv

3 ∆T

εϕϕ = 1
E [σzz − ν(σrr + σθθ)] + αv

3 ∆T

εrθ = (1+ν)
E σrθ; εrϕ = (1+ν)

E σrϕ; εθϕ = (1+ν)
E σθϕ (12)
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0.4 Relaciones Deformación-Desplazamiento

Figure 31: Hipótesis fundamental en medios continuos: a cada punto en el objeto inicial le
corresponde sólo un punto en el objeto deformado.

La hipótesis fundamental en medios continuos es que el cambio de un punto ~x en un
objeto se puede escribir como una transformación biyectiva

~x′ = ~x′(~x, t) = ~x+ ~u(~x, t)

donde ~u se conoce como función desplazamiento. Si la deformación no depende del tiempo
y el sistema queda en equilibrio porlas fuerzas aplicadas tendremos la transformación

~x′ = ~x′(~x) = ~x+ ~u(~x)

Vamos a utilizar la función desplazamiento para expresar matemáticamente las canti-
dades en el plano:

εxx =
L′x − Lx
Lx

= Deformación en la dirección x̂

εyy =
L′y − Ly
Ly

= Deformación en la dirección ŷ

2εxy = Angulo que el eje x̂ se acerca al eje ŷ

para después construir estas cantidades geométricas en cualquier otra dirección.
Veamos el caso uniaxial que hemos estudiado desde los comienzos del curso. Tenemos

que a cada punto x de la barra se le da un punto x′ = x+ux(x) cuando se aplica una fuerza
~F como se indica en la Fig. 32. De aqui vemos que un elemento longitudinal ∆x = x2−x1
se estira una distancia

x′(x2)− x′(x1) = [x2 + ux(x2)]− [x1 + ux(x1)]
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1 2

Figure 32: Deformación para el caso uniaxial. Se supone que el borde de la izquierda se
mantiene fijo en x = 0 y el sistema se deforma sólo en dirección del eje horizontal.

x′(x2)− x′(x1) = [∆x+ ux(x1 + ∆x)− ux(x1)]

∆x′ ≈ [∆x+∇xux(x)∆x]

donde ∆x′ = x′(x2)− x′(x1). Luego la deformación de ese pedacito será

εxx =
∆x′ −∆x

∆x
=

[∆x+∇xux(x)∆x]−∆x

∆x
= ∇xux

1 2

Figure 33: Deformación de un elemento horizontal ∆~x = ∆xx̂. El nuevo elemento es ∆~x′

el cual corresponde a un estiramiento según x̂ y una rotación hacia ŷ

Elemento horizontal

Ahora vamos a estudiar lo mismo pero de forma mas general. Supongamos que un elemento
∆~x = ~x2 − ~x1 se transforma. Entonces el nuevo vector conectando a ambos será

~x′(~x2)− ~x′(~x1) = [~x2 + ~u(~x2)]− [~x1 + ~u(~x1)]
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~x′(~x2)− ~x′(~x1) = [∆~x+ ~u(~x1 + ∆~x)− ~u(~x1)]

−→ ∆~x′ ≈ [∆~x+ (∆~x · ∇)~u(~x1)]

Para el caso en que los puntos 1 y 2 están sobre el eje horizontal, es decir ∆~x = ∆xx̂ vemos
que la deformación del elemento se reduce a

∆~x′[∆xx̂] = [∆xx̂+ ∆x∇x(uxx̂+ uyŷ)] = ∆x(1 +∇xux)x̂+ ∆x∇xuyŷ

donde suponemos que no hay desplazamiento fuera del plano. La deformación del elemento
∆~x se muestra en la Fig. 33 donde se ve que este sufre una elongación ∆x∇xux y una
rotación hacia ŷ debido al desplazamiento ∆x∇xuy.

El estiramiento del elemento se puede cuantificar como15

εxx =
|∆~x′| −∆x

∆x
=
√

(1 +∇xux)2 + (∇xuy)2 − 1

=
√

(1 + 2γxx)− 1

donde γxx = ∇xux + [(∇xux)2 + (∇xuy)2]/2. Si εxx � 1 entonces γxx � 1 y entonces esto
es equivalente a

εxx ≈ γxx

Para entender la importancia de los elementos nolineales veamos que en el caso de una
rotación pura como se muestra en Fig. 34, en donde la deformación es nula

x′ = −y −→ ux = −(y + x) −→ ∇xux = −1

y′ = x −→ uy = (x− y) −→ ∇xuy = −1

en tal caso γxx = 0 sólo cuando conservamos los elementos nolineales.

Aproximación de pequeñas rotaciones

Para estimar el efecto de rotación notamos que el ángulo de rotación se puede estimar como

∆θ ≈ ∆x∇xuy
|∆~x′|

≈ ∆x∇xuy
∆x

= ∇xuy (13)

luego si esta rotación es pequeña y de orden ∇xuy ∼ ∇xux podemos despreciar en γxx los
términos no lineales y quedar con

εxx ≈ γxx ≈ ∇xux

que es el resultado que hab́ıamos obtenido antes.

15El estiramiento en principio debe seguir al elemento original, luego seŕıa incorrecto utilizar, por ejemplo,
εxx = (|x̂ ·∆~x′| −∆x)/∆x
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x

y

Figure 34: La figura muestra la rotación en 900 de un objeto, lo que se describe por los
desplazamientos ux = −(y + x) y uy = (x− y).

Elemento vertical

La relación (13) muestra que el eje x̂ rota hacia el eje vertical ŷ un ángulo ∆θ. Notar
que no es suficiente lo anterior para decir que existe un cizalle porque si el eje ŷ también
rota puede que lo que se observe no es una deformación sino una rotación. Para ver esto
necesitamos también analizar un elemento que está inicialmente en el eje vertical.

Procediendo de manera similar al caso anterior tomamos ∆~x = ∆yŷ, en tal caso

∆~x′[∆yŷ] = [∆yŷ + ∆y∇y(uxx̂+ uyŷ)] = ∆y∇yuxx̂+ ∆y(1 +∇yuy)ŷ

lo cual está dibujado en Fig. 35. De aqúı vemos que

εyy =
|∆~x′| −∆y

∆y
=
√

(1 +∇yuy)2 + (∇yux)2 − 1

=
√

(1 + 2γyy)− 1

donde γyy = ∇yuy + [(∇yux)2 + (∇yuy)2]/2. El ángulo de rotación es dado por

∆θ ≈ ∆y∇yux
|∆~x′|

≈ ∆y∇yux
∆y

= ∇yux

donde debemos poner cuidado en que la dirección de rotación es a favor de los punteros del
reloj por tanto cuando es positivo el eje ŷ se acerca al eje x̂. Notar que si este ángulo es
pequeño podemos despreciar términos cuadráticos y quedarnos con las expresiones lineales

εyy ≈ γyy ≈ ∇yuy
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Figure 35: Deformación de un elemento horizontal ∆~x = ∆yŷ. El nuevo elemento es ∆~x′

el cual corresponde a un estiramiento según ŷ y una rotación hacia x̂

Cizalles

De nuestra definición de cizalle tenemos que

cos(π/2− φ) =
∆~x′[∆xx̂] ·∆~x′[∆yŷ]

∆x∆y

= [(1 +∇xux)x̂+∇xuyŷ] · [∇yuxx̂+ (1 +∇yuy)ŷ]

= (∇yux +∇xuy) + (∇xux∇yux +∇xuy∇yuy)
−→ cos(π/2− φ) = 2γxy

donde γxy = (∇yux +∇xuy)/2 + (∇xux∇yux +∇xuy∇yuy)/2. Para pequeños ángulos de
cizalle vemos que

cos(π/2− φ) = sinφ ≈ φ = 2γxy
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luego como εxy = φ/2 conclúımos que

εxy ≈ γxy

Para pequeñas rotaciones vemos que la expresión anterior se reduce a la parte lineal

εxy ≈
1

2
(∇yux +∇xuy)

pero podemos encontrar este mismo resultado a partir de nuestras expresiones (13) y (14).
El ángulo total que el eje x̂ se acerca al eje ŷ es dado por

φ = ∇xuy +∇yux

Este ángulo no debe confundirse con el de rotación total del elemento que tiene por valor

ϕ =
1

2
(∇xuy −∇yux)

donde el signo menos indica que la rotación del elemento vertical es positiva si −∇yux > 0.
También, debemos colocar un factor 2 ya que al rotar el elemento horizontal y el vertical
en la misma dirección la rotación neta no se suma y lo que se debe hacer es sacar un
promedio. De nuestra definición de deformación de cizalle conclúımos que para pequeños
desplazamientos

εxy =
φ

2
=

1

2
(∇yux +∇xuy)

Ejemplo

Vamos a testear nuestras relaciones para el caso en que sólo realizamos una traslación y
rotación pura en el plano, es decir no deformamos el objeto. La función desplazamiento la
podemos extraer de primero hacer una rotación angular δθ respecto a un punto O usando
el vector δ~θ = δθẑ lo cual da la nueva posición como16

~x′ = ~x+ ~δθ × ~x

Si ahora aplicamos un traslación del sistema a una distancia ~x0 encontramos la expresión

~x′ = ~x+ ~x0 + ~δθ × ~x

luego la función desplazamiento será

~u(~x) = ~x0 + ~δθ × ~x
16Esta expresión sólo tiene validez para ángulos pequeños, para ángulos finitos hay que hacer algo mas

sofisticado
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o en coordenadas

ux = x0 − dθy
uy = y0 + dθx

luego podemos ver que

φ = ∇xuy +∇yux = 0

ϕ =
1

2
(∇xuy −∇yux) = dθ
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0.5 Geometŕıa Diferencial: Métrica (V2)

Definición

Es el momento de introducir una herramienta muy útil para cuantificar la deformación.
En general si representamos una ĺınea, superficie o volumen podemos escribir ~r = ~r(u),
~r = ~r(u, v) y ~r = ~r(u, v, w) respectivamente, o en general ~r = ~r(ui). Luego, un elemento
de longitud dentro de esa superficie está representado por

d~r =
∂~r

∂ui
dui

luego el largo de este elemento está dado por

d~r 2 =
∂~r

∂ui
· ∂~r
∂uj

duiduj = gij duiduj

= guudu
2 + 2guvdudv + gvvdv

2 (2D) (14)

= guudu
2 + gvvdv

2 + gwwdw
2 + 2guvdudv + 2guwdudw + 2gvwdvdw (3D) (15)

donde gij es una matriz que se conoce como métrica. La relación anterior se denomina
en geometŕıa diferencial primera forma fundamental y la invocaremos repetidamente a lo
largo de este curso. Por ahora nos interesa la forma 3D de la métrica.

La primera forma fundamental del espacio ~r = ~r(x, y, z) = xx̂ + yŷ + zẑ, descrito en
coordenadas cartesianas, es

d~r = dxx̂+ dyŷ + dzẑ −→ d~r 2 = dx2 + dy2 + dz2

Comparando con (15) deducimos que la métrica es gij = δij . También podemos expresar
un vector en coordenadas ciĺındricas ~r = ~r(r, θ, z) = rr̂(θ) + zẑ expresarlo en coordenadas
ciĺındricas y en tal caso

d~r = drr̂ + rdθθ̂ + dzẑ −→ d~r 2 = dr2 + r2dθ2 + dz2

luego gij = `2i δij donde `r = 1, `θ = r y `z = 1. Mas conveniente es que usemos longitudes
ortogonales sr, sθ y sz = z, que son longitudes a lo largo de los vectores ortogonales y por
tanto dsr = dr, dsθ = rdθ, y dsz = dz con lo cual

d~r = dsrr̂ + dsθθ̂ + dsz ẑ −→ d~r 2 = ds2r + ds2θ + ds2z

y la métrica es gij = δij .
Ahora podemos retornar a la elasticidad. La deformación se representa por ~x ′ =

~x ′(x, y, z) = ~x+ ~u(~x) donde ~x = xx̂+ yŷ + zẑ. La primera forma fundamental después de
deformar es

d~x ′ = d~x+ d~u −→ d~x ′2 = d~x2 + 2d~x · d~u+ d~u2
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por otra parte los diferenciales de desplazamiento y d~x son

d~u = ∇x~udx+∇y~udy +∇z~udz
d~x = dxx̂+ dyŷ + dzẑ

−→ d~x ′2 = d~x2 + 2(dxx̂+ dyŷ + dzẑ) · (∇x~udx+∇y~udy +∇z~udz) + (∇x~udx+∇y~udy +∇z~udz)2

(16)

La relación anterior muestra cómo se relacionan la primera forma fundamental antes y
después de deformar y se puede escribir introduciendo la matriz simétrica γij tal que

d~x ′2 = d~x 2 + 2γijdxidxj

= d~x 2 + 2γxxdx
2 + 2γyydy

2 + 2γzzdz
2 + 4γxydxdy + 4γyzdxdy + 4γxzdxdz

Notar que esta última expresión contiene todos los diferenciales que se observan más arriba
en (16). Comparando podemos ver que

γxx = ∇xux +
1

2
∇x~u · ∇x~u

Similarmente identificamos

4γxydxdy = 2(∇xuy +∇yux)dxdy + 2∇x~u · ∇y~udxdy −→ γxy =
1

2
(∇xuy +∇yux) +

1

2
∇x~u · ∇y~u

Un análisis para las diferentes componentes da

γij ≡
1

2
(∇jui +∇iuj) +

1

2
∇i~u · ∇j~u (17)

Con la matriz γij podemos relacionar la nueva métrica con la antigua métrica g′ij = δij +

2γij . La relación d~x ′2 = d~x2+2γijdxidxj muestra que la matriz γij refleja una deformación
pura ya que traslaciones o rotaciones deben hacer d~x ′2 = d~x2. En otras palabras cualquier
descripción de una deformación debe ser función del tensor γij . En especial demostramos
mas abajo que el tensor de deformaciones εij corresponde al tensor γij para pequeñas
deformaciones.

La identidad para la métrica del objeto deformado nos permite en general encontrar
una manera de calcular el tensor γij el cual es

g′ij = gij + 2γij −→ 2γij = g′ij − gij

donde gij da cuenta del tensor antes de la deformación. De forma mas expĺıcita

2γijdxidxj = (g′ij − gij)dxidxj = 2d~x · d~u+ d~u2
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Demostracion εij ≈ γij

Aunque ya bosquejamos esta demostración en secciones anteriores, podemos repetir la
demostración ahora de manera mas general. Si d~x = dxx̂ entonces la deformación de este
elemento es dada por

εxx =
|d~x′| − dx

dx
=

√
d~x′2 − dx
dx

pero d~x ′2 = g′ijdxidxj con dy = dz = 0, luego d~x ′2 = g′xxdx
2 = (1 + 2γxx)dx2 y entonces

εxx =
√

1 + 2γxx − 1

Para pequeña deformación o εxx � 1 vemos que lo anterior equivale a γxx � 1 y luego

εxx ≈ γxx

De la misma forma podemos obtener expresiones para el cizalle. El ángulo φ en que se
acercan los vectores x̂ y ŷ viene dado por

cos(π/2− φ) = x̂′ · ŷ′

donde los vectores unitarios x̂′ y ŷ′ están definidos como la transformación de los vectores
unitarios x̂ y ŷ, esto es

x̂′ =
d~x ′

|d~x ′|
=

dxx̂+ dx∇x~u
|dxx̂+ dx∇x~u|

=
x̂+∇x~u√
1 + 2γxx

ŷ′ =
ŷ +∇y~u√
1 + 2γyy

(18)

utilizando las expresiones anteriores vemos que

cos(π/2− φ) =
∇yux +∇xuy +∇x~u · ∇y~u√

1 + 2γxx
√

1 + 2γyy
= 2

γxy√
1 + 2γxx

√
1 + 2γyy

Para pequeñas deformaciones φ � 1 y esto es equivalente a γxy � 1 (por supuesto que
γxx, γyy � 1 por lo que hicimos mas arriba), luego

φ ≈ 2γxy −→ εxy =
φ

2
≈ γxy
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Otras coordenadas

Una ventaja del formalismo recién definido es poder encontrar la matriz de deformación
en otras coordenadas. Por ejemplo, en coordenadas ciĺındricas el elemento de longitud es
d~x = dsrr̂ + dsθθ̂ + dsz ẑ de manera que gij = δij . Al deformar el objeto la métrica va a
cambiar a

g′ij = gij + 2γij

luego, el cambio del elemento dsθθ̂ será

εθθ =

√
d~x ′2 − dsθ
dsθ

y d~x ′2 = g′ijdxidxj con dsr = dsz = 0, luego d~x ′2 = g′θθds
2
θ y

εθθ =

√
g′θθds

2
θ − dsθ

dsθ
=

√
gθθds

2
θ + 2γθθds

2
θ − dsθ

dsθ

=
√

1 + 2γθθ − 1 ≈ γθθ

Podemos repetir este análisis para los casos de cizalle pero el resultado se puede an-
ticipar sin problemas. Si la métrica inicial es ortogonal gij = δij entonces el tensor de
deformaciones será:

εij ≈ γij

Hagamos el cálculo del tensor γij en coordenadas ciĺındricas. Tenemos que la primera
forma fundamental antes y después está dada por

d~x ′2 = d~x2 + 2γijdxidxj

= d~x2 + 2γrrds
2
r + 2γθθds

2
θ + 2γzzds

2
z + 4γrθdsrdsθ + 4γθzdsθdsz + 4γrzdsrdsz

= d~x2 + 2γrrdr
2 + 2γθθr

2dθ2 + 2γzzdz
2 + 4γrθrdrdθ + 4γθzrdθdz + 4γrzdrdz

(19)

Por otra parte lo anterior es igual a

d~x ′2 = d~x2 + 2d~x · d~u+ d~u2

donde por comparación podemos identificar los diversos términos calculando directamente
los diferenciales. Por ahora nos interesa la parte lineal (despreciamos rotaciones) y por
tanto aproximamos

d~x ′2 ≈ d~x2 + 2d~x · d~u
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Para calcular la matriz de deformación utilizamos que

d~x = drr̂ + rdθθ̂ + dzẑ

d~u = durr̂ + duθθ̂ + duz ẑ + urdr̂ + uθdθ̂ + uzdẑ

donde dφ = ∇rφdr +∇θφdθ +∇zφdz y las identidades

dr̂ = θ̂dθ; dθ̂ = −r̂dθ; dẑ = 0

encontramos

d~u = (dur − uθdθ)r̂ + (duθ + urdθ)θ̂ + duz ẑ

luego la primera forma fundamental es

d~x ′2 ≈ d~x2 + 2(drr̂ + rdθθ̂ + dzẑ) · [(dur − uθdθ)r̂ + (duθ + urdθ)θ̂ + duz ẑ] (20)

Ahora podemos comparar (19) con (20) para encontrar el tensor γij . Por inspección
vemos que

2γrrdr
2 = 2∇rurdr2 −→ γrr = ∇rur

2γθθr
2dθ2 = 2[∇θuθ + ur]rdθ

2 −→ γθθ = (∇θuθ + ur)/r

4γrθrdrdθ = [∇θur − uθ + r∇ruθ]drdθ −→ 2γrθ = (∇θur − uθ + r∇ruθ)/r

y utilizando los valores de li y repitiendo lo mismo para otras componentes encontramos
que

εrr = γrr = ∇rur; εθθ = γθθ = ur
r + 1

r∇θuθ; εzz = γzz = ∇zuz
2εrθ = 2γrθ = 1

r∇θur +∇ruθ − uθ
r ; 2εrz = 2γrz = ∇zur +∇ruz; 2εθz = 2γθz = ∇zuθ + 1

r∇θuz
(21)
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0.6 Ecuaciones de Elasticidad

Coordenadas Lagrangianas & Coordenadas Eulerianas

x

y

Figure 36: Tracción uniaxial de una barra y posterior rotación lo cual cambia el nombre
del esfuerzo aplicado de σxx a σ′yy

Nuestras relaciones deformación-desplazamiento están escritas en coordenadas lagrangianas
pero nuestras ecuaciones de equilibrio están escritas en coordenadas eulerianas. Peor aún,
nuestros esfuerzos están indicados para el sistema ya transformado por lo que tenemos una
dificultad al utilizar nuestras relaciones esfuerzo deformación (9) cuando existen rotaciones.
Para ejemplificar el problema, si tenemos una tracción uniaxial a lo largo del eje x̂ tenemos
que σxx = Eεxx y todo estaŕıa bien si no rotaramos el objeto, pero al rotar el objeto como
se muestra en Fig. 36 tenemos que el esfuerzo cambia de nombre.

Luego tenemos dos fuentes de problemas técnicos en la ecuación de equilibrio:

1. En el término de fuerza debido a tracciones en la superficie

ρai = ∇′jσij + fi

utilizamos el esfuerzo en la posición del objeto deformado que es distinto al esfuerzo
en la posición del objeto antes de deformarse y de la cual conocemos las relaciones
constitutivas (9). En otras palabras, las relaciones (9) son sólo correctas en el sistema
de referencia original. Por tanto lo correcto seŕıa escribir la ecuación de equilibrio
como

ρ′ai = ∇′jσ′ij + fi
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para diferenciar entre los esfuerzos en coordenadas antes de haber rotado que lla-
maremos σij y dados por (9) y los esfuerzos en la posición actual del objeto σ′ij .
Igualmente la densidad puede cambiar si cambia el volumen por lo que podemos
escribir el elemento de masa de dos maneras, δm = ρ′δV ′ = ρδV , dependiendo si
utilizamos el volumen antes o después de deformar.

2. Utilizamos derivadas respecto a las coordenadas actuales. Sin embargo nuestras
relaciones esfuerzo deformación (36) están en coordenadas del objeto antes de ser
deformado por lo que debemos corregir la ecuación de movimiento para utilizar co-
ordenadas lagrangianas.

Para enfrentar estas dos dificultades técnicas vamos a revisar el término de tracción en
la ecuación de movimiento ∮

δS
d~Fi =

∮
δS
σ′ijnjdS

para un elemento rectangular como el de la Fig. 36 vemos que la fuerza aplicada en nuestras
coordenadas absolutas se puede escribir fácilmente en función del esfuerzo actual como σ′xxx̂
para la tracción en la cara orientada según x̂ y σ′yyŷ para la cara orientada según ŷ, etc.
El balance de fuerzas será∮

δS
d~F = σ′xxx̂|x′+δx′ x̂δy′δz′ − σ′xxx̂|x′δy′δz′ + σ′yxŷ|x′+δx′ x̂δy′δz′ − σ′yxŷ|x′δy′δz′

+ σ′yyŷ|y′+δy′ x̂δx′δz′ − σ′yyŷ|y′δx′δz′ + σ′xyx̂|y′+δy′ x̂δx′δz′ − σ′xyx̂|y′δx′δz′ + ...

= [x̂∇′xσ′xx + ŷ∇′xσ′yx + ẑ∇′xσ′zx +

+ x̂∇′yσ′xy + ŷ∇′yσ′yy + ẑ∇′yσ′zy +

+ x̂∇′zσ′xz + ŷ∇′zσ′yz + ẑ∇′zσ′zz]δV ′

o de forma mas compacta∮
δS
d~F = (∇′jσ′ij)x̂iδV ′ −→ ρ′~a = (∇′jσ′ij)x̂i + ~f (22)

Pero estos esfuerzos no son los dados por (9). Para la Fig. 36 la fuerza aplicada sobre
la cara orientada según ŷ es σ′yyŷ en las coordenadas actuales pero que esto equivale a
σ′yyŷ = σxxx̂

′ si utilizamos las coordenadas originales, donde x̂′ está definido en (18) y
corresponde a la rotación del vector x̂ junto con el objeto. Como el esfuerzo σxx es lin-
eal con la deformación no debemos preocuparnos de efectos de cambio de area sobre las
caras producto de la deformación y podemos escribir para la fuerza aplicada sobre la cara
traccionada la relación:∮

δS
d~F = σxxx̂

′|x+δxδyδz − σxxx̂′|xδyδz ≈ ∇x(σxxx̂
′)δV
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Notar que estamos usando las coordenadas originales donde el area de la cara esta dado
por δyδz (y no δxδz lo cual seŕıa correcto en el sistema deformado para el caso espećıfico
de la Fig. 36 ). Si incluimos el resto de los esfuerzos en la misma cara llegamos a∮

δS
d~F = [∇x(σxxx̂

′) +∇x(σyxŷ
′) +∇x(σzxẑ

′)]δV

y si incluimos esfuerzos en el resto de las caras llegamos a∮
δS
d~F = [∇x(σxxx̂

′) +∇x(σyxŷ
′) +∇x(σzxẑ

′)

+ ∇y(σxyx̂′) +∇y(σyyŷ′) +∇y(σzy ẑ′)
+ ∇z(σxzx̂′) +∇z(σyz ŷ′) +∇z(σzz ẑ′)]δV

Finalmente la ecuación de movimiento es

ρ′~a = ~f + [∇x(σxxx̂
′) +∇x(σyxŷ

′) +∇x(σzxẑ
′)

+ ∇y(σxyx̂′) +∇y(σyyŷ′) +∇y(σzy ẑ′)
+ ∇z(σxzx̂′) +∇z(σyz ŷ′) +∇z(σzz ẑ′)](δV/δV ′) (23)

donde logramos sortear los dos problemas especificados mas arriba: nuestras coordenadas
son lagrangianas y los esfuerzos son los dados por las expresiones (9). Como los cambios
de volumen multiplican a cantidades que son ya pequeñas podemos hacer δV/δV ′ ≈ 1.
Igualmente al orden mas bajo ρ′ ≈ ρ. Esto en notación tensorial se puede escribir como

ρ~a = ∇j(σij x̂′i) + ~f (24)

Si podemos despreciar rotaciones entonces x̂′ ≈ x̂, ŷ′ ≈ ŷ y ẑ′ ≈ ẑ con lo que obtenemos
la ecuación ρ~a = (∇jσij)x̂i+ ~f , es decir no existe diferencia entre esta ecuación y la ecuación
de movimiento (22) en coordenadas eulerianas. Esto lo vamos a analizar mas detenidamente
en las secciones siguientes.

Ecuaciones de Movimiento

Ahora podemos encontrar una formulación muy parecida a la que se usa en Mecánica de
Fluidos pero con la salvedad que usamos coordenadas lagrangianas en la descripción y
suponemos que los desplazamientos son muy pequeños para despreciar rotaciones. Las
ecuaciones de equilibrio son

ρ∂2t ui = ∇jσij + fi

donde

σij =
E

(1 + ν)

[
εij +

ν

1− 2ν
εkkδij

]
=

E

(1 + ν)

[
1

2
(∇jui +∇iuj) +

ν

1− 2ν
∇ · u δij

]
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−→ ∇jσij =
E

(1 + ν)

[
1

2
(∇2ui +∇i(∇ · u)) +

ν

1− 2ν
∇i(∇ · u)

]
−→ ∇jσij =

E

2(1 + ν)

[
∇2ui +

1

1− 2ν
∇i(∇ · u)

]
lo que en la ecuación de equilibrio da

ρ∂2t u =
E

2(1 + ν)

[
∇2u +

1

1− 2ν
∇(∇ · u)

]
+ f

Notar que hemos incorporado la posibilidad de una deofrmación que dependa del tiempo,
es decir tenemos la transformación

~x′(~x, t) = ~x+ ~u(~x, t)

que implica que la aceleración en relación (1) es

~a = ∂2t ~x
′(~x, t) = ∂2t ~u(~x, t)

Correcciones Nolineales

Para saber si el efecto de las rotaciones puede ser despreciado o no debemos calcular los
nuevos vectores unitarios en (23). Utilizando (18) vemos que

x̂′ =
x̂+∇x~u√
1 + 2γxx

ŷ′ =
ŷ +∇y~u√
1 + 2γyy

ẑ′ =
ẑ +∇z~u√
1 + 2γzz

luego al orden mas bajo en los gradientes encontramos que

x̂ · x̂′ =
1 +∇xux√

1 + 2γxx
≈ (1 +∇xux)(1− γxx +

3

2
γ2xx)

= (1 +∇xux)

[
1−∇xux −

1

2
((∇xux)2 + (∇xuy)2 + (∇xuz)2) +

3

2
(∇xux)2

]
= 1− 1

2
[(∇xuy)2 + (∇xuz)2] +O(u3)

ŷ · x̂′ = ∇xuy
ẑ · x̂′ = ∇xuz
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x

y

x

y

Figure 37: Izquierda: Debido a la rotación podemos estimar x̂′ ≈ x̂+sin θŷ, pero θ ≈ ∇xuy
como hab́ıamos calculado en (13), luego x̂′ ≈ x̂ +∇xuyŷ. Derecha: efecto de laplace por
efecto de la curvatura en una dirección.

Derivando directamente sobre estas expresiones encontramos

x̂ · ∇xx̂′ = −[(∇xuy)(∇2
xuy) + (∇xuz)(∇2

xuz)] +O(u3)

ŷ · ∇xx̂′ = ∇2
xuy

ẑ · ∇xx̂′ = ∇2
xuz

Resumiendo, si no admitimos términos cuadráticos en el desplazamiento encontramos
que lo anterior queda resumido en la expresión

x̂′ = x̂+∇xuyŷ +∇xuz ẑ

lo cual tiene una sencilla interpretación geométrica como se ve en Fig. 37. Similarmente

ŷ′ = ∇yuxx̂+ ŷ +∇yuz ẑ
ẑ′ = ∇zuxx̂+∇zuyŷ + ẑ (25)

con ello podemos encontrar que por ejemplo la ecuación de movimiento según x̂ es

ρax = fx + [∇xσxx +∇yσxy +∇zσxz]
+ [∇xσyx +∇yσyy +∇zσyz]∇yux + [∇xσzx +∇yσzy +∇zσzz]∇zux
+ [σyx∇x∇yux + σyy∇2

yux + σyz∇z∇yux] + [σzx∇x∇zux + σzy∇y∇zux + σzz∇2
zux]

Notar que lo anterior se puede escribir más compactamente como

ρax = fx + [∇xσxx +∇yσxy +∇zσxz] +∇i(σij∇jux) (26)

Podemos interpretar fácilmente los diversos términos en la ecuación de movimiento:
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• El primer término corresponde que esperamos al despreciar rotaciones o cuando los
gradientes se pueden suponer pequeños.

• El segundo tipo de términos proviene de la rotación de coordenadas de manera que
la fuerza provocada por el primer término en las otras direcciones (ŷ y ẑ) tiene una
componente según x̂.

• Los dos últimos términos son los mas interesantes y corresponden a un efecto puro
de curvatura: al curvar en la dirección perpendicular a x̂ provoca que la fuerza σyy
y σzz tengan componentes en la dirección x̂ como se ve en Fig. 37. Este es un efecto
de laplace que es importante en filamentos y membranas.

La importancia de los dos últimos términos queda patente al observar que en equi-
librio y en ausencia de fuerzas externas al orden cuadrático tenemos

0 = [∇xσxx +∇yσxy +∇zσxz]
+ [σyx∇x∇yux + σyy∇2

yux + σyz∇z∇yux] + [σzx∇x∇zux + σzy∇y∇zux + σzz∇2
zux] +O(u3)

¿Cuándo podemos despreciar rotaciones en problemas 3D?

Ahora podemos revisar lo que significa la aproximación de pequeñas rotaciones. Si podemos
suponer que los gradientes son pequeños, esto es

∇xux ∼ ∇yuy ∼ ∇xuy ∼ ∇yux � 1 (27)

podemos quedarnos con las expresiones lineales de las ecuaciones deformación-desplazamiento
(17). Esto automáticamente implica que, por ejemplo,

∇xux ∼ εxx

con lo cual el término producto de las rotaciones es del orden de

∇i(σij∇jux) ∼ (∇xσxx)εxx

y por tanto mucho menor que el término de orden cero cuando trabajamos bajo la condición
de pequeñas deformaciones. Si los gradientes son grandes las aproximaciones anteriores no
son posibles aunque las deformaciones sean pequeñas y debemos en primera aproximación
incorporar el término de rotación en (26), un ejemplo de ello es la aproximación de Föpl-
Von Kármán para el análisis de placas. Si las rotaciones son aún mayores se deben utilizar
otros métodos.

La complejidad de usar ecuaciones de equilibrio de fuerzas es que necesitamos aprox-
imarlas debido al efecto de rotación aún cuando estamos todav́ıa bajo la condición de
pequeñas deformaciones. Esto motiva a utilizar otros métodos, como el de la enerǵıa, para
evitar escribir ecuaciones de equilibrio de “fuerzas que rotan”. Una ventaja del análisis de
filamentos, que veremos mas adelante, es que se puede esconder esta rotación trabajando
vectorialmente, es decir, manipulando directamente las ecuaciones de movimiento (23).
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Otras Coordenadas

Las ecuaciones de equilibrio en otras coordenadas se obtienen de una forma similar. En
coordenadas ciĺındricas tenemos que las tracciones sobre un elemento ortogonal están dadas
en el caso de una tracción radial por∮

δS
d~F = σrrr̂rδθδz|r+δr − σrrr̂rδθδz|r ≈ ∇r(σrrrr̂)δrδθδz

Si agregamos el resto de las componentes encontramos∮
δS
d~F = [∇r(σrrrr̂) +∇r(σθrrθ̂) +∇r(σzrrẑ)

+ ∇θ(σrθr̂) +∇θ(σθθθ̂) +∇θ(σzθẑ)
+ ∇z(σrzrr̂) +∇z(σθzrθ̂) +∇z(σzzrẑ)]δrδθδz

donde hemos despreciado rotaciones y las direcciones son las mismas de antes de deformar.
Utilizando que ∇θr̂ = θ̂, ∇θθ̂ = −r̂ y la ecuación de equilibrio (no hay aceleraciones)

0 =

∮
δS
d~F + ~fδV = [∇r(σrrr)r̂ +∇r(σθrr)θ̂ +∇r(σzrr)ẑ

+ ∇θ(σrθ)r̂ +∇θ(σθθ)θ̂ +∇θ(σzθ)ẑ
+ σrθθ̂ − σθθr̂
+ ∇z(σrzr)r̂ +∇z(σθzr)θ̂ +∇z(σzzr)ẑ]δrδθδz + (frr̂ + fθθ̂ + fz ẑ)rδrδθδz

Luego tenemos las ecuaciones

r̂)
1

r
[∇r(σrrr) +∇θσrθ − σθθ] +∇zσrz + fr = 0

θ̂)
1

r
[∇r(σθrr) +∇θσθθ + σrθ] +∇zσθz + fθ = 0

ẑ)
1

r
[∇r(σzrr) +∇θσzθ] +∇zσzz + fz = 0 (28)


