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Prefacio

La primera edicion del presente libro fue escrita para apoyar la sugerencia de
que, independiente de los objetivos que se fijen para un curso superior intro-
ductorio de laboratorio de fisica, no deberian pasarse por alto los principios de
experimentacion basicos que, de hecho, podrian convertirse en el tema principal
del mismo. Los cursos elementales de laboratorio de fisica son especialmente
adecuados para este prop6sito, puesto que los sistemas y las teorias considerados
en ellos por lo general son lo suficientemente sencillos para que las caracteristi-
cas basicas de la medicion y la experimentacion puedan, con facilidad, resultar
evidentes y comprensibles. Tal enfoque en el trabajo del laboratorio de fisica
puede, por tanto, beneficiar a una amplia gama de estudiantes y no solo a
aquellos que en el futuro proseguiran una carrera profesional en fisica.

Este proposito, en el que se baso la ediciéon de 1962, al parecer sigue sien-
do valido. De entonces a la fecha ha habido muchos cambios en la practica de
la experimentacion, en parte debido a la introduccion de nuevos instrumentos,
pero principalmente a causa del enorme impacto de la computacion electroni-
ca. No solo podemos lograr ahora, con relativa facilidad, un rigor analitico de
los datos posterior al experimento que hace veinticinco afios hubiese sido abso-
lutamente imposible, sino que las posibilidades de conduccion de la experi-
mentacion misma han aumentado enormemente, gracias a la disponibilidad
del analisis de informacion en base de datos o al control por computadora de
los aparatos empleados.

No obstante lo revolucionario que estos cambios han resultado en la con-
duccion real de los experimentos, ha habido, sin embargo, poca o ninguna mo-
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dificacion en los principios basicos que sustentan la experimentacidn, y atn es
preciso entrenarse en tales principios. En realidad, hoy dia quiza sea alin mas
necesario de lo que era hace veinticinco afios hacer hincapié en estos princi-
pios, teniendo en cuenta la posibilidad actual de que el experimentador quede
totalmente aislado del fenomeno que investiga por una barrera casi impe-
netrable de equipos de procesamiento de datos y de nuevos procedimientos de
analisis. En estas nuevas circunstancias, fallas del todo inadvertidas pueden
producir resultados finales de poco o ningln significado. A menos que tenga-
mos una comprension clara y completa de todas las fases de nuestro experi-
mento v su analisis de datos, dejaremos, a nuestro riesgo, la conduccion del
proceso completamente en manos de la computadora.

El plan de este libro es, en su mayor parte, el mismo que en la edicion ante-
rior, aunque ¢l texto ha sido reescrito casi por completo. El capitulo 1 ofrece
un enfoque del trabajo en el laboratorio de fisica superior introductoria que facili-
ta el encuentro con la naturaleza esencial de la experimentacion cientifica. Los
capitulos 2, 3 y 4 proporcionan la informacion basica sobre los procedimientos
cientificos, estadisticos y de medicion en los que esta fundado el disefio de ex-
perimentos. El capitulo 5 presenta paso a paso los requerimientos practicos para
disefiar un experimento, y el capitulo 6 describe los procedimientos correspon-
dientes para la evaluacion de los resultados experimentales una vez efectuadas
las mediciones del caso. Al cabo del cuerpo principal del libro del capitulo 7
ofrece algunas sugerencias para redactar informes de laboratorio.

Los apéndices tratan temas que, si bien pertinentes por su contenido, de
haberse incluido en el cuerpo principal del texto, hubiesen entorpecido el de-
sarrollo natural de éste. Esto incluye la deduccion matematica de algunas de las
ecuaciones consideradas en el texto principal. Con todo detalle, ademas se pre-
senta un experimento de muestra, empezando por el disefio del experimento en
si, describe la conduccién real del mismo y la evaluacion de sus resultados y
concluye con el informe final.

Los contenidos tematicos aqui presentados han conformado, durante mu-
chos afios, el nucleo de ensefianza en nuestro laboratorio de fisica, para pri-
mer afio en la universidad y estoy agradecido a las generaciones de estudiantes
cuya experiencia no siempre grata con este material, nos ha dado la oportuni-
dad de mejorarlo continuamente. Por altimo, quiero dar las gracias a Jill
Hodgson y Rachel Desrosiers por su generosa e inapreciable ayuda en la prepa-
racion del manuscrito.

D. C. Baird



Enfoque del trabajo de
laboratorio

La finalidad primera de este libro es que se use en cursos superiores introduc-
torios al laboratorio de fisica. Sin embargo, fue escrito con la esperanza de que
sirva para un proposito mucho mas amplio: el de proporcionar una introduc-
cion al estudio de la experimentacion en general, independientemente del area
en la que se realizan los experimentos. Algunos de los que estudian introduc-
cion al laboratorio de fisica podran proseguir carreras con investigacion en
fisica, por lo que este libro puede servirles como una introduccion adecuada
para la continuacién de sus estudios. Muchos otros seguiran carreras ¢n areas
completamente diferentes, 0 quiza en otras ciencias. Cualquiera que sea su ne-
cesidad, el laboratorio de fisica puede proporcionarles una introduccion atil a
los principios fundamentales en que se basan los experimentos de cualquier tipo.

Para nuestros fines, la experimentacion tiene una definicion muy amplia:
por experimentacion entendemos el proceso completo de identificar una por-
cion del mundo que nos rodea, obtener informacion de ella e interpretarla.
Esta definicion cubre una variedad muy grande de actividades: desde un bidlogo
con bata blanca que divide moléculas de ADN hasta un fabricante que hace
una encuesta para determinar las preferencias individuales de crema dental. Se
pretende que este libro satisfaga las necesidades de todos aquellos que se en-
cuentran ocupados en cualquier clase de estudio sobre el mundo que nos rodea.

Eso incluye a los que no estan realmente involucrados en la experimenta-
cién. Con frecuencia todos nos enfrentamos con el requisito de por lo menos

1



2 ENFOQUE DEL TRABAJO DE LABORATORIO CAP. 1

expresar un juicio sobre la informacion experimental que otros proporcionan,
aun cuando no estemos conectados activamente con el proceso de generarla. Por
ejemplo: nuestro trabajo profesional puede requerir que tomemos una deci-
sidn entre ofertas competitivas de equipos que cumplen con ciertas especifica-
ciones 0, como miembros del pablico en general, se nos puede pedir que tengamos
una opinidn sobre temas como los posibles riesgos para la salud que implican
las plantas nucleoeléctricas, cuan seguros son los aditivos en los alimentos, el
impacto de la lluvia acida sobre el medio ambiente o la influencia de las politi-
cas monetarias nacionales sobre el desempleo. Lo que todos estos ejemplos
tienen en comun es el papel prominente que tiene en ellos la informacién expe-
rimental. Esos problemas pblicos nos imponen la responsabilidad de tomar
nuestras propias decisiones, y éstas deben de basarse en nuestra evaluacion de
la confiabilidad de la informacion experimental. Aun en asuntos menos im-
portantes oimos repetidamente afirmaciones como la de que las pruebas cienti-
ficas han demostrado que podemos controlar la caries o los dolores de cabeza
en un x% utilizando ciertos productos. Nuestra eleccidon de un nuevo automo-
vil puede depender de la evaluacion que hagamos de la exactitud de los valores
de consumo de combustible que se le atribuyen. Todos por igual, los cientifi-
cos y los profanos, nos enfrentamos diariamente con el requisito de estar ente-
rados con respecto a la naturaleza de la informacion experimental y las formas
en que ésta se obtiene para poder ser adecuadamente escépticos con respecto
a su confiabilidad.

Para regresar a nuestra afirmacion de que un curso de laboratorio en fisi-
ca puede proporcionar una introduccion al tema de la experimentacion en ge-
neral, es natural que nos preguntemos como puede usarse para ese proposito
un laboratorio tipico, con sus experimentos acostumbrados. La respuesta se
encuentra no tanto en los experimentos mismos, como en la actitud con que los
abordemos. Esto quedara claro conforme proceda nuestro estudio de los meé-
todos experimentales, pero en este punto puede ser til ilustrar la propuesta
con unos cuantos ejemplos.

Para ofrecer dichos ejemplos debemos anticipar un poco el trabajo del
capitulo 4, y hacer notar que veremos todo lo que sea susceptible de experi-
mentacion en términos de “‘sistemas’’. Por un sistema entenderemos, en gene-
ral, cualquier entidad definida y aislada que funciona de una manera especifi-
ca. Suporiemos que podemos influir o controlar el sistema, y nos referimos a
los métodos que tenemos al alcance para hacerlo como las ‘‘entradas’’. Tam-
bién suponemos que el sistema realizara alguna o algunas funciones identifi-
cables, y nos referiremos a ellas como las “‘salidas”’. Los diversos ejemplos que
siguen aclararan el uso de esa terminologia. Por ejemplo, un economista puede
ver la economia de un pais como un sistema con un extenso conjunto de entra-
das y la correspondiente variedad de salidas. El sistema mismo incluira la ca-
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pacidad productiva total de bienes y servicios, medios de transporte, suministro
de materias primas, habitantes, oportunidades para el comercio exterior, esta-
do del tiempo y muchas otras cosas. Las entradas son aquellas cosas que pode-
mos controlar: la oferta de dinero, las tasas de impuestos, el gasto piblico, los
aranceles a las importaciones, etc. Las salidas son las cosas que no podemos
controlar directamente; sus magnitudes las determina €l sistema y no nosotros.
Las salidas de un sistema econdmico incluirdn el producto interno bruto, el
indice de desempleo, el indice de inflacion, la balanza de comercio exterior,
etc. Seria muy reconfortante y conveniente si pudiéramos asegurar los valores
deseados de esas salidas mediante una manipulacion sencitla, pero no podemos
hacerlo. No importa lo deseable que eso sea, no podemos ordenarle al produc-
to interno bruto o al indice de desempleo de un pais que tenga un cierto valor;
estamos restringidos a controlar nuestras entradas, y aun asi tenemos proble-
mas. En un sistema tan complejo como una economia nacional, las conexiones
entre las salidas y las entradas son intrincadas e indirectas. Un cambio en una
variable de entrada es probable que tenga efecto en un gran nimero de va-
riables de salida, en vez de la Ginica salida en la que estamos interesados. Por
ejemplo, un intento de aumentar el producto interno bruto de un pais redu-
ciendo las tasas impositivas es posible que tenga al menos un éxito parcial, pe-
ro el efecto simultaneo sobre otras salidas puede ser igualmente prominente y
no tan deseable, como puede ser un posible incremento de la tasa de inflacion.
Los métodos de que disponemos para manejar tales situaciones son complica-
dos, pero, con un sistema de tal complejidad, el grado de éxito alcanzado por
los politicos y economistas demuestra que todavia hay lugar para hacer mejoras
substanciales.

Existen otros sistemas que, aunque todavia son complejos, son lo bastan-
te sencillos para que los podamos controlar con un éxito razonable. Considere-
mos, por ejemplo, un reactor nuclear. Aqui el sistema tiene un nimero menor
de controles de entrada y de salidas, y la situacion esta definida con mas clari-
dad. Las entradas incluyen la posicion de las barras de control, la cantidad y el
tipo de combustible, la rapidez de flujo del refrigerante, etc. Las salidas inclu-
yen cantidades como la densidad de flujo de neutrones, la potencia total pro-
ducida, la vida atil de los elementos de combustible, etc. En este caso la conexion
entre las entradas y las salidas es lo suficientemente sencilla (aunque todavia
no es directamente de uno a uno) para que sea posible un nivel razonable de
control. En otro nivel mas familiar, todo supermercado es un sistema con
entradas y salidas cuya manipulacion constituye un experimento sobre €l siste-
ma. Cada vez que el gerente del supermercado altera el precio de las papas
(una de sus entradas) de hecho esta realizando un experimento, porque quiere
detectar un cambio consecuente en una o mas de sus salidas (por ejemplo, sus
utilidades al final de la semana). Si no es capaz de percibir la alteracion desea-
da en sus salidas, se le puede requerir que revise su decision original, y de
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nuevo altere el precio’de las papas. En otras palabras, esta ensayando conti-
nuamente las propiedades de su sistema por medio del experimento, y su habi-
lidad para detectar los resultados experimentales puede hacer toda la diferen-
cia entre pérdidas y ganancias.

De manera incidental, debemos hacer notar también que, en el ejemplo
del gerente del supermercado, algunas de sus entradas y salidas tienen que ver
con la gente (horarios de trabajo, salarios, moral, productividad, etc.); y en
caso de que este uso del enfoque de sistemas en todos los problemas, tanto hu-
manos como mecanicos, suene como un enfoque demasiado mecanicista de la
vida, debemos hacer notar que mucho de nuestro trabajo subsecuente se ocu-
para de los limites en la validez de los métodos experimentales. Todos hemos
escuchado la frase: ‘‘se ha demostrado cientificamente’’ presentada como un
argumento irrefutable, y debemos estar alertas a los peligros de una confianza
equivocada en la infalibilidad cientifica.

Pero, volviendo a nuestros sistemas, ;cOmo se aplica todo esto al curso
de laboratorio de fisica? De hecho, si vamos a preparar personas para que se
incorporen a una poblacion cientificamente letrada, ¢no seria mejor atacar los
problemas importantes de una buena vez, y empezar a decidir si el contenido
de mercurio del pescado hace que no sea seguro comerlo? Sin embargo, lo ma-
lo es que estos son problemas en extremo dificiles. La evidencia no es facil de
obtener y su interpretacibn normalmente es incierta; hasta los mismos expertos
estan en desacuerdo, a veces en forma enérgica y publica. Es casi imposible ha-
cer una contribucion significativa a la soluciéon de problemas tan complejos sin
desarrollar primero nuestras habilidades utilizando situaciones mas sencillas.
Para iniciarnos en ello, vamos a pensar en algunos de estos sistemas mas sen-
cillos.

Un motor de gasolina es un sistema que es sencillo en comparacion con
cualquiera de los ejemplos anteriores. El sistema incluye el motor, el sumi-
nistro de combustible, la estructura, la atmosfera circundante, etc. Las entra-
das pueden ser los controles obvios como el suministro de combustible, la rela-
cion combustible/aire, la sincronia del encendido, etc., y las salidas, como
siempre, son los factores cuyo valor lo determina el sistema: el namero de re-
voluciones por minuto, la cantidad de calor producido, la eficiencia, la com-
posicion de los gases de escape, etc. Este es todavia un sistema un tanto com-
plejo, pero empezamos a ver que pueden existir relaciones relativamente
simples entre las entradas y las salidas. Por ejemplo, la relacion de entrada y
salida entre la posicién del acelerador y las revoluciones por minuto en un mo-
tor de gasolina es lo suficientemente directa y predecible para que la mayoria
de las personas la observemos todos los dias. Sin embargo, notemos que el
efecto de esa entrada no esta restringido a la Ginica salida en la que estamos in-
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teresados (revoluciones por minuto); otras salidas, como el calor producido, la
composicion de los gases de escape y la eficiencia, también son alteradas por
esa entrada, aunque en general estemos predispuestos para ignorar ese acopla-
miento.

En este ejemplo empezamos a llegar a la etapa en la que nuestro sistema
es lo bastante sencillo para que comencemos a trabajar en la teoria de la expe-
rimentacion. Avancemos un paso mas y consideremos el ejemplo de un péndu-
lo simple. Ese es también un sistema; sin embargo, es un sistema que incluye
algunas cosas mas que el hilo, la masa, el soporte y el aire que lo rodea. Mas
aun, solo tiene dos entradas inmediatamente obvias: lIa longitud del hilo y las
condiciones iniciales segiin las cuales empieza el movimiento. Las salidas son
también reducidas en nimero. Aparte de pequeiios efectos secundarios, inclu-
yen solo la frecuencia de oscilacion y la amplitud de las oscilaciones. Por alti-
mo, la conexién entre las entradas y las salidas es relativamente directa y
reproducible. Alterar la longitud del hilo del péndulo nos dara pocas sorpresas
cuando midamos la frecuencia de oscilacion. Aqui, por lo tanto, tenemos un
sistema en el que los principios de experimentacion seran claramente visibles.
Si lo usamos para desarrollar la capacidad de controlar sistemas y evaluar sus
salidas, desarroliaremos la competencia necesaria para atacar luego problemas
mas importantes, pero también mas complejos. Esto nos da la clave para por
lo menos darle algiin uso constructivo al curso de laboratorio de fisica. Hay
una razon real para trabajar con un péndulo, pero so6lo si lo visualizamos en
forma adecuada. Si lo vemos s6lo como el péndulo que todos hemos ‘‘hecho”
antes, nuestra Unica reaccion sera de total aburrimiento. Sin embargo, si lo ve-
mos como un sistema, igual que un supermercado, un aeropuerto, un reactor
nuclear o la economia nacional, pero que difiere de ellos s6lo en que es lo bas-
tante sencillo para que lo podamos entender relativamente bien, proporcionara
una excelente simulacion de los problemas del mundo real.

He aqui la justificacion para apoyarnos en este curso de laboratorio de
fisica para ensefiar experimentacion. Los sistemas que incluye son lo bastante
sencillos para que estén cerca de ser comprensibles, y la practica con ellos nos
preparara para proseguir mas adelante con nuestro trabajo real en sisternas im-
portantes y complicados. Sin embargo, debemos tener cuidado con la manera
en que practiquemos con estos sistemas sencillos. Obtendremos solo un benefi-
cio muy limitado si nos restringimos a conjuntos de instrucciones que nos di-
cen como hacer experimentos particulares, Si es nuestra intencidon propot-
cionar una base para proceder a cualquier tipo de analisis de informacion en la
ciencia, la tecnologia, los negocios o cualquiera de las ciencias sociales, tendre-
mos que dar una preparacion para una gran variedad de circunstancias experi-
mentales. En algunas areas dominan las fluctuaciones al azar, como en las
ciencias biologicas; en otras, como la astronomia, las mediciones deben de ser
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precisas, pero el control sobre la materia del experimento es limitado. El alcan-
ce es enorme. Como dijimos antes, trataremos de identificar los principios ge-
nerales de la experimentacion, con la esperanza de que sean validos y utiles, sin
importar el objeto futuro o el tipo de la experimentacion. El resto de este libro

-S€ ocupara de esos principios, y supondremos de aqui en adelante que log’ expe-
rimentos de laboratorio se consideraran como ejercicios para ilustrar esos
principios.

Puede ser obvio ahora que muchos de los procedimientos tradicionales
en los primeros cursos de laboratorio sean inadecuados para nuestros proposi-
tos. Por ejemplo, evitamos pensar en un experimento como un procedimiento
para reproducir cierto resultado “‘correcto’’, cualquier desviacion del cual ha-
ce que estemos ‘‘equivocados’. En lugar de eso, simplemente evaluamos de
manera imparcial las propiedades de nuestro sistema en particular y tomamos
los resultados como vengan. Ademas, no tiene caso buscar algin *‘procedi-
miento’’ a seguir: eso no es mas que pedirle a alguien que nos diga ¢cémo hacer
el experimento. En la vida real rara vez hay alguien dispuesto a decirnos qué
hacer o cual debe de ser nuestro resultado; nuestra utilidad dependera de la ca-
pacidad para tomar nuestras propias decisiones sobre cOmo manejar la si-
tuacion. Toma gran cantidad de practica y experiencia desarrollar la confianza
€n nuestras propias decisiones sobre la conduccion de cualquier procedimiento
experimental, y este curso de laboratorio de fisica no es demasiado pronto para
empezar. Pondremos, por lo tanto, mucho énfasis en la planeacion del experi-
mento, porque ésta es la etapa en la cual se necesita mucha de la habilidad para
experimentar. Es importante evitar la tentacién de considerar la planeacion
preliminar como una pérdida de tiempo o una distraccion de la tarea que se su-
pone mas importante de hacer las mediciones. Se debe contar con tiempo re-
servado explicitamente para un analisis y una planeacion adecuada del experi-
mento antes de que se inicie el verdadero proceso de medicidn.

Ademas, es necesario que aprendamos a trabajar dentro del marco de los
aparatos disponibles. Toda experimentacion profesional esta sujeta a limita-
ciones sobre los recursos, y gran parte de la habilidad para la experimentacion
consiste en optimizar el rendimiento experimental a partir de esos recursos.
Ademas, las restricciones en el tiempo simplemente simulan las circunstancias
en las que se hace la mayor parte de la experimentacion real. El aparato mismo
nunca sera ideal. Sin embargo, esto no debe verse como un defecto sino como
un reto. El verdadero trabajo de evaluar resultados experimentales consiste en
separar el grano de los resultados utiles de la paja de los errores y la incerti-
dumbre. El experimentador debe aprender a identificar las fuentes de error por
si mismo y, de ser posible, eliminarlas o hacer las correcciones que requieran.
Sin embargo, aun con el mayor cuidado, siempre habra un residuo irreducible
de incertidumbre, y es responsabilidad del experimentador evaluar la precision del
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resultado final, cantidad que es tan importante como el resultado mismo. La
capacidad de cumplir tales requisitos se puede adquirir solamente por el verda-
dero contacto con unas condiciones de trabajo realistas, y es una injusticia co-
min que se comete con los estudiantes de 1os primeros cursos de laboratorio de
fisica, proporcionarles aparatos que estan ajustados con demasiado cuidado, o
darles, en otras formas, la impresion de que los experimentos son ideales. Eso
es lamentable, porque los fundamentos de la futura destreza estan en la res-
puesta constructiva a las limitaciones experimentales.

En resumen, el uso del tiempo de laboratorio resultara mas fructifero
cuando los experimentos se acepten como problemas que deben resolverse por
el estudiante mismo. Ciertamente se cometeran errores de juicio, pero pode-
mos aprender de manera mas eficiente de la experiencia personal con las conse-
cuencias de nuestras decisiones, que de seguir rigidamente algiin procedimien-
to ‘‘correcto’” establecido. Lo que aprendemos es mas importante que lo que
hacemos. Esto no quiere decir, sin embargo, que debamos mostrar indiferen-
cia complaciente con el resultado del experimento. El desarrollo de nuestras
habilidades experimentales solo se lograra si tomamos en serio el reto de obte-
ner el mejor resultado posible de cada experimento.

La redaccion de los informes de laboratorio debe enfrentarse con el mis-
mo espiritu constructivo. En la vida profesional tiene muy poco caso dedicar
tiempo y esfuerzo a un experimento a menos gue podamos comunicar en for-
ma conveniente el resultado a los demas. Tenemos la obligacion con nuestros
lectores de expresarnos de manera clara, si no elegante, si con claridad. Es in-
correcto considerar que ésa es la responsabilidad de los expertos de la facultad
de letras, y redactar informes en un laboratorio cientifico elemental debe de
aceptarse como una oportunidad de ejercitarse en la composicion descriptiva.
La elaboracion de un informe que degenera en una mera indicacion de que el
experimento se realizo es poco menos que una pérdida de tiempo vy de oportu-
nidades para una practica necesaria. La redaccion de informes al nivel que se
sugiere aqui es casi inatil sin una critica y una revision adecuadas. Las oportu-
nidades de mejorarla se hacen mucho mas obvias en retrospectiva, y esa revi-
sion detallada debe considerarse como una parte indispensable del trabajo en
un laboratorio de docencia.



Medicion e
incertidumbre

21 NATURALEZA BASICA DEL PROCESO DE MEDICION

LLa medicion es el proceso de cuantificar nuestra experiencia del mundo exte-
rior. El cientifico escocés del siglo X1X, Lord Kelvin, dijo alguna vez: ‘‘Cuando
uno puede medir aquello de lo que esta hablando y expresarlo en niimeros, sa-
be algo acerca de ello; pero cuando no puede medirlo, cuando no puede expre-
sarlo en nameros, su conocimiento es escaso € insatisfactorio: podra ser un
principio de conocimiento, pero escasamente ha avanzado su conocimiento a
la etapa de una ciencia’’. Aunque ésta pueda parecer una afirmacion un poco
exagerada, sigue siendo cierto que las mediciones constituyen uno de los ingre-
dientes basicos de la experimentacion. No alcanzaremos un nivel satisfactorio
de competencia en la experimentacion sin un conocimiento de la naturaleza de
la medicion y lo que significa el enunciado de las mediciones.

Es obvio que el proceso de cuantificacion casi invariablemente trae consigo
la comparacion con alguna cantidad de referencia (;cuéntos pasos mide de largo
el patio?). De igual manera, es obvio que el buen orden en la sociedad requiere
de un acuerdo extendido sobre la eleccion de cantidades de referencia. El proble-
ma de esos patrones de medicion, definidos por la legislacion y sujetos a conven-
ciones internacionales, es amplio ¢ importante. Nadie que esté interesado seria-
mente en la medicion puede ignorar el problema de definir y realizar patrones en
su area de trabajo. Sin embargo, exponer aqui ese importante tema nos distrae-
ria de nuestra preocupacion principal, que es el proceso de medicion. Por lo tan-
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to, dejaremos el tema de los patrones sin ninguna otra mencion posterior, excep-
to para hacer referencia a los textos que se indican en la bibliografia, y abordare-
mos el estudio del proceso mismo de medicion.

Empecemos en el nivel mas basico con una medictOn aparentemente sen-
cilla: tratemos de averiguar de qué tipo de proceso se trata y qué tipo de afir-
macion se puede hacer. Si le doy a alguien el cuaderno en el que escribo esto y
le pido que mida su longitud con una regla, la respuesta es invariable: la longi-
tud del cuaderno es de 29.5 cm. Pero esa respuesta nos debe hacer pensar; ;jen
realidad se nos pide que creamos que la longitud del cuaderno es de exacta-
mente 29.50000000 . . . .. .. c¢cm? Seguro que no; es claro que esa afirmacion
esta fuera de los limites de la credibilidad. Entonces, ;como vamos a interpre-
tar el resultado? Un momento de reflexion en presencia del cuaderno y de una
regla nos hara darnos cuenta de que, lejos de determinar el valor *‘correcto’ o
‘““exacto’’, lo tinico que podemos hacer en forma realista es acercarnos al bor-
de del cuaderno sobre la escala, diciéndonos conforme avanzamos: ‘‘;Puedo
asegurar que el resultado es menos de 30 cm?, ;menos de 29.9 cm?, ;menos de
29.8 cm?”’. La respuesta a cada una de estas preguntas indudablemente sera
“Si”’. Pero conforme avancemos sobre la escala, llegaremos a un punto en ¢l
cual ya no podremos dar con confianza la misma respuesta. En ese punto de-
bemos detenernos, y de ese modo identificamos un extremo del intervalo que
se convertira en nuestro valor medido. De manera semejante podriamos acer-
carnos al borde del cuaderno por abajo, preguntandonos a cada paso: ““(Estoy
seguro de que el resultado es mayor de 29.0 cm? ;29.1 cm?’’, y asi sucesiva-
mente. Una vez mas debemos de llegar a un valor en el cual nos tendremos que
detener, porque ya no podremos decir con seguridad que el resultado es ma-
yor. Mediante la combinacion de esos dos procesos identificamos un intervalo
sobre la escala. Ese es €l intervalo mas pequeiio que, hasta donde podemos es-
tar seguros, contiene el valor deseado; sin embargo, no sabemos en qué punto
del intervalo esta ese valor. Esta es la inica consecuencia realista del proceso
de medicion. No podemos esperar resultados exactos y tendremos que conten-
tarnos con medidas que toman la forma de intervalos. Este ejemplo no solo
ilustra la naturaleza esencial del proceso de medicion sino que también nos
proporciona una guia para hacer las mediciones mismas. El proceso de aproxi-
marse al valor que buscamos acotandolo por ambos lados nos recuerda la ne-
cesidad de dar el resultado como un intervalo, y también hace mas facil identi-
ficar los extremos del mismo.

Lo que resulta al final de nuestra discusion es muy importante. Cuando
hagamos mediciones ¢ informemos de sus resultados debemos tener siempre en
cuenta este punto clave y fundamental: las medidas no son simples nameros
exactos, sino que consisten en intervalos, dentro de los cuales tenemos con-
fianza de que se encuentra el valor esperado. El acto de la medicion requiere
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que determinemos tanto la localizacion como el ancho de ese intervalo, y lo ha-
cemos utilizando con cuidado la percepcion visual cada vez que hacemos una
medicion. No existen reglas para determinar el tamano del intervalo, porque
dependera de muchos factores del proceso de medicion. El tipo de medicion, la
figura de la escala, nuestra agudeza visual, las condiciones de iluminacién, to-
das tomaran parte en determinar la anchura del intervalo de medicion. El an-
cho, por lo tanto, debe determinarse explicitamente cada vez que se haga una
medicion. Por ejemplo, es un error comun creer que, cuando se hace una me-
dicion usando una escala graduada, el “‘error de lectura’ es automaticamente
la mitad de la division de la escala mas pequefia. Esta es una simplificacién ex-
cesiva y erronea de la situacion. Una escala con divisiones muy finas que se use
para medir un objeto con bordes mal definidos puede dar un intervalo de me-
dicion mas grande que varias de las divisiones mas pequenas; por otra parte,
un objeto bien definido con buenas condiciones visuales puede permitir la
identificacion de un intervalo de medicion mucho menor que la division mas
pequciia de la escala. Cada situacion debe evaluarse en forma individual.

o_2 PRESENTACION DIGITAL Y REDONDEO

Hay otros aspectos que también pueden confundir el problema. Considere,
por ejemplo, un instrumento que da una lectura digital. Si un voltimetro digi-
tal indica que cierta diferencia de potencial es de 15.4 V, ;quiere eso decir que
el valor es exactamente de 15.40000. . .7 Por supuesto qu€ no, pero, Lqueé sig-
nifica? Eso depende de las circunstancias. Si el instrumento se fabrica de ma-
nera que lea 15.4 V porque el valor real es mas cercano a 15.4 de lo que es 15.3
o 15.5, entonces lo que significa es: esta lectura esta entre 15.35 y 15.45. Por
otra parte, se puede hacer un reloj digital de manera que cambie su indicacion
de 09.00 a 09.01 exactamente a las 9.01. Entonces, si vemos que marca las
09.00, sabemos que la hora esta entre las 9.00 y las 9.01; ésta es una interpreta-
cion un poco diferente de 1a que es adecuada para el voltimetro digital. De nue-
vo, cada situacion debe juzgarse por si misma.

Estos dos ejemplos de representacion digital ilustran un concepto mas ge-
neral: la inexactitud inherente al proceso de ‘‘redondear’’. Aun cuando no sur-
ja una inexactitud de la capacidad limitada para hacer mediciones, el simple
enunciado de una cantidad numeérica puede contener inexactitudes. Considere-
mos la afirmacion:

T = 3.14

Todos sabemos que no es asi, porgue podemos recordar, al menos, algunas de
las cifras siguientes: 3.14159. . . ; entonces, {qué queremos decir cuando cita-
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mos w como 3.14? Solo puede significar que 7 tiene un valor mas cercano a
3.14 delo que es a 3.13 0 3.15. Por lo tanto, nuestra afirmacion es que m esta
entre 3.135y 3.145. Este margen de posibilidad representa lo que algunas veces
se conoce como ‘‘el error de redondeo’”. Esos errores pueden ser pequefios e
irrelevantes, o pueden volverse significativos. Por ejemplo, en un calculo lar-
g0, hay la posibilidad de que los errores de redondeo se acumulen, vy resulta
mas sensato, especialmente en esta época de gran disponibilidad de calculado-
ras, llevar el calculo con mas cifras de las que se podria pensar que son necesa-
rias. Un error semejante de redondeo puede aparecer en enunciados sobre me-
diciones. Algunas veces oimos decir que alguien ha realizado una medicion en
una escala que “*se aproximo al milimetro’’, o alguna otra frase parecida. Esa
no es una manera correcta de citar una medida, ya que hace confuso el valor
real del intervalo de la misma. Sin embargo, nos encontramos con tales afir-
maciones y, si nos vemos obligados a tratar con medidas representadas en esa
forma, s6lo podemos suponer que la division de la escala que se cita representa
algn tipo de valor minimo del tamafio del intervalo de medicion.

2—3 INCERTIDUMBRE ABSOLUTA Y RELATIVA

Cualquiera que sea el medio por el que hayamos hecho una medicion, el resulta-
do final debera ser un intervalo que representa, hasta donde nuestra capacidad
lo garantice, los limites dentro de los que se encuentra el valor deseado. En el
ejemplo que usamos al principio, el experimentador Gnicamente puede ser capaz
de afirmar con seguridad que la longitud del cuaderno est4 entre 29.4 y 29.6 cm.
Aunque el tnico resultado significativo de un proceso de medicidn consiste en
un intervalo o segmento como ése, con frecuencia es deseable, para propositos
de descripcion o de calculo posterior, enunciar de otra forma el valor citado. To-
mamos el intervalo de 29.4 a 29.6 y lo renombramos 29.5 T 0.1 cm. Aunque ob-
viamente no es mas que una expresion del intervalo original con el nombre cam-
biado, esa nueva forma tiene ciertas ventajas. Nos da un valor central, de 29.5,
que podemos utilizar en calculos posteriores. También nos da otro valor, * 0.1,
que se conoce como “‘la incertidumbre’’ de la medida, con el que podemos juz-
gar la calidad del proceso de medicion y puede usarse en calculos separados de
incertidumbres. Una desventaja de esta forma de expresarlo es que se podria
citar nicamente el valor central de 29.5. A menos que recordemos claramente
que solo la cantidad completa (29.5 * 0.1) sirve como una expresion correcta
del resultado, y podemos ser desordenados al hacer mediciones o reportes sobre
ellas, olvidando la presencia esencial de la incertidumbre. Todos deberiamos
convertir en una practica invariable asociar un valor de incertidumbre con una
lectura, tanto al momento de hacer la medicidn como después de este proceso,
siempre que se cite su valor o se utilice para calculos posteriores.
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Como la cifra de + 0.1 cm representa la magnitud o el intervalo en que
la lectura de 29.5 es incierta, a menudo se le llama la “‘incertidumbre
absoluta’’ de la medida, y usaremos con consistencia esta terminologia. Ade-
mas, otros aspectos pronto se vuelven importantes. ¢Cuan significativa es una
incertidumbre de * 0.1 cm? Cuando medimos la longitud de un cuaderfio, es
significativa hasta cierto punto. Si estamos midiendo la distancia entre dos ciu-
dades, una incertidumbre de + 0.1 cm es probable que sea completamente in-
significante. Por otra parte, si estamos midiendo el tamafio de una bacteria mi-
croscopica, una incertidumbre de + 0.1 cm haria que la medicion careciera de
sentido. Por esta razon, con frecuencia es deseable comparar la cifra de incer-
tidumbre con el valor de la medicion misma; haciéndolo asi se puede evaluar
en forma realista cuan significativa es la incertidumbre. Definimos la razon:

incertidumbre absoluta

incertidumbre relativa = .
valor medido

En el caso de nuestro ejemplo:

incertidumbre relativa = X 295 = T 0.003

0.1
Esta incertidumbre relativa con frecuencia se cita como un porcentaje, de mo-
do que, en este caso, la incertidumbre Telativa seria de £ 0.3%. Esa cantidad
nos da un sentido mucho mejor de la calidad-de’la lectura, y 2 menudo la lla-
e e ' , - . oy e
mamos la *‘precision’’ de la'medida. Notese que la incertidumbre absoluta tie-
ne las mismas dimensiones y unidades que la medida basica (29.5 cm €s incier-
to en 0.1 cm), en tanto que la incertidumbre relativa, por ser un cociepte, no
tiene dimensiones o unidades, y es un nimero puro.

24 ERROR SISTEMATICO

El tipo de incertidumbre que hemos considerado surge de una insuficiencia que
ocurre naturalmente en el proceso de medicion. Hay un tipo de error diferente
que puede aparecer cuando algo afecta todas las lecturas de una serie en forma_
igual o consistente. Por ejemplo, un voltimetro o un tornillo micrométrico
pueden tener mal ajuste del cero, una regla de madera puede haberse encogido,
una persona puede apretar sistematicamente el boton de un cronoémetro % de
segundo después del suceso, y asi por el estilo. Esos errores se llaman ‘‘errores
sistematicos’’, de los cuales una subclase es la de los *‘errores de calibracion™.
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Como esos errores sistematicos no son visibles de inmediato cuando se hace una
medicion, es necesario estar alerta y recordar en todo momento la posibilidad
de que se presenten. Por ejemplo, los ceros de las escalas deben verificarse auto-
maticamente cada vez que se use un instrumento. Aunque puede ser mas dificil
verificar su calibracion, la exactitud de los medidores eléctricos, crondmetros,
termometros y otros instrumentos no debe darse por buena y debe verificarse
siempre que sea posible. La presencia de una pantalla de lectura digital con visi-
bilidad precisa, con cuatro o cinco cifras supuestamente significativas, tampoco
debe tomarse como prueba de precision y ausencia de error sistematico en un
instrumento. La mayor parte de un lote de crondometros electronicos que adqui-
rimos en nuestro laboratorio para uszrlos en la docencia, que supuestamente po-
dian medir intervalos de tiempo con precision de milisegundos, resultoé tener
errores de calibracion hasta de un 14%. No se deje engafiar; vea todos los instru-
mentos de medicion con desconfianza y verifique su calibracion siempre que sea
posible.

2—5 INCERTIDUMBRE EN CANTIDADES CALCULADAS

En las secciones anteriores nos hemos ocupado solo del concepto de incerti-
dumbre de una sola medida. Sin embargo, es raro que el proceso se termine
con una sola medicién. Casi invariablemente el resultado que deseamos es una
combinacion de dos o mas cantidades medidas, o es, por lo menos, una fun-
cion calculada a partir de una sola medida. Podemos intentar, por ejemplo,
calcular el area transversal de un cilindro a partir de la medida de su diametro,
o su volumen a partir de medidas tanto del diametro como de la altura. Las di-
ferentes mediciones seran a veces de diferentes tipos, como en el calculo de g a
partir de los valores de la longitud y e! periodo de un péndulo. En esos casos,
es obvio que la presencia de incertidumbre en. las medidas originales traera
consigo la presencia de una incertidumbre en el valor final calculado, que es la
que ahora tratamos de encontrar. Para los propositos de esta seccion, supon-
dremos que nuestras incertidumbres tienen el caracter de alcances o intervalos
dentro de los que estamos ‘‘casi seguros’’ que se encuentra el valor correcto.
Para los valores, calculados, encontraremos intervalos dentro de los que, de
nuevo, podamos estar ‘‘casi seguros’’ que ahi estan los valores buscados. Eso
significa que tenemos que hacer nuestros calculos para el ““peor caso’ de com-
binacion de incertidumbres. Esta tal vez sea una suposicion pesimista, pero ve-
remos mas adelante, en el capitulo 3, como las probabilidades asociadas con
varias combinaciones de errores nos permiten hacer una estimacion mas realis-
ta y menos pesimista. Sin embargo, por el momento vamos a suponer que que-
remos calcular, a partir de las incertidumbres de los valores originales, el maxi-
mo margen de posibilidad para el valor calculado.
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2—6 INCERTIDUMBRE EN FUNCIONES DE UNA
SOLA VARIABLE

Consideremos una cantidad medida x, con una incertidumbre T &x, y conside-
remos un valor calculado z que es una funcion de la variable x. Sea:

z = f(x)

Esta funcion nos permite calcular el valor requerido zo a partir de un valor me-
dido xo. Mas a(n, la posibilidad de que x pueda variar de x, — dx a Xy + ox,
implica un intervalo de posibles valores de z de zo — 6za zo + 6z. Ahora quere-
mos calcular el valor de 6z. Esa situacion se ilustra graficamente en la figura
2-1, en la cual, para una f{x) dada, podemos ver como el valor medido x, da
lugar al valor calculado zg, y como el intervalo + 6x alrededor de x, pro-
duce un intervalo correspondiente T 6z alrededor de zo.

Antes de considerar los métodos generales de evaluar &z, es instructivo
ver cOmo se propagan las perturbaciones finitas en funciones sencillas. Consi-
deremos, por ejemplo, la funcion:

z=1f(x)

oz

ox

X x

Figura 2-1 Propagaciéﬁ de incertidumbre de una variable a otra.
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Si x puede variar entre x; — dx 'y xy + &x, entonces z puede variar entre z, — 8z
y zo + &z, donde:
Zo * 6z = (xo = 6x)7
= x3 = 2x00x + (&x)*

Podemos ignorar (6x)?, ya que dx se supone que es pequefia comparada con X,
e igualar zo con x3, lo que da para ¢l valor de 8z:

8z = 2x06x

Esto puede expresarse mas convenientemente en términos de la incertidumbre
relativa 6z/zo:

8z _ 2xdx _ 2_8;1:

20 x5 Xo

Asi pues, la incertidumbre relativa del valor calculado es dos veces la de la me-
dicion inicial.

Aunque es esencial tener en mente la naturaleza de la incertidumbre pro-
pagada, como lo ilustra el uso de diferencias finitas, puede lograrse una simpli-
ficacion considerable de la formulacion lograda usando célculo diferencial.

2—7 METODO GENERAL PARA LA INCERTIDUMBRE EN
FUNCIONES DE UNA SOLA VARIABLE

De la seccion anterior, las diferencias finitas 6z y éx se pucden expresar ¢n tér-
minos de la derivada dz/dx. Por lo tanto, podemos obtencr ¢l valor de 6z usan-
do primero las técnicas normales para obtener dz/dx en la siguicente forma:

dz _ d(f(x)
dx dx
y escribiendo después:
6z = g—(ﬂ—xnﬁx (2-1)
dx

Este es un procedimiento relativamente simple, y funcionara bien en los casos
para los cuales el planteamiento de diferencias finitas llevaria a una excesiva
complejidad algebraica. Asi, por ejemplo, si

X

Z=(x2+1)
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entonces:
dz _x*+1—x-2x

dx (x? + 1)
1 —x?
(1 + x7)?
y finalmente:
1 — x?
0z = m—z O0x

Este calculo habria sido muy complicado con cualquier otro planteamiento.
Mas aun, nos da una expresion general para éz en funcion de x y éx; cualquier
valor deseado en particular puede obtenerse haciendo x = x,. Usemos ahora
estas tecnicas para evaluar incertidumbres de algunas funciones comunes.

a) Potencias

Consideremos:

zZ =X
daz
— = px"!
dx

8z = nx""'6x

Lo significativo de este resultado se hace un poco mas obvio cuando se expresa
en términos de la incertidumbre relativa. Asi,

5z

4 X

0x
= n—

Por lo tanto, cuando se evalian potencias, la incertidumbre relativa del resul-
tado es la incertidumbre relativa de la cantidad original multiplicada por la po-
tencia respectiva. Esto sera valido tanto para potencias como para raices, de
modo que la precision disminuye si una cantidad se eleva a potencias y mejora
al sacar raices. Esta situacion debe vigilarse con cuidado en un experimento
que implique potencias. Cuanto més alta es la potencia, mayor sera la necesi-
dad de una alta precision inicial.

b)  Funciones trigonométricas

Solo trabajaremos un ejemplo, ya que los demas se pueden tratar de manera
semejante. Consideremos

Z = senx
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Aqui se cumple

dz
— = COS X
dx

6z = (cos x) éx

Este es un caso en el que el método elemental de insertar x, = &x muestra mas
claramente el resultado. Utilizando la aproximacion

cos 6x = 1
obtenemos

80X = COS x sendx

lo que muestra que la éx en el resultado anterior es en realidad sen éx en el limi-
te, para angulos pequefios. Solo en el caso de una incertidumbre muy grande
podra ser significativa esta diferencia, pero es mejor entender la naturaleza del
resultado. Es claro que éx debera expresarse en radianes. Este resultado nor-
malmente tendra una aplicacion directa cuando se trate de aparatos como los
espectrometros.

c)  Funciones logaritmicas y exponenciales

Consideremos:

z = log x
Aqui,
d_1
dx x
y
1
06z = —bx
X

La incertidumbre relativa se puede calcular como de costumbre. Si

z=¢
 _
dx

y entonces:

8z = e"6x
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Este es un caso importante, ya que las funciones exponenciales ocurren fre-
cucntemente en la ciencia y la ingenieria. Estas funciones pueden hacerse muy
sensibles al exponente cuando toma valores mucho mayores que la unidad, y la
incertidumbre 6z puede volverse muy grande. Esto le parecera familiar, por
cjemplo, a cualquiera que haya observado las fluctuaciones de corriente en un
diodo termoionico que resultan de variaciones muy pequefias en la temperatu-
ra del filamento.

Como se dijo antes, este método puede aplicarse facilmente a cualquier
funcion no enumerada arriba evaluando la derivada respectiva y usando la
ccuacion 2-1.

2—8 INCERTIDUMBRE EN FUNCIONES DE DOS 0 MAS VARIABLES

Si el resultado se debe calcular a partir de dos o mas valores medidos, x, ¥,
etc., la incertidumbre de ese resultado puede verse de dos maneras diferentes,
como se menciono en la seccion 2-5. Podemos ser tan pesimistas como sea po-
sible y suponer que las desviaciones reales de x y y ocurren combinandose de
manera tal que desvien el valor de z tan lejos como sea posible de su valor cen-
tral, De esta manera, calculariamos un valor de 6z que da la anchura extrema
del intervalo de posibles valores de z. Por otra parte, podemos argumentar que
es mas probable que se combinen las incertidumbres de las medidas basicas de
una manera menos extrema, donde algunas haran contribuciones positivas a éz
y otras contribuciones negativas, de modo que el valor resultante de 6z sera
menor que el que da la suposicion pesimista. Este argumento es valido, y mas
adelante nos ocuparemos del problema de la incertidumbre probable de canti-
dades calculadas. Sin embargo, por el momento vamos a calcular el valor de 6z
que representa el mas amplio margen de posibilidad para z. Este enfoque, si
bien es pesimista, ciertamente es seguro, ya que, si éx, éy, etc., representan li-
mites dentro de los cuales estamos “‘casi seguros’’ que se encuentran los valo-
res actuales, entonces el valor calculado de 6z dara los limites dentro de los
cuales también estamos seguros que se encuentra el valor actual de z.

El enfoque inicial mas instructivo usa el método elemental de sustitucion,
y ése es el que usaremos para las primeras dos funciones.

a) Suma de dos o mas variables
Consideremos:

z=xty
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La incertidumbre en z se obtiene a partir de:
20 = 6z = (x0 = 8x) + (yo * &y)

y el valor maximo de 6z se obtiene escogiendo signos semejantes todo el tiem-
po. Asi pues:

0z = 6x + by

Como era de esperarse, la incertidumbre en la suma es solamente la suma de
las incertidumbres individuales. Podemos expresarla en términos de la incerti-
dumbre relativa:

6z _ Ox + by
z xt+y

pero no se logra una mayor claridad.
b) Diferencia de dos variables:

Consideremos:
Z=X—y
Como en el caso anterior, se obtendra 6z a partir de:
20 * 8z = (x0 * 6x) — (yo = oy)

Pero aqui podemos obtener el valor maximo de 6z escogiendo el signo negativo
para &y, lo que da, una vez mas:

0z = bx + by

Podemos ver en esta ecuacion que, cuando x, y ¥, SON muy cercanas y x — y es
pequena, la incertidumbre relativa puede adquirir valores muy grandes. Esto
es, en el mejor caso, una situacion insatisfactoria, y la precision puede ser tan
baja que anule el valor de la medicion. Esa condicion es en particular peligro-
sa, ya que puede pasar inadvertida. Es perfectamente obvio que, si fuera posi-
ble evitarlo, nadie intentaria medir la fongitud de mi cuaderno midiendo la dis-
tancia de cada borde a un punto alejado un kilébmetro para luego restar las dos
longitudes. Sin embargo, puede suceder que el resultado deseado se obtenga
por sustraccion de dos medidas hechas por separado (en dos termometros, dos
relojes, etc.), y el caracter de la medicion como diferencia puede no ser claro.
En consecuencia, todas las mediciones que tengan que ver con diferencias de-
beran de tratarse con el mayor cuidado. Es claro que la forma de evitar esa di-
ficultad es medir la diferencia de manera directa, en vez de obtenerla por sus-
traccion de dos cantidades medidas. Por ejemplo: si uno tiene un aparato en el
que dos puntos estan a potenciales respecto a tierra de ¥, = 1500 Vy V, =
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1510 V, respectivamente, y la cantidad que se requiere es V, — V4, so6lo un vol-
timetro de muy alta calidad permitiria medir los valores de V, y V; con la exac-
titud requerida para lograr incluso un 10% de precision en V, — V,. Por otro
lado, un voltimetro de banco ordinario de 10 V, conectado entre los dos pun-
tos para medir V, — V; directamente, daria de inmediato el resultado deseado,
con un 2 o 3% de precision.

2—39 METODO GENERAL PARA LA INCERTIDUMBRE EN FUNCIONES DE
DOS O MAS VARIABLES

Los Oltimos dos ejemplos, tratados por el método elemental, sugieren que, una
vez mas, el calculo diferencial puede ofrecer una simplificacion considerable a
este tratamiento. Es claro que, si lenemos:

2= f(xy)
la cantidad apropiada para calcular 6z es la diferencial total dz, que esta dada por:
0 a
dz = -ldx + a—§ dy (2-2)

Tomaremos esta diferencial y la trataremos como una diferencia f1n1ta oz que
se puede calcular a partir de las mcertldumbres ox'y 5y Esto es:

of of
—_— + —_—
6z 3 ox ay oy

y las derivadas df/dx y df/dy normalmente se calcularan con los valores x; y
Vo, Para los que se necesita 6z. Podemos encontrar que, dependiendo de la fiin-
cion f, el signo de df/dx o df/dy resulte ser negativo. En ese caso, utilizando
nuestro requisito pesimista para el valor maximo de 6z, escogeremos los valo-
res negativos apropiados para éx o 8y, obteniendo de ahi una contribucion to-
tal positiva a la suma.

a) Producto de dos o mas variables
Supongamos que:
7= Xxy

Para usar la ecuacion 2-2 necesitamos los valores de dz/dx y 8z/dy Estos son:

 _ o _
ax)* y
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Por lo que el valor de 6z esta dado por:

0z =y dx + x §y

La significacion de este resultado se ve con mas claridad cuando se convierte a
la incertidumbre relativa:

6z _ 8x 8y
_ = — + -
z X y

Asi pues, cuando la cantidad deseada es el producto de dos variables, la incerti-
dumbre relativa es la suma de las incertidumbres relativas de las componentes,

El caso mas general de una funcion compuesta, que se encuentra muy co-
muinmente en la fisica, implica un producto algebraico que tiene componentes
elevadas a diferentes potencias.

Sea

7 = xayb

en donde @ y b pueden ser positivas o negativas, enteras o fraccionarias. En ese
caso la formulacion se simplifica de manera significativa tomando los logarit-
mos de ambos lados antes de diferenciar. Asi:

logz =alogx + blogy

de donde, diferenciando implicitamente, se obtiene:

Como de costumbre, tomamos las diferenciales como diferencias finitas, y ob-
tenemos:

B ox B
z X y

Notese que este proceso da la incertidumbre relativa de manera directa, vy eso
con frecuencia es conveniente. Si se requiere la incertidumbre absoluta 6z, se
puede evaluar simplemente multiplicando la incertidumbre relativa por el va-
lor calculado z;, que normalmente esta disponible. Esta forma de diferencia-
cion implicita sigue siendo el procedimiento mas sencillo, aun cuando la mis-
ma z esté elevada a alguna potencia. Porque, si la ecuacion es:

2 -

2’ = xy

es innecesario reescribirla como:

7 =yl
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y partir de ahi, porque, si sacamos logaritmos:

2logz=1logx + logy
de donde:

)z _ o ¥
z X y

lo que da 6z/z, como se requeria.

b) Cocientes

Estos se pueden tratar como productos, en los cuales algunas de las potencias
son negativas. Como antes, el valor maximo de oz se obtendra despreciando
los signos negativos de la diferencial y combinando todos los términos en for-
ma aditiva.

Si se encuentra una funcion distinta a las ya enumeradas, funciona por lo
general alguna forma de diferenciacion. Con frecuencia es conveniente dife-
renciar una ecuacion en forma implicita, evitando asi €l requisito de calcular
explicitamente la cantidad desconocida en funcion de las otras variables. Por
ejemplo, consideremos la ecuacion para lentes delgadas:

1 1 1
._=_+_.

f o i

en donde la distancia focal f es funcion de las cantidades medidas la distancia
al objeto o y la distancia a la imagen i. Podemos diferenciar la ecuacion impli-
citamente, y obtenemos:

df _ do di

f‘Z 02 t-z

Es posible ahora calcular de manera directa df/f, y con mas facilidad que si se
escribe f explicitamente como funcion de o e i y se diferencia. De esta forma
podemos preparar una formula para la incertidumbre en la que se pueden in-
sertar directamente todas las incognitas. Aseglrese de que se usen los signos
adecuados para que todas las contribuciones a la incertidumbre se sumen para
dar los limites extremos de posibilidad del resultado.

Cuando la funcién sea tan grande y complicada que no se pueda obtener
un valor general de 8z, siempre podemos tomar los valores medidos x,, Yy, €tC.,
y encontrar z,. Podemos entonces trabajar con dos resultados diferentes, uno
utilizando los valores numéricos propios de xy + 8x, g + 8y (0 ¥y — 0, siesel
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adecuado), etc., para obtener uno de los valores extremos de z, y el otro utili-
zando x, — dx, etc. Esos dos valores corresponderan a los limites de z, y asi sa-
bremos el valor de 6z.

2—10 COMPENSACION DE ERRORES

Puede darse una situacion especial cuando se trata con variables compuestas.
Consideremos, por ejemplo, la relaciéon bien conocida para el angulo de minima
desviacion D,, de un prisma con indice de refraccion # y angulo al vértice A:

sens(A + D,,)
n _
sens A

Si A y D,, son variables medidas con incertidumbres 64 y 6D,,, la cantidad n es
el resultado requerido, con una incertidumbre éx. No obstante, seria falaz cal-
cular la incertidumbre en A + D,,, luego en sen %(A + D,.), y combinarla con
la incertidumbre en sen 4 A, tratando Ia funcién como un cociente de dos va-
riables. Eso se puede ver considerando el efecto en # de un incremento en A.
Tanto sen % (A + D,) como sen %A aumentan, y el cambio en » no es en con-
secuencia tan grande. La falacia consiste en aplicar los métodos de las secciones
precedentes a variables que no son independientes (como son 4 + D, y A). El
remedio seria reducir la ecuacion a una forma en la que todas las variables sean
independientes, o bien regresar a los principios basicos y usar directamente la
ecuacion 2-2. Los casos que tienen que ver con errores gue se compensan deben
de vigilarse con cuidado, ya que pueden, si se tratan en forma incorrecta, dar lu-
gar a errores en los calculos de incertidumbre que son dificiles de detectar.

2—11 CIFRAS SIGNIFICATIVAS

Como los calculos tienen tendencia a producir resultados que consisten en largas
filas de nimeros, debemos de tener cuidado de citar el resultado final con sensa-
tez. Si, por ejemplo, se nos da el voltaje a través de un resistor como 15.4 * 0.1 V,
y la corriente como 1.7 * 0.1 A, podemos calcular el valor de la resistencia.
La razdén V/I que sale en mi calculadora es 9.0588235 ohms. (Es ésta la respues-
ta correcta?, claro que no. Un breve célculo demuestra que la incertidumbre ab-
soluta en la resistencia es cercana a 0.59 ohms. Asi que, si las primeras dos cifras
decimales del valor calculado son inciertas, es claro que ¢l resto carece de senti-
do. Una afirmacion como la de que R = 9.0588235 * 0.59 ohms es, por lo tan-
to, absurda. Debemos de dar nuestros resultados de manera tal que la respuesta
y su incertidumbre sean consistentes, p. ej.: R = 9.06 * 0.59 ohms.
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Pero, ;esta afirmacion es realmente valida? Recuerde que las incertidum-
bres citadas originalmente para V e J tenian el valor de * 0.1, que contiene una
cifra significativa. Si no conocemos esas incertidumbres con mayor precision, no
tenemos derecho a atribuirle dos cifras significativas a la incertidumbre en R.
Nuestro enunciado final, valido y consistente en si mismo es, por lo tanto, R =
9.1 = 0.6 ohms. Sélo si tuvieramos verdaderas razones para creer que nuestra
incertidumbre original era exacta hasta la segunda cifra significativa, podriamos
pretender hasta dos cifras significativas en la incertidumbre final y un valor cal-
culado que corresponda con mas precision a R. En terminos generales, debemos
estar seguros de que los valores dados a la incertidumbre sean consistentes con la
precision de las incertidumbres basicas, y que el niimero de cifras que se dan . en
el resultado final sea consistente con su incertidumbre. Debemos de evitar las
afirmaciones del tipo z = 1.234567 * 0.1 0z = 1.2 + 0.000001.

PROBLEMAS

1. Al usar un metro de madera para medir la longitud de mi escritorio. Estoy seguro de
que ¢s no menos de 142.3 cm y no mas de 142.6. Enuncie esta medicion COmo un va-
lor central * incertidumbre. ¢Cual es la incertidumbre relativa de ia medicién?

2. Alieer un voltimetro y un amperimetro de aguja y escala, y evaltuo visualmente el
margen de incertidumbre. Estoy seguro de que la lectura del amperimetro esta entre
1.24 v 1.25 A, y la del voltimetro entre 3.2 y 3.4 V., Exprese cada medida como un
valor central T incertidumbre, y evalie la incertidumbre relativa de cada medicion,

3. Un reloj digital da una lectura de la hora de 09:46. ;Cual es la incertidumbre abso-
luta de la medida?

4. Si se puede leer un metro de madera con una incertidumbre absoluta de * 1 mm,
¢cual es la distancia mas corta que puedo medir para que la incertidumbre relativa
no ¢xceda el a) 1%, b) 5%°?

5. Alusar un termometro graduado en % grado Celsius para medir la temperatura del

aire exterior. Medida con una aproximacion de % de grado, la temperatura de ayer
fue de 22.4°, v la de hoy es de 24.8° Celsjus. ¢Cual es la incertidumbre relativa en la
diferencia de temperaturas entre ayer y hoy?

6. El reloj del laboratorio tiene un segundero que se mueve por pasos de un segundo.
Lo uso para medir un cierto intervalo de tiempo. Al principio del intervalo marcaba
las 09:15:22 (horas:minutos:segundos), v al final las 09:18:16. Cual es la incerti-
dumbre relativa del intervalo medido?
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10.

11.

12.

13.

4.

En el escritorio mencionado en el problema 1, se mide el ancho, y se esta seguro de
que la medida cae entre 78.2 y 78.4 cm. (Cual es la incertidumbre absoluta en el
area calculada de la cubierta del escritorio?

. Al medir la resistencia de un resistor, la lectura del voltimetro era de 15.2 T02v,

y la lectura de] amperimetro era de 2.6 * 0.1 A. ;Cual es 1a incertidumbre absoluta
de la resistencia calculada usando la ecuacion R = V/I?

Un péndulo simple se usa para medir la aceleracion de la gravedad, usando 7 = 27
VI/g. El periodo 7 medido fue de 1.24 + 0.02 seg y la longitud de 0.381 1 0,002 m.
¢Cual es el valor resultante de g con su incertidumbre absoluta y relativa?

Un experimento para medir la densidad ¢ de un objeto cilindrico utiliza la ecuaciéon
d = m/wr¥, en donde:

N = masa = .029 £ 0.005 kg
r = radio = 82X 0.1 mm
{ = longilud = 154 £ 0.} mm

¢Cual es la incertidumbre absoluta del valor calculado de la densidad?

La distancia focal, f, de un lente delgado se va a medir usando la ecuacion 1/0 +
1/i = 1/f, en donde:

0 distancia al objeto 0.154 £ $.002 m
i = distancia a la imagen = 0.382 1+ 0.002 m

I
1

;Cual es el valor calculado de la distancia focal, su incertidumbre absoluta y su in-
certidumbre relativa?

Una rejilla de difraccion se usa para medir la longitud de onda de la luz, usando la
ecuacion d sen # = . El valor medido de 6 es de 13° 34’ * 2. Suponiendo que el
valor de d es de 1420 x 10~ my que se puede ignorar su incertidumbre, ;cual ¢s la
incertidumbre absoluta y la relativa en el valor de \?

Se da un valor como 14.253 T 0.1. Reescribalo con el nimero adecuado de cifras
significativas. Si el valor se diera como 14,253 T 0.15, ;como deberia de escribirse?

Se da un valor como 6.74914 T 0.5%. Entincielo como un valor T incertidumbre
absoluta, ambos con el nimero adecuado de cifras significativas.



3—1

Estadistica de la
observacion

INCERTIDUMBRE ESTADISTICA

En el capitulo anterior nos ocupamos de las mediciones en las cuales la incerti-
dumbre podia estimarse usando un criterio personal. En ellas, suponiendo que
hayamos juzgado la situacion con exactitud, la medicién sistematica debera
producir resultados coherentes. A veces, no obstante, la medicion reiterada
conduce a resultados claramente diferentes. Por ejemplo, si usamos un
contador y registrador electronico Geiger para medir la actividad de una
fuente radiactiva, y decidimos obtener, para una configuraciéon dada, la
cantidad de particuias en un intervalo de 10 segundos, encontrariamos que los
resultados obtenidos al contar varios intervalos sucesivos de 10 segundos no
son iguales. Podemos encontrarnos con la misma situacion en mediciones que
implican un discernimiento visual. Si, por ejemplo, queremos encontrar la
imagen formada por una lente delgada, acaso no seamos capaces de determi-
nar la posicion de la imagen con suficiente exactitud como para obtener, en
forma repetida, la misma lectura en un buen medidor de alta precision. Ya sea
qgue la fluctuacion resulte inherente al sistema sujeto a investigacion (como en
la fuente radiactiva, donde la fluctuacion surge de la naturaleza esencial de la
desintegracidon radiactiva espontanea), o que provenga de nuestras dificultades
para efectuar la medicion, debemos aprender a hacer afirmaciones sensatas
sobre mediciones que muestren variaciones de este tipo.

cQué clase de afirmaciones sera posible hacer? Ya no podemos, como
antes, aseverar al tenor de “*Estoy practicamente seguro de que la respuesta se

26
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halla en el intervalo. . .””. De hecho, haciendo a un lado por completo la
imposibilidad de obtener respuestas ‘‘correctas’, encontraremos que la difi-
cultad estriba no tanto en la elaboracion de respuestas razonables, sino en
saber qué preguntas inteligentes hacer. Descubriremos entonces que las unicas
preguntas sensatas implican, como al principio, intervalos en nuestra escala de
valores: esta vez, empero, interpretados en términos de probabilidad y no
de certidumbre. Nuestra btisqueda de una solucion sera indudablemente
prolongada, mas, al cabo, la respuesta resultara sencilla y elegante.

Para iniciar nuestra indagacion, volvamos a la situacion original. Supon-
gamos que hemos hecho una sola medicion, y que, para comprobar nuestro
trabajo, hemos efectuado esta medicion por segunda vez y obtuvimos un
resultado diferente. ;Qué se supone que debemos hacer? No podemos, en
modo alguno, afirmar que una es *‘correcta’ y la otra “‘errénea’”. ;Cual po-
driamos elegir como la ‘“‘correcta’’? Frente a esta ambigiiedad, la reaccion
natural seria intentarlo una tercera vez, con la esperanza, quizas, de que la
tercera medicion confirme una u otra de las dos primeras. Muy probablemente
ésta no sea tan complaciente, y simplemente aumente ain mas la confusion al
ofrecer una tercera posibilidad. Enfrentados a esta complejidad creciente,
podriamos resolver seguir efectuando mediciones para ver qué sucede.
Supongamos que nuesira curiosidad nos ha impulsado a realizar una cantidad
considerable de mediciones sucesivas, digamos 100, y ahora nos preguntamos:
;Cual es la respuesta? Como mencionabamos antes, €s mas significativo plan-
tearse: ;cual es la pregunta? Eso depende mucho de la aplicacion que queramos
darle a los resultados. Un fisico que mide la posicion de una imagen optica
acaso esté buscando algo que a él le gustaria considerar como la respuesta
“correcta’’. Una persona que mida la actividad de una fuente radiactiva
quizas desee emplear el resultado en forma tal que se vea obligado a
determinar la cantidad de particulas que obtendrd en un intervalo de 10
segundos el dia siguiente. Un socidlogo que efectiia una encuesta de opinion
publica tal vez quiera pronosticar el resultado de las proximas elecciones, etc.
No hay una sola pregunta ni una respuesta tnica. El tratamiento que demos a
nuestros resultados fluctuantes dependera de las circunstancias. Consideremos
ahora algunas de las posibilidades.

3—2 HISTOGRAMAS Y DISTRIBUCIONES

Supongamos que hemos efectuado ya 100 mediciones de cierto parametro y
que ahora debemos dar a conocer nuestros resultados. La primera respuesta a
la pregunta ;Qué se obtuvo?, es la contestacion mas bien inadecuada de ‘“‘Eje-
cuté la medicion 100 veces, y aqui estan los 100 resultados”. Esto quiza no
tenga errores, pero dificilmente resultara atil. A nuestro auditorio se le hara
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dificil encontrarle sentido a una simple lista de n(imeros y, naturalmente surgiran
preguntas tales como: ;Hay alguna regularidad en los resultados?, jalguno de
etlos aparece con mas frecuencia que los demas?, etc. A fin de mostrar las
caracteristicas de las mediciones con mas claridad, valerse de algin txpo de
presentacion grafica resultaria, sin duda, muy util.

Una forma com(n de presentacion es el histograma. Para construir este
diagrama, se divide la escala sobre la cual se extienden las mediciones en interva-
fos, y se determinan los resultados que corresponden a cada intervalo. Se grafi-
can luego estas cantidades en una escala vertical, en funcion de los mtervalos
mismos. Es conveniente usar un dlagrama de barras para 1nd1car los grupos de
resultados lo cual resultara similar a la figura 3-1. De inmediato, nuestra

Tabla 1
85 109 114 12t 127 131
92 109 114 121 127 132
96 110 114 122 127 133
97 110 115 122 127 134
97 11 116 122 128 134
97 m 116 122 128 134
100 11 116 122 128 134
101 111 17 123 128 135
101 11 117 123 128 136
102 112 118 123 128 137
102 112 118 123 130 137
103 112 119 123 130 137
103 113 119 124 130 144
105 113 120 124 130 148
106 113 120 124 130 149
106 113 120 125 130
107 113 120 125 131
108 113 121 125 131
108 114 121 126 131
40 —
30 |
K
Q
o
g 20 -
L —
10
| | i :—‘ 1

20 40 60 80 100 120 140 160

Valor

Figura 3-1 Un conjunto de observaciones v su histograma.
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comprension de las mediciones mejora enormemente, pues ahora podemos
apreciar de un solo vistazo como se distribuyen los valores a lo largo de la esca-
la. Esta distribuciOn es la clave para una interpretacion satisfactoria de las me-
diciones. Normalmente encontramos que los resultados tienden a presentarse
con mas frecuencia en la mitad del rango, y si la situacion es asi y no estamos
en posibilidad de hacer ninguna otra afirmacion sensata, siempre podremos
consolarnos con aseverar simplemente que las observaciones tienen una ‘‘ten-
dencia central’’. Eso puede ser suficiente, y una vez que hallamos desarrollado
el histograma, podremos dar por concluida esta fase de nuestro trabajo.
Muchos resultados de procesos de medicion se presentan con sencillez median-
te el histograma correspondiente. Gracias a eéste, el lector puede apreciar la
distribucion y sacar sus propias conclusiones.

3—3 VALORES CENTRALES DE LAS DISTRIBUCIONES

A menudo, sin embargo, queremos ir mas lejos y, a guisa de sustituto del his-
tograma completo, deseamos encontrar alguna forma abreviada de describir la
distribucion sin tener que mostrar efectivamente el diagrama completo. Pode-
mos, por tanto, buscar respuestas a preguntas como: ;Qué resultado particu-
lar caracteriza mejor al grupo de observaciones en su totahdad" Hay varios va-
Tores p051bles para esta de31gnac1on y escogemos uno de ellos, con base en el
uso futuro que daremos a la informacion. Las diferentes posibilidades son:

8] Lsmoda

La mayoria de las distribuciones tienen un punto maximo o pico cerca del cen-
tro 81 _ese plco esta blen dgij_lt do el valor sobre la escala horizontal en que
chrre se liama moda de a dlstnbuuon Slempre que queramos llamar la aten-
cion sobre esta concentracion central de nuestros valores medidos, menciona-
mos el valor modal. A veces una distribucion tendra dos puntos maximos; en
este caso la denominamos distribucion bimodal y sefialamos los dos valores

modales.

b] La medlana

Si colocamos_todos nuestros resultados en orden numérico y los. dividimos.a
la mitad en dos partes, Jguales el valor correspondleme a esta linea divisoria
se llama medlana Como es obvio que las areas bajo lad graficas de distribu-
¢cion representan grupos de observaciones (la barra de la izquierda de la figura
3-1 representa 5 observaciones; la segunda de la izquierda 9; por tanto las dos
juntas representan 14, y asi sucesivamente), la mediana. ¢s aquel valor.cn ¢l el

cual una linea vertical divide a la distribucion en dos partes de area equivalen-
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tcs. La mediana suele citarse a menudo en la investigacion sociologica; se
habla, por ejemplo, de la mediana de los salarios de ciertos grupos de emplea-
dos, etc.

c) _L_Ei media

e

El tercero de los valores comunmente citados es el conocido promedio o me-

como

| |
\ X= ?}V—x (3-1)

Mas adelante veremos que, para nuestros propositos, la media es la mas atil de
las tres cantidades que hemos definido.

Notese que, para una distribucion simétrica, la media, la mediana y la
moda coinciden todas en el centro de la distribucion. Si, por otra parte, la dis-
tribucioén no es simétrica, cada una tendra un valor diferente. Para el histogra-
ma que aparece en la figura 3-1, los valores de la media, la mediana y la moda
se muestran en la figura 3-2, que ilustra su relacion con la distribucion. Si la
distribucion es marcadamente asimétrica, la diferencia entre la moda, la me-
diana y la media puede ser sustancial. Considere, por ejemplo, la distribucion
del ingreso familiar en un pais dado. La presencia de millonarios, aunque sean
relativamente pocos, tiene un efecto sobre la media que contrarresta a muchos
miembros de la poblacion en el extremo inferior de 1a escala de salarios. De es-
ta manera, la moda y la media difieren sustancialmente. Este ejemplo ilustra el
cuidado que se requiere para interpretar las estadisticas que se manejan. Habi-
tualmente, las personas que emplean datos estadisticos suelen hacerlo en la
forma que mas conviene a sus propositos especificos.

3—4 AMPLITUD DE LAS DISTRIBUCIONES

Consideremos ahora otra cuestion: (En qué medida nuestro valor elegido re-
presenta a la distribucion en su conjunto? Esto es, CUAn seguro resulta usar un
solo valor. como sustituto de toda la distribucion? Ahora no podemos justifi-
car los procedimientos que a continuacion se describiran. En su lugar, con-
fiaremos en la intuicion de que, cuanto mas amplia sea la distribucion, menor
sera la importancia que podamos asignar a cualquiera de los tres valores cen-
trales. Por otra parte, cuanto mas estrecha sea la distribucion, tanto mas auto-
rizados nos sentiremos a confiar en la media, la moda o la mediana como los
valores representativos de la distribucion.
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Figura 3-2 La relacion entre un histograma y su media, mediana y moda.

Formulemos, pues, una cantidad que sera una medida de la amplitud de
la distribucion. Podriamos inventar muchas de tales cantidades, pero, por ra-
zones de las que no es preciso ocuparnos por ahora, determinaremos una can-
tidad de uso casi universal. Definimos la desviacion estandar de la distribucion
S, como St .

e TR e

_ 2> (E - x,-)z
s = T (3-2)

1
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La definicion es hasta cierto punto arbitraria porque, al definir una medida de
la amplitud de la distribucién, pudimos haber escogido otras potencias de la
cantidad & — x,), y empleado otros denominadores. Hay, sin embargo, varias
razones para esa eleccion; estas razones y la importancia de la desviacion es-
tandar se aclararan en breve.

Aqui podemos hacer una pausa para resumir el progreso alcanzado has-
ta ahora. Si hemos hecho ya mediciones sucesivas de una cantidad dada y
queremos establecer el resultado en términos numéricos, tenemos varias op-
ciones al respecto: a) desarrollar el histograma correspondiente; b) dar la mo-
da, la mediana, o la media como parametros de la localizacion de la distribu-
cion, y ¢) considerar la desviacion estandar como medida de la confianza que
podemos tener en los resultados. A veces dejamos el resultado de un proceso
de medicion en esta forma; las cantidades involucradas se entienden universal-
mente, y el procedimiento es aceptable.

Para nuestro prop0sito actual, buscamos una interpretacion cuantitativa
mas detallada de los valores citados.

3—5 IMPORTANCIA DE LA MEDIA Y LA DESVIACION ESTANDAR

En esta seccion y las siguientes, por razones que resultaran claras mas adelan-
le, pasaremos por alto la moda y la mediana y nos restringiremos a la interpre-
tacion numeérica de la media y la desviacion estandar. Ya que la presencia de
fluctuaciones al azar nos ha privado de la oportunidad de identificar un inter-
valo realista dentro del cual podemos estar seguros de que s¢ encuentra nuestro
valor buscado, debemos cambiar nuestras expectativas del proceso de medi-
cion. Como hemos dicho antes, no es tanto cuestion de obtener respuestas ra-
zonables a las preguntas que nos hacemos, sino como el saber qué preguntas
inteligentes cabe hacer. Especificamente, por supuesto que no tiene sentido
preguntar: ;Cual es la respuesta correcta? Ni siquiera es razonable plantearse:
Después de cien observaciones de este parametro, ;qué obtendré en la proxima
medicion? Las (inicas preguntas sensatas tienen que ver no con la certeza, sSino
con la probabilidad, y son varias las interrogantes distintas que cabe hacer so-
bre probabilidades.

Podriamos preguntar, por ejemplo: ;cual es la probabilidad de que el re-
sultado 101 forme parte de un cierto intervalo de valores en nuestra escala? Es-
ta es una pregunta inteligente, y con base en ella pueden concebirse facilmente
varias respuestas razonables. Si, por ejemplo, de nuestras 100 mediciones ori-
ginales, una cierta porcion de los resuitados queda incluida en ese intervalo
particular, podriamos, con todo derecho, elegir esa fraccion como el indice de
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probabilidad que buscamos. Esa no seria una suposicion aventurada, y bien
podriamos proponer una descripcion normalizada de nuestra distribucion con-
siderando la porcion de la totalidad de mediciones efectuadas que corresponde
a un intervalo especificado, como x + S. Esto transmitiria satisfactoriamente
informacion sobre nuestro conjunto de observaciones a otras personas, pero
surge un problema mayor cuando descubrimos que nuestros resultados de pro-
babilidades estan especificamente relacionados con nuestro histograma en par-
ticular. Si tuviéramos que efectuar otra serie de 100 observaciones mantenien-
do todas las condiciones igual que al principio, con la esperanza de obtener
el mismo histograma, quedariamos decepcionados. El nuevo histograma no
coincidiria con el primero con exactitud. Podria tener caracteristicas generales
semejantes con respecto a su localizacion y amplitud, pero su estructura de-
tallada no seria la misma que antes, y por tanto obtendriamos respuestas dife-
rentes a preguntas sobre probabilidades.

.Como, entonces, encontraremos respuestas a nuestras interrogantes de
modo tal que aquéllas revistan cierta importancia cuantitativa ampliamente
comprendida? Una solucion consiste en desistir describir nuestro histograma
en particular y empezar a hablar sobre distribuciones tedricas definidas. Estas
pueden no ser claramente significativas para nuestro conjunto particular de
observaciones, pero ofrecen la enorme ventaja de que, como son construc-
ciones teoricas definidas, tienen propiedades que son definidas, constantes, y
ampliamente comprendidas. Muchas de esas distribuciones teoricas se han de-
sarrollado para propositos especiales, pero aqui nos ocuparemos de una sola:
la distribucion Gaussiana o ‘‘normal’’.

La distribucion de Gauss se utiliza para interpretar muchos tipos de me-
diciones fisicas, en parte debido a que las circunstancias mecanicas de muchas
mediciones fisicas guardan estrecha correspondencia con los fundamentos ted-
ricos de la distribucion Gaussiana, y en parte porque la experiencia demuestra
que la estadistica Gaussiana si proporciona una descripcion razonablemente
exacta de muchos sucesos reales. Solo para otro tipo comiin de mediciones
fisicas es mas apropiada otra distribucion: al obsertar fenémenos como la de-
sintegracion radiactiva debemos emplear la distribucion conocida como distri-
bucion de Poisson, pero, aun en casos como éste, la diferencia con la
estadistica de Gauss resulta significativa solo en niveles de muy bajas ocurren-
cias. Puede ahondarse en la estadistica de Poisson en libros que se ocupen de mé-
todos experimentales de la fisica nuclear o la de alta energia. A excepcion de
estos casos especiales, podemos sentirnos razonablemente seguros de que la es-
tadistica Gaussiana puede aplicarse con provecho a la mayoria de las medicio-
nes reales. Sin embargo, debemos recordar siempre que, a menos que efectiva-
mente comprobemos que nuestras mediciones corresponden a una distribucion
de Gauss, estamos dando por hecho que la estadistica Gaussiana es aplicable y
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que, por lanto, debemos mantenernos alerta frente a cualquier evidencia que
invalide esta hipotesis,

3—6 DISTRIBUCION DE GAUSS Y MUESTREO

Aun cuando, para utilizarla con provecho, no hace falta saber mucho sobre los
origenes de la distribucion de Gauss, es interesante saber por qué su deduccion
le confiere especial importancia para muchas mediciones fisicas. La distribu-
cion de Gauss puede deducirse a partir de la hipotesis de que la desviacion total
de una cantidad medida x, respecto de un valor central X, es la resultante de
una gran cantidad de pequeiias fluctuaciones que ocurren al azar. Para cons-
truir un modelo sencillo de esta situacidon, supongamos que hay m de esas
contribuciones a la desviacion total, cada una de igual magnitud a, y con la
misma probabilidad de ser positiva o negativa. Si repetimos el proceso de me-
dicion muchas veces, obtendremos un conjunto de valores que van de X +
ma, para una observacion en la que todas las fluctuaciones resultan ser positi-
vas simultaneamente, a X — ma, si todas ocurren en sentido negativo. Para
una suma aleatoria como ésta, de cantidades positivas y negativas (como en la
‘“‘caminata al azar’’), puede demostrarse que la suma mas probable es cero, lo
que significa que los valores mas comunes de x estan en la vecindad de X. Por
tanto, la curva de distribucién tiene un valor maximo hacia la mitad, es si-
meétrica, y decae suavemente a ceroenx = X + mayx = X — ma. Si este
concepto se lleva al caso limite en el que un nimero infinito de desviaciones in-
finitesimales contribuyen a la desviacion total, la curva tiene la forma que se
muestra en la figura 3-3. Considerando a la curva exclusivamente desde el pun-
to de vista matematico por ahora, su ecuacion puede expresarse asi:

y = Ce X2 (3-3)

Aqui la constante C es una medida de la altura de la curva, ya que y = C para
x = X, en el centro de la distribucion. La curva es simétrica alrededor de x =
X vy tiende a cero asintoticamente. Es obvio que la cantidad 4 determina la
amplitud de la curva, ya que sdlo es un multiplicador en la escala x. Si /4 es
grande, la curva es estrecha y alta en relacion a su amplitud; si es pequeiia, la
curva es baja vy ancha. La cantidad 4 sin duda debe de estar relacionada con
la desviacion estandar ¢ de la distribucion, vy se puede demostrar que la relacion
en cuestion es

1
g = m (3—4)

(Emplearemos letras latinas, por ejemplo S para la desviacion estandar, para
las cantidades asociadas con conjuntos finitos de observaciones reales; y letras



SEC. 3—7 RELACION ENTRE LA DISTRIBUCION DE GAUSS Y LAS... 35

ﬂ/ h grande, o pequefia
B /-\

Q

c

Qo

3

Q

@

L h pequena, o grande

X x

Figura 3-3 La curva de distribucién Gaussiana.

griegas, como g, al referirnos a distribuciones definidas, o a un “‘universo’ de
observaciones, seglin se describe en la seccion 3-7.)

Ahora que tenemos una ecuacion definida para la distribucion, toda la
ambigiiedad original sobre la interpretacion de la desviacion estandar en térmi-
nos de probabilidad desaparece, y tenemos valores definidos, unicos y perma-
nentes. Por ejemplo, el area incluida dentro del intervalo X + o para una
distribucion Gaussiana es de 68%, y dentro del intervalo X = 2o es de 95%, ¢
igual ocurre para todas las distribuciones Gaussianas. La relacion entre los va-
lores de o y las dreas bajo la curva de distribucion normal se muestra en la figu-
ra 3-4 con las lineas verticales trazadas a intervalos de 1oy 20 a partir del valor
central. Es muy conveniente contar con valores definidos como éstos, porqgue.
podemos afirmar sin lugar a dudas que cualquier valor particular en un con-
junto Gaussiano tiene una probabilidad del 68% de estar incluido en el inter-
valo X = ¢, y una probabilidad del 95% de caer dentro de X + 2¢. Enelapén-
dice 1 se encontrara una explicacion mas detallada de las propiedades matema-
ticas de la distribucion Gaussiana.

3—7 RELACION ENTRE LA DISTRIBUCION DE GAUSS Y LAS
OBSERVACIONES REALES

Los resultados ofrecidos en la seccidén anterior proporcionan métodos itiles y
precisos para interpretar las medias y las desviaciones estandar, pero los problemas
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20 1o X 1o 20

Figura 3-4 La relacion de 1o y 20 con los limites de la distribucion Gaus-
siana.

surgen cuando empezamos a aplicar esas 1deas a las mediciones reales. Indices
como el 68 y el 95% se refieren a una construccion teodrica, la distribucion de
Gauss, y todo lo que tenemos es una, 0 unas cuantas observaciones reales de la
cantidad deseada. Para empezar, no tenemos forma de saber qué distribucion
Gaussiana, con sus respectivos valores de X'y g, es adecuada para nuestras ob-
servaciones. Asi pues, ;qué debemos hacer? La respuesta reside en un concepto
que sirve de puente entre el mundo de las construcciones tedricas y el de las me-
diciones reales. Para un instrumento o para un proceso de medicion, procede-
mos a inventar el concepto del copjunto infinito de observaciones que podrian
hacerse con él. Por supuesto, por razones bastante obvias, ese niamero infinito
de observaciones nunca se llevara a cabo, pero el concepto nos permite in-
terpretar nuestras mediciones reales. Esta construccion se denomina el ‘‘uni-
verso’’ o “‘poblacion’’ de esa medicion eén particular. Una vez que hemos efec-
tuado, digamos, 100 observaciones con nuestro instrumento del caso, tenemos
la tendencia a creer que no existe nada mas que nuestros 100 valores. Debe-
mos, en cambio, invertir nuestra forma de pensar y considerar a nuestro con-

junto_de aobservaciones como una ‘‘muestra’” del universo o poblacion infini-
tamente grande de las observaciones que podrian llevarse a cabo. Este universo,
con todo, permanecera siempre inaccesible para nosotros; jamas conoceremos
su distribucion total o su media o desviacidon estandar correspondientes.
Nuestra tarea, entonces, consistira en desarrollar inferencias a partir de estas
caniidades basadas en las propiedades claramente conocidas de nuestra
muestra.
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Desde que estamos haciendo supuestos con base en varias bien definidas
hipotesis. En primer lugar, daremos por sentado que la distribucion del univer-
$O en cuestion es Gau351ana y llamaremos X asumediay o a su desviacion es-
tandar Esta suposicion nos permite hacer afirmaciones como ésta: si efec-
tuamos una sola medicion con nuestro equipo, ésta tiene una probabilidad del
68% de estar incluida en X = o, y una probabilidad del 95% de formar parte
de X + 2¢. Esta parece una proposicion alentadoramente exacta y explicita,
pero adolece de un defecto abrumador: no sabemos (ni jamas sabremos) cuales
son los valores de X'y o. En otras palabras, el hacer una sola observacién de un
parametro sujeto a fluctuacion al azar, no habremos ganado practicamente
nada. Solo podremos afirmar que nuestro valor tiene una probabilidad del 68%
de estar incluido en algo y a cierta distancia de algo mas, lo que no es de gran
utilidad. Nuestra (nica esperanza radica en obtener alguna informacion, aun-
que sea dudosa, acerca de la distribucién del universo en cuestion. Como ya
hemos afirmado, jamas podremos determinar la distribucion del universo con
toda exactitud, porque eso requeriria de un niamero infinito de observaciones.
Soélo podemos confiar en que, si repetimos nuestro proceso de medicion razo-
nablemente para obtener una muestra del universo, esta muestra nos permitira
hacer alguna estimacién de los parametros del universo en su totalidad.

Puesto que estamos partiendo de la premisa basica de que la distribucion
del universo es una funcion matematica definida (ya sea Gaussiana o de algin
otro tipo, también bien- deflmda), podemos evaluar matematicamente las pro-
piedades de las muestras con respecto a las del universo de observaciones indi-
viduales. Aqui enunciaremos simplemente estas propiedades sin demostrarlas.
Se recomienda al lector interesado en la deduccidn matematica de estos resul-
tados que consulte a los textos tradicionales de estadistica, en donde encontra-
ra secciones que tratan de la teoria del muestreo.

Las propiedades de las muestras se aclaran si consideramos el concepto
de muestreo repetido. Consideremos que hemos hecho 100 observaciones con
cierto dispositivo. Esta sera nuestra primera muestra. Calculemos ahora su
media y su desviacion estandar y anotémoslas. Efectuemos a continuacion
otro conjunto de 100 observaciones y anotemos su media v su desviacion es-
tandar correspondientes. Repitamos el proceso hasta tener un nimero infinito
de muestras, cada una con su propia media y desviacion estandar, grafiquemos
luego las curvas de distribucion de las medias y las desviaciones estandar res-
pectivas. Por supuesto que nunca llevaremos a cabo un proceso como éste con
observaciones reales, pero, conociendo la funcibn matematica representativa
de nuestro universo original de observaciones aisladas, podemos simular mate-
maticamente ese muestreo repetido, y deducir asi las propiedades de las mues-
tras en comparacion con las del universo original de observaciones particula-
res. Los resultados de tales calculos de la distribucion de medias y desviaciones
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estandar de las muestras pueden apreciarse en las figuras 3-5y 3-6, y se explica-
ran mas ampliamente en las secciones siguientes.

Observaciones aisladas

Medias de las muestras

Frecuencia

o . x
[+ 9 g

Figura 3-5 Curva de distribucion de observaciones aisladas y medias de la
muestra. (Notese que la escala vertical de las dos curvas no es la misma. Se
han graficado con un valor maximo comin, solamente para propositos de
ilustracion.)

3-8 MEDIA DE LA MUESTRA Y DESVIACION ESTANDAR DE LA MEDIA

Si la distribucion del upiverso.de observaciones aisladas s Gaussiana, la teoria
del muestreo indica que.la distribucion de las medias de la mugstra también cs
Gaussiana, Ademas, la distribucion de medias de la muestra tiene otras dos
propiedades muy importantes. Primera: estd centrada en X, el centro de la
distribucion original de observaciones individuales; segunda: es mas estrecha
que la distribucion original. Esa es rechez es muy significativa, porque demues-
tra de inmediato la mejoria e~ precision derivada de las muestras, en compara-
cion con las observaciones aisladas; las medias de las muestras se agrupan con
mayor densidad alrededor de la niedia dei universo que en el caso de las obser-
vaciones aisladas. La dispersion reducida de las medias de las muestras se
representa con un parameiro muy importante: la desviacion estandar de la
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T Os

Frecuencia

g s

Figura 3-6 La distribucién de desviaciones estandar de la muestra.

distribucion de medias de las muestras. Este parametro se denomina la des-
viacion estandar de la media, y su valor es

ag

a-m=_——
VN

H
donde N es la cantidad de observaciones de la muestra. Asi pues, una muestra
en particular tiene un 68% de probabilidad de estar incluida en el intervalo X
t g,, y un 95% de probabilidad de formar parte del intervalo X £ 2¢,,. Es-
tos intervalos son mas pequefios que los correspondientes a observaciones
aisladas, y proporcionan una medida cuantitativa de la precision mejorada que
es posible lograr con el muestreo.

(3-5)

Obsérvese que la proposicion sobre medias de las muestras, si bien es pre-
cisa, atin no nos sirve de mucho, pues todavia incluye los parametros descono-
cidos X y . La resolucion de esta dificultad y la importancia de la desviacion
estandar de la muestra se pondran en claro muy pronto. Mientras tanto, fije-
mos brevemente nuestra atencidon en la otra propiedad importante de las
muestras: la distribucion de las desviaciones estandar de las muestras.

3—8 DESVIACION ESTANDAR DE LA MUESTRA

Las desviaciones estandar de la muestra corresponden también a una distribu-

[P

cion Gaussiana, cuyo centro constituye la desviacion estandar del universo, o.
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La distribucion se ilustra en la figura 3-6. Sin embargo, como podra apreciarse
en seguida, la varianza de las desviaciones estandar de las muestras no nos in-
teresara tanto como la varianza de las medias de las muestras, y pospondremos
hasta la seccion 3-11 un analisis adicional de la varianza de las desviaciones es-
tandar de las muestras.

3—10 APLICACION DE LA TEORIA DE MUESTREO A LAS
MEDICIONES REALES

Las propiedades de la muestra que acabamos de presentar son muy interesan-
tes, pero, ;como pueden ayudarnos si no tenemos acceso a las distribuciones
reales, ya sea para las medias o para las desviaciones estandar de las muestras?
Tenemos una muestra aislada con su media y su desviacion estandar, y ningu-
na idea respecto de como se relacionan éstas con los valores del universo del
caso. Nuestro problema, por tanto, consiste en encontrar una relacion entre los
resultados tedricos y las propiedades de las muestras que nos permitan inferir
las propiedades del universo a partir de los valores de la muestra. Como es ob-
vio, no podemos esperar obtener una informacion exacta. ‘Ademas, debemos
partir_de una premisa basica, evidentemente imprecisa: suponemos gue
nuesiro unico paririetro, la desviacion estandar de la muestra, nos_propor-
ciona, a su vez, el parametro de la desviacion estandar del universo respectivo.
De hecho, puede demostrarse que la ““mejor estimacion’ de la desviacion es-
tandar del universo esta dada por la cantidad

Vo1 (3-6

Esta difiere s6lo un poco de nuestro valor original de la desviacion estandar
para un conjunto dado de observaciones. La N en el denominador de la expre-
sion original se ha cambiado por N — 1,y la diferencia entre las dos cantida-
des, obviamente, resulta significativa sblo para valores pequeilos de N. De
aqui en adelante, cuando hablemos de la desviacion estandar de una muestra,
daremos por sentado que estamos usando la ecuacion en esta nueva forma, y
que en realidad estaremos considerando la ‘‘mejor estimacion’’ del valor del
universo, o.

Admitiendo a nuestra desviacion estandar de la muestra como la mejor
estimacion de o, estamos ahora en condiciones de hacer una clara proposicion
sobre nuestra muestra aislada. Podemos reformular la ecuacion 3-5 y definir

‘QS——S— (3-7
R/ 7

i
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como la desviacion estandar de la media, que ahora es una cantidad conocida
derivada de nuestra muestra real. Ahora podemos afirmar: nuestra media de ia
muestra X tiene una probabilidad del 68% de estar incluida en X + S.., y una
probabilidad. del 95% de formar parte de X + 2S,.. Esta es una afirmacion
mas aproximada a lo que necesitamos, pero todavia no es completamente sa-
tisfactoria. Nos dice algo acerca de una cantidad que conocemos, X, en térmi-
nos de otra que ignoramos, X. En realidad necesitamos que la proposicion sea
a la inversa: queremos poder afirmar algo sobre nuestra incognita X, en térmi-
nos de una cantidad x, cuyo valor si conocemos. Por fortuna, es posible probar
que la proposicion inicial sobre probabilidades puéde mvert1rse para producir
nuestro resultado deseado. Con ello, deduciremos la proposiciéon por la cual
hemos estado trabajando desde que empezamos nuestro anilisis sobre la
estadistica de las cantidades fluctuantes. Nuestra proposicion final es: Hay
una probabilidad del 68% de que la media del universo, X, este incluida en el
mtervalo X * 8§,y del 95% de que forme parte del intervalo x * 2S,. Estaya
es, por Ultimo, una afirmacion sobre la cantidad desconocida, X, en términos
de cantidades perfectamente identificadas, Xy S... Sobre nuestra escala de va-
lores x tenemos ahora un intervalo real y conocido entre X — S..y X + S.., ¥
sabemos que hay una probabilidad del 68% de que nuestro parametro buscado
X forme parte de este intervalo.

Esta afirmacion nos proporciona la respuesta que hemos estado buscan-
do, y nos acerca tanto como es posible a la informacion exacta sobre el valor
central fijo de nuestro paramétro observado. Vale la pena familiarizarse muy
bien con los argumentos que hemos expuesto en las secciones anteriores; ¢l
proceso de medicidon consiste en mucho mas que simplemente hacer unas cuan-
tas observaciones y ‘‘sacar el promedio’’ s6lo porque aparentemente eso €s 1o
correcto.

3--11 EFECTO DEL TAMANO DE LA MUESTRA

En cualquier proceso de muestreo, sin duda alguna, cuanto mas grande sea
la muestra, tanto mas precisas seran nuestras afirmaciones finales. Aunque la
precision de un valor medio aumenta solo en proporcion directa a la raiz cua-
drada del nimero de observaciones de la muestra (ecuacion 3-5), de todos mo-
dos se incrementa, y las muestras mas grandes tienen medias mas precisas.
Puede haber, no obstante, restricciones de tiempo u oportunidad, y no siempre
podemos obtener muestras del tamafio deseable. En general, debera procurar-
se un acomodo entre las conflictivas exigencias de precision y de tiempo, y un
buen disefio experimental habra de tener en cuenta este arreglo en la planea-
cién preliminar. Sin embargo, en ocasiones puede ser necesario el contentar-.
nos con muestras pequefias. Frenie.a esta indeseable eventualidad, debemos
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estar conscientes de la magnitud de pérdida resultante en precision, Se da,.gn
Efimer lugar, la influencia sobre el valor de la_desviacion estandar de la media;
cuanto mas pequefia sea N, tanto mayor sera el valor de S, y mas amplio €l m
tervalo en la escala de x que tiene el 68% de probabilidad de contener el valor
X del universo. En segundo lugar, para muestras pequefas debemos tenef una

fe decreciente en el uso de la desviacion estandar de la muestra, S, como mejor

estimacion del valor ¢ del universo. Para ilustrar esto, recordemos la curva de
distribucion para la desviacion estandar de la muestra que aparece en la figura
3-6. Aqui cabe preguntarse: dada la existencia de esta distribucion, ¢cuan
buena es nuestra ‘‘mejor estimacion’’ de la desviacion estandar del universo, y
como varia ésta con el tamaiio de la muestra? La respuesta ha de basarse €n la
amplitud de la distribucion de las desviaciones estandar de las muestras, y por
tanto debemos calcular la desviacion estandar de esta distribucion, Esto s¢ de-
nomina. la desviacion estandar de la desviacion estandar. (Obviamente este
proceso, se comprende, podria aplicarse indefinidamente, pero, por fortuna,
debemos detenernos en esta etapa.) El valor de la desviacion estandar de la des-
viacion estandar, calculada matematicamente a partir de la ecuacion de la dis-
tribucion Gaussiana, €s

a

P TN - D

t
De esta manera, la amplitud de la distribucion de desviaciones estandar de la mues-

tra esta relacionada con su valor central o por el factor numérico 1/vV2(N — 1). Co-
mo cabria esperar, la exactitud de la desviacion estandar de la muestra como mejor
estimacion del valor del universo depende del tamafio de la muestra. Por ejermplo,
con un tamafio de 10, la ecuacion 3-8 revela que nuestro valor S para la muestra
tiene un 68% de probabilidad de estar incluido en un rango de =+ o/ V18, aproxima-
damente a + 0/4, del valor o del universo. En correspondencia, el intervalo que
tiene un 95% de probabilidad de contener la media de la muestra tiene una amplitud
de 0/2 respecto del valor ¢ del universo. Esto no representa una alta precision en la
medicion. Vemos, por tanto, confirmada la advertencia dada con anterioridad: los
calculos estadisticos con muestras pequefias deberan intentarse solo cuando no exis-
ta otra alternativa. A fin de proporcionar una apreciacion global de la confiabilidad
de las estimaciones de ¢ a partir de muestras de tamafio diferente, la tabla 3-1 con-

tiene algunos valores representativos de v/2(N — 1) para valores diversos de N,

(3-8)

e TR T

Esos valores se ilustran en la figura 3-7para N = 3, N = 10y N = 100. Los
limites de + 10/S se han considerado en estas curvas, las cuales ilustran, para varios
tamaiios de muestras, los intervalos en los que hay una probabilidad del 68% de
que se encuentre la desviacion estandar de nuestra muestra. Para valores de N me-
nores de alrededor de 10, es evidente que los intervalos para probabilidades del 68
o del 95% se vuelven tan grandes en comparacion con el valor central que casi no
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TABLA 3-1 Exactitud de las estimaciones de
¢ a partir de muestras de tamarfio variable

68% de confianza 95% de confianza
N V2N — 1) N % V2N - 1)
2 1.4 2 0.7
3 2.0 3 1.0
4 2.4 4 1.2
5 2.8 5 1.4
6 3.1 6 1.6
7 34 7 1.7
8 3.7 8 1.8
9 4.0 g 2.0
10 4,2 10 2.1
15 52 15 2.6
20 6.1 20 3.2
50 9.8 50 4.9
100 14.1 100 7.0

tiene sentido intentar una estimacion de o. Rara vez, pues, vale la pena intentar
cualquier clase de analisis estadistico con muestras que tengan menos de 10 ob-
servaciones. En todo caso, al presentar resultados de analisis estadistico, es
esencial sefialar el tamafio de la muestra. Si queremos que nuestros valores para
la media y la desviacion estandar de la media sean interpretados segiin la regla
del 68 y el 95%, debemos proporcionar a nuestros lectores la oportunidad de
juzgar la exactitud de nuestras estimaciones.

3—12 DESVIACION ESTANDAR DE VALORES CALCULADQOS

En el capitulo 2 consideramos la incertidumbre de valores calculados de z, y
supusimos que la incertidumbre de las observaciones originales establecia in-
tervalos dentro de los cuales estabamos casi seguros de que se encontraban los
valores buscados. Partiendo de la hipotesis pesimista de que los errores en los di-
versos parametros observados se combinaban del “‘peor modo’’, calculamos el
maximo rango de variacion del valor calculado a fin de llevar éste tan lejos del
valor central como fuese posible. Ya hemos sugerido antes que esto representa
un enfoque poco practico y pesimista, y que un parametro mas utif seria un va-
lor “‘probable’’ para 6z, basado en las diferentes probabilidades asociadas con
la desviacion de los parametros originales x, y, etc., de sus valores centrales.
Los limites dados por este parametrg seran, naturalmente, menores gue = 6z,
pero.esperamos que €stos tengan una importancia cuantitativa real. Esta vali-
dez estadistica podra darse solo si _las incertidumbres en x y en y son
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Figura 3-7 Distribuciones de la desviacion estandar de

c la muestra para muestras de varios tamanos.

estadisticamente significativas, y en los calculos que siguen supondremos que
ias mediciones de x y de y han sido lo bastante numerosas para justificar un
clculo de las desviaciones estandar S, y S,. Esperamos ahora calcular un  valor
de S. que revista la misma importancia para los valores de z que la que S, y S,
tienen para x y J.

Debemos, con todo, preguntarnos para empezar qué queremos decir con
S.. Suponemos que la medicion se da en parejas de observaciones x, y obteni-
das por repeticion del proceso de observacioén bajo condiciones identicas (por
ejemplo, la corriente que pasa por un resistor y el voltaje entre sus extremos,
medidos con la intencion de calcular la resistencia R). Cada pareja de observa-
ciones proporcionara un valor de z, y, si la repeticion da N pares, tendremos
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un conjunto de N valores de z que estan distribuidos de acuerdo con las fluc-
tuaciones en las mediciones originales. La cantidad que requerimos, S:, es la
desviacion estandar de ese conjunto de valores de z. Estos valores individuales
de z acaso nunca se calculen uno por uno, pues hay una forma mas facil de ha-
cerlo. Podemos calcular las medias X y ¥ delos Conjumos devaloresdexyy, y
obtener Z en forma directa valiéndonos de la premisa (valida si S,, S, y S son
pequefias comp‘aradas con X, ¥ y z, respectivamente), de que

T=fE)

Sin embargo, esta distribucion de los valores de z nos da la importancia de la
desviacion S, que estamos a punto de calcular.

Si suponemos que los universos de los valores de x, y y z tienen una distri-
bucion Gaussiana, el parametro o, (del cual nos disponemos a calcular la me-
jor estimacion en términos de distintos valores de S,) tendra la importancia
usual; esto es, cualquier valor de z tendra una probabilidad del 68% de estar
incluido a £ o, del valor central. Como antes, sea

z = flx, y)

y consideremos variaciones éx y 8y que producen a su vez una variacion 6z en
el valor calculado de z. El valor de 6z estara dado por
6z oz
6z =-—6x+-—296
& By
Esta variacion puede emplearse para calcular la desviacion estandar de los N
valores diferentes de z, ya que

e

Asi
(e (o220
NETE (g;)zlz(aw,%—f.,iﬂsx :
Pero

1 2 — l 2
T2 B =8ty Sy =S
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y, como para los fines presentes puede considerarse que 6x y 8y son variaciones
independientes,

> (8xdy) =0

Por esto, finalmente

i

i 2 2

\ S, = \/<ﬂ) S+ (_a_z) 52 (3-9)
i ox ay

Si zes una funci()r\f de mas de dos variables, la ecuacion se extiende agregando
terminos semejantes. De este modo, si las componentes de un calculo tienen
desviaciones estandar con cierto grado de confiabilidad, puede hallarse un va-
lor para la incertidumbre probable del resultado, donde *‘probable’ tiene ver-
dadera importancia cuantitativa.

El calculo se ha realizado en términos de la varianza o desviacion estan-
dar de las distribuciones de x y y. Sin embargo, en la practica real, no se emplea
la varianza de la muestra directamente; es preciso calcular las mejores estima-
ciones de o,, g,, etc., y, de acuerdo con la ecuacion 3-6, utilizar el valor modifica-
do de la desviacion estandar con denominador N — 1 en vez de N. El resultado
final constituira entonces una mejor estimacion de o,. La desviacion estandar de
la media de z puede calcularse luego directamente usando la ecuacion 3-5, lo cual
proporcionara los limites que tienen un 68% de probabilidad de contener el va-
lor fijo buscado.

Notese que la mayoria de los experimentos no se llevan a cabo de acuerdo
con las suposiciones restringidas del desarrollo anterior. Si, por ejemplo, esta-
mos estudiando la rapidez de flujo de agua por un tubo, mediriamos la rapidez
de flujo, el radio del tubo, y la longitud de éste por separado, y decidiriamos
luego la cantidad de observaciones en cada muestra con base en la precision
intrinseca de la mediciéon del caso. No podemos, por tanto, usar la ecuacion
3.9 directamente, ya que las diferentes desviaciones estandar S’s no son com-
patibles. La solucion estriba en calcular primero la desviacion estandar de la
media para cada uno de los parametros originales. Si éstas se usan en la ecuacion
3-9, el calculo nos dara inmediatamente una desviacion estandar de la media de z.

3—13 DESVIACION ESTANDAR DE VALORES
CALCULADOS: CASOS ESPECIALES

Vamos ahora a aplicar la ecuacion 3-9 a unos cuantos ejemplos comunes. En
todos los casos que siguen, se da por sentado que las diferentes desviaciones es-
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tandar S’s son las mejores estimaciones del valor o correspondiente al uni-
Verso.

a) Suma de dos variables

z=x+y
Aqui
o _
ox ) ay
y

S. = Vst + s

Adviértase que este resultado justifica la ecuacidén 3-7; el valor medio de una
muestra, (Xx;)/N, es precisamente una funcioén del tipo z = x + y, en donde x
y » resultan ser mediciones independientes del mismo parametro. De este mo-
do, si

—hl( + -+ +)
Z—NX1 X2 X3

2 N LN e
a,h ax:

V(s (1)
= — 2+ —_ 4+ ..
S: Y, Sx N \Y:

= VNSZ/N? = §,/VVN

b) Diferencia de dos variables

z=x-Yy
Aqui
oz
ox ay

pero, nuevamente
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Recordando la seccion 2-8b, puede observarse que ese analisis sobre la medi-
cion de diferencias sigue siendo valido.

c) Producto de dos variables

Aqui

S. = Vy2§i + x*§;

El valor especifico de S, con los valores particulares xo y ¥, de x y ¥, puede ob-
tenerse sustituyendo x, ¥ ¥, en las ecuaciones. Como era el caso para la incerti-
dumbre de los productos, la ecuacion se expresa mas claramente en términos
de valores relativos de S, y obtenemos que

3. /Sf §3
PR —— + —
z x2 yZ

d) Variables elevadas a potencias

Aqui
z = x*
9 _ ax®!
ox
y

S, = Va2 hs?

De nueva cuenta, esto resulta mas instructivo cuando se expresa en términos de
valores relativos:

a’s?

SR
I
ﬁ
=

Sx
= a—
X
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e} El caso general de potencias y productos
z = x%"

Los resultados de las dos secciones precedentes pueden, desde luego, ampliarse

para dar:
S, J (asx) 2 (bs,) 2
—_ = + —_—
z X y

En contraste con el caso de las incertidumbres combinadas, no hace falta con-
ceder especial importancia a las potencias negativas de la funcibdn original; en
la ecuacion para S., las potencias ocurren en forma cuadratica y automatica-
mente producen un resultado positivo.

Si se encuentra una funcion distinta a las ya sefaladas, el empleo de la
ecuacion 3-9 dar el resultado deseado. Cabe seiialar, por cierto, que para una
funcion de una sola variable la ecuacion 3-9 se reduce a la misma forma del ca-
so de las incertidumbres, es decir la ecuacion 2-1. Esta correspondencia es pre-
decible para una situacion en la que no tenemos la interaccion de probabilidad
entre dos o mas variables.

Por ultimo, aunque en las secciones 2-5 a 2-9 presentamos un buen na-
mero de enfoques diferentes para el calculo de limites externos de incertidum-
bres, la desviacion estandar de z es una cantidad definida en forma exclusiva, y
no hay alternativas al empleo de la ecuacion 3-9.

3—14 COMBINACION DE DISTINTOS TIPOS DE
INCERTIDUMBRE

Para desgracia de la elegancia matemaética en los calculos, a menudo requeri-
mos definir la incertidumbre en un resultado que incluye parametros con dife-
rentes tipos de incertidumbre. Podemos, por ejemplo, necesitar la incerti-
dumbre en

z = flx, y)

donde, x es una cantidad a la cual se le han asignado limites exteriores =+ ox,
dentro de los cuales estamos ‘‘casi seguros’’ de que se encuentra su valor real,
en tanto que y es una cantidad cuya incertidumbre es de naturaleza estadistica;
tal vez se trate de una desviacion estandar S, de la muestra, o de una desviacion
estandar S,/~/N, de la media. Y necesitamos determinar un indice de incertidumbre
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para z. Nuestra primera dificultad es definir siquiera la incertidumbre en z. Estamos
tratando de combinar dos parametros que tienen, en efecto, curvas de distribu-
¢ion completamente diferentes. Una es la funcion normal de Gauss; la otra es
un rectangulo, limitado por los valores x, + 6x y xo — 6x, y plano en la parte
superior, pues el valor real de x puede, por igual, darse en cualquier punto
dentro del intervalo x, + 6x. Cualquier método general para resolver este
problema probablemente resulte demasiado complejo para el uso comun, pero
disponemos ya de una aproximacion sencilla basada en el procedimiento que
sigue.

En el calculo de z utilizamos la media de la muestra, y, para el valor de y,

lo que implica que la media del universo considerado tiene una probabilidad de

aproximadamente £ de estar incluido en el intervaloy = S§,/vN. Calcu-

lemos, pues, limites de x que también tengan una probabilidad de —g— de ence-

rrar el valor real. Como la distribucion de probabilidad de x es rectangular,
del area bajo la curva de distribucion estan encerrados por limites separados
por una distancia igual a 2 del rango total de posibilidades, esto es, 5 de 2 6x.
La amplitud total del espacio con probabilidad de % es, por tanto, de % de

6x, y los limites de incertidumbre son de + % ox.

La cantidad % &x es, por lo tanto, compatible con S,/~/N, puesto que
ambos se refieren a una probabilidad de%. Puede usarse ahora la ecuacion
3-9, introduciendo % x para el valor de la desviacion estandar de la media de
x, v S./~/N para la funcion de y. Esto dara un valor de incertidumbre para z
que puede interpretarse de acuerdo con la regla de los % . Notese, empero, que
los limites para el 95% de probabilidad no son simplemente el doble de
amplios que para la probabilidad de %; habria que calcular éstos por sepa-

rado utilizando el método anterior.

3—15 RECHAZO DE RESULTADOS

Una altima propiedad practica de las curvas de distribucion tiene que ver con
los valores que quedan fuera. Siempre existe la posibilidad de cometer una
equivocacion, tal vez al leer equivocadamente una escala o al mover acciden-
talmente un instrumento entre el ajuste y la observacion. Nos veremos, por
tanto, en la tentacion de justificar de modo parecido una observacion en parti-
cular que diverja claramente de lo que de otra forma seria un grupo compacto
de valores. Esta, sin embargo, es una tentacion peligrosa, ya que la curva de
Gauss permite la existencia de valores divergentes de la parte central de la
distribucion. Mas atin, una vez que admitamos la posibilidad de “‘depurar’” las
observaciones, puede resultar muy dificil saber donde detenerse. Dependemos,
pues, del juicio del experimentador. Esto no es precisamente irracional, puesto
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que el experimentador sabe mas de la medicién que cualquier otra persona,
ya que puede disponer de criterios para tomar decisiones que pueden ser muy
utiles. Con el tiempo, se han formulado muchas ‘‘reglas’ empiricas para el re-
chazo de observaciones, pero éstas deben utilizarse con prudencia. Seria ri-
diculo, por ejemplo, aplicar una regla para rechazar un resultado que estuviera
apenas fuera del limite que fija la regla si hay, ademas, otras observaciones
justo dentro del limite. Hay también la posibilidad de que se haya registrado
informacion adicional relativa al resultado aislado en el momento mismo en
que se verifico, y eso puede ayudarnos a decidir considerarlo o rechazarlo.

El consejo que deseamos al tomar este tipo de decisiones puede encon-
trarse en las propiedades de la distribucidn Gaussiana. En unaﬁcﬁigstnbucnon
Gaussiana la probabilidad de obtener resultados fuera de los limites de 20 es
del 5% (como ya se vio); mas alla de los limites de 30, es de 1 3 %, y fuera de los
limites de dola probabllldad es menor de 6 x _107° La decision de rechazar re-
sultados s:gue siendo responsabilidad del experlmentador por supuesto, pero
podemos afirmar, en términos generales, que los resultados incluidos mas alla
de :LQ,_S‘,‘,linntes de 30 muy probablemente sean equivocaciones, y quedaran, por
tanto, descartados al cabo. Sin embargo, puede surgir un problema a causa de
nuestra falta de informacion acerca del universo de observaciones y sus para-
metros X y o. Cuanto mejor sea nuestro conocimiento de ¢, mas seguros
podremos estar de que cualguier observacion muy divergente y aislada pro-
viene de una causa verdaderamente accidental, tal como un error humano, mal
funcionamiento de los aparatos, etc. Asi, por ejemplo, si hemos efectuado 50
observaciones que se agrupan dentro del 1% del valor central y obtenemos
luego un resultado que se ubica a una distancia del 10% relativo, podemos es-
tar razonablemente seguros para sugerir que esta ultima observacion no perte-
nece al mismo universo que las 50 precedentes. El requisito basico, antes de
justificar cualquier rechazo, es confiar en la distribucidn principal de las obser-
vaciones del caso. Sin duda ailguna, no hay justificacidbn para aceptar dos re-
sultados y rechazar luego una tercera medicion sobre la base de un criterio de
30. A menos que el argumento del rechazo sea plenamente convincente, la me-
jor opcion es considerar todas las observaciones, rios gusten o no.

También es sensato recordar que muchos de los principales descubrimientos
de la fisica tuvieron su origen en observaciones que diferian de lo esperado.

PROBLEMAS

Las siguientes observaciones referentes a angulos (dadas en minutos de arco), se efec-
tuaron al medir el espesor de una pelicula de helio liguido. Suponga que las cbserva-
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ciones reflejan incertidumbre al azar, y que son una muestra de un universo de Gauss.
Apliquelas en seguida en los problemas 1-14.

10.
11.

12.

13.

14,

15.

16.

NsREwmPe s

34 35 45 40 46
38 47 36 38 34
33 36 43 43 37
38 32 38 40 33
38 40 48 39 32
36 40 40 36 34

Dibuje el histograma de las observaciones.

Identifique la moda y la mediana.

Calcule 1a media.

Calcule la mejor estimacion de la desviacion estandar del universo.

Calcule la desviacion estandar de la media.

Calcule la desviacion estandar de la desviacion estandar.

a) ;Dentro de qué limites hay una probabilidad del 68% de que esté incluida una
observacion particular?

b) ;Qué limites dan una probabilidad del 95%?

;Dentro de qué limites !a media tiene a) una probabilidad del 68%, y b) una proba-

bilidad del 95% de estar incluida?

;Dentro de qué limites la desviacion estandar de la muestra tiene a) una probabili-

dad del 68%, y b) una probabilidad del 95% de estar incluida?

Calcule el valor de la constante # en la ecuacién de la distribucion Gaussiana.

Si hubiéramos obtenido una observacion individual de 55 en el conjunto, ;se deci-

diria por aceptarla o por rechazarla?

Tome dos muestras escogidas al azar, de cinco observaciones cada una, del conjun-

to principal de observaciones. Calcule las medias y desviaciones estandar de las

muestras para ver cOmo se relacionan entre si y con los valores mas precisos obteni-

dos del grupo total.

Si el experimento requiere que la desviacion estandar de la media no sobrepase el

1% del valor de la media, ;cuantas observaciones se requiere hacer?

Si la desviacion estandar de la distribucion del universo ha de definirse dentro del

50, ;cuantas observaciones deberan efectuarse?

Una serie de mediciones consecutivas del diametro del corte transversal circular

de un alambre, dio por resultado una media de .62 mm con una desviacion estandar de

la muestra de .04 mm. ;Cual es la desviacion estandar del valor calculado para ¢l

area de corte transversal?

Al medir la longitud de onda de las dos lineas amarillas del espectro del sodio, éstas

resultan de 589.11 x 10°m y 589.68 x 107m, respectivamente, cada una con des-

viacion estandar de .15 x 107 m. ;Cual es la desviacion estandar para la diferencia

calculada de longitud de onda entre las dos lineas?
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17. Se usa un péndulo simple para medir gusando T = 27r\/l/g . Veinte mediciones
de T dan una media de 1.82 seg y una desviacion estandar de la muestra de
.06 seg. Diez mediciones de / dan una media de .823 m y una desviacion es-
tandar de la muestra de .014 m, ;Cual es la desviacion estandar de la me-
dia para el valor calculado de g?



Pensamiento cientifico y
experimentacion

4—1 OBSERVACIONES Y MODELOS

En este capitulo examinaremos brevemente la naturaleza de la actividad cientifi-
ca, con la esperanza de que se vea como los diferentes tipos de experimentacion
surgen en forma natural de los problemas que s¢ encaran €n diversas circuns-
tancias experimentales. Para comprender mejor la naturaleza del pensamiento
cientifico, es atil volver a los fundamentos y simular que estamos creando un
nuevo campo de investigacion cientifica desde el principio. '

a) Identificacion de las variables significativas

Al encontrar, a través de la observacion, un fendémeno totalmente nuevo,
nuestra primera pregunta natural es: ;jque causa esto? Esta fue la interrogante
que se hizo con respecto a la difraccion de la luz, la radiactividad, la supercon-
ductividad, las pulsaciones, y casi con todos los fenomenos fisicos. Es la misma
pregunta que se sigue haciendo con relacion a la naturaleza de las particulas
elementales, los cambios climaticos, €l cancer y, por supuesto, muchos otros
temas. Plantear preguntas sobre las causas originales, empero, puede condu-
cirnos a dificultades filosoficas, y €s mejor reconocer que nuestras preguntas
naturales sobre las ‘‘explicaciones’” de los fenomenos fisicos en realidad se re-
fieren a las relaciones entre las variables observadas. Normalmente, la primera
fase de investigacion sobre un fendmeno nunca antes estudiado consiste en una
busqueda de las variables que parecen estar relacionadas. Mediante la identifi-
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cacidon de estas variables significativas, reducimos el campo de investigacion a
niveles practicos y facilitamos el trabajo sistematico tanto a nivel experimental
como teodrico. Por ejemplo, un punto de partida valido para una teoria de la
evolucion biologica puede ser una proposicion sobre observaciones relaciona-
das como ésta: los tipos de fosiles estan relacionados con la edad de las rocas
en que se hallan. ‘

Es interesante notar que, en esta etapa inicial del quehacer cientifico, po-
demos plantear proposiciones relativamente definidas porque estamos consi-
derando observaciones reales. Esto explica la reputacion de que las actividades
cientificas conducen a la “‘verdad cientifica’’ sobre el universo. Tal proposi-
cion, sin embargo, debe restringirse a la etapa inicial del diagnostico, en la cual
identificamos las variables significativas del caso. A esta etapa le siguen otras,
en las que nos ocupamos de un tipo de actividades totalmente diferentes.

b) Concepto del madelo

Una vez que hemos analizado nuestro fendmeno nuevo y estemos conscientes-de
las variables significativas, podemos pasar al siguiente nivel de complejidad.
Para ilustrar esta etapa, consideremos un ejemplo elemental: supongamos que
vamos a pintar una pared y queremos saber cuanta pintura habra que com-
prar. Debemos conocer el area de la pared, asi que, ;qué podemos hacer?
Nuestra reaccion natural seria medir la longitud de la pared y su altura, y luego
multiplicar estas cantidades. Pero, jesto qué nos daria? Ademas, ;qué nos
hace creer que el producto resultante tiene algo que ver con la pared? Cuando
multiplicamos estos dos numeros, efectivamente obtenemos algo: el area del
rectangulo del todo imaginario definido por esas dos dimensiones. Esto puede
guardar o no alguna relacion con el area de la pared. Lo importante es darse
cuenta de que estamos tratando con dos categorias completamente diferentes.
Primera: esta la pared real cuya area deseamos conocer. Segunda: esta el rec-
tangulo conceptual, por completo inventado, construido a partir de defini-
ciones, existente s0lo en nuestra imaginacion, y, que en este caso, se especifica
con las dos longitudes medidas. Por lo general no somos conscientes de esta
distinciodn tan importante, perque todos estamos tan familiarizados con el con-
cepto de los rectangulos que una simple casi inconsciente mirada a la pared
nos da la seguridad de que un rectangulo es una representacion satisfactoria de
ella.

Pero supongamos que no fuésemos capaces de discernir de este modo, y
que estamos ciegos y no hemos hecho mas que medir la base y un lado de la pa-
red, sin pensar en los-angulos o cualquier otra propiedad de la misma. Podria-
mos multiplicar nuestras dos dimensiones para obtener un area que no tuviera
relacion alguna con una pared cuya forma resultara ser la de un paralelogra-
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mo. Para evitar incurrir en este tipo de error, como experimentadores ciegos
tendriamos que recordar que el proceso de multiplicacion nos da el area de un
rectangulo meramente hipotético, y que esa area resultara significativa para la
pared solo en la medida en que la construccion hipotética esté en correspon-
dencia con la pared real. Para verificar esa correspondencia, tendriamos que
conocer las diversas propiedades de los rectangulos, y comparar tantas de esas
propiedades con la pared real como fuese posible. Tendriamos que probar con pro-
piedades como rectitud de los lados, esquinas en angulo recto, igualdad de las
diagonales, etc. Solo después de haber comparado una cantidad suficiente de
propiedades entre la construccion rectangular y la pared real, y de encontrar
que se corresponden en forma adecuada, podremos confiar en que el area del
rectangulo imaginario es una aproximacion suficientemente buena con respec-
to al area real de la pared en cuestion.

Ya hemos identificado una distincion muy importante: por una parte, te-
nemos el mundo real y nuestras percepciones de €l; por la otra, las construccio-
nes hipotéticas, imaginarias, creadas a partir de conjuntos de definiciones.
Una construccion de éstas se denomina a menudo modelo de la situacion, y ¢l
uso de los modelos es casi universal en nuestro pensamiento, sea éste cientifico
o no. El pintor tiene en mente un rectangulo imaginario cuando se propone
pintar la pared. Ademas de la flor real en su mano, el botanico esta consciente
del concepto de esa especie, definida por una lista comun de propiedades. El
economista que estudia la economia de un pais desarrolla un conjunto de defi-
niciones y ecuaciones cuyas propiedades €l espera que sean semejantes a aque-
llas verdaderas de la economia real. Los modelos nos proporcionan un marco
de referencia para el pensamiento y la comunicacion, una descripcion esque-
matica de los sistemas, una base para el calculo, una guia para el estudio futu-
ro, y muchas otras ventajas.

Los modelos son de muchos tipos diferentes, pero tienen una caracteristi-
ca en comun: son conceptos inventados. Se construyen con la intencion de que
correspondan tan exactamente como sea posible con el mundo real, mas nin-,
gin modelo puede ser jamas una réplica exacta de su contraparte real. Pertene-
cen a diferentes categorias: una pared no puede ser realmente un rectangulo, ni
una rueda un circulo. Sin embargo, las propiedades de un modelo pueden ser
semejantes a las del mundo real, y, en términos generales, un modelo resulta
Gitil en la medida en que sus propiedades si corresponden con las del mundo real.

c) Comparacion entre los modelos y el mundo real

Al emprender un experimento cientifico normalmente no estamos conscientes
de ]a medida en que las propiedades de nuestro modelo y las de su contraparte
en el mundo real se corresponden, y es necesario, como fundamento para todo
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trabajo posterior, empezar probando el modelo contra el sistema real. Solo si
se demuestra experimentaimente que las propiedades del modelo guardan una
correspondencia adecuada con las del sistema real tendremos razén, como el
pintor que se dispone a solicitar la pintura, para dar el siguiente paso.

De paso, debemos advertir que, para que sea 0til desde el punto de vista
cientifico, un modelo o concepto debe ser efectivamente verificable mediante
la observacion. De este modo, una proposicion relacionada con el nimero de
angeles que pueden danzar sobre la cabeza de un alfiler no puede merecer €l ca-
lificativo de cientifica. Esto no quiere decir que las tinicas ideas Gtiles son las
que podemos verificar con la experiencia; s6lo que hay proposiciones que per-
tenecen a campos ajenos a la ciencia. Esas otras proposiciones podran ser perfec-
tamente validas, tal vez como enunciados matematicos o filos6ficos, o como
juicios éticos o estéticos.

d) Refinamiento de los modelos

En general, una situacion experimental incluira, primero, al sistema mismo y,
segundo, a un modelo o modelos del sistema. Sin importar qué otro factor esté
comprendido, sera una parte esencial de la tarea del experimentador el com-
probar las propiedades del modelo en comparacion con las propiedades del sis-
tema real. Inevitablemente, en principio, nuestro modelo sera incompleto e
inexacto. Por ejemplo: retomemos el caso del pintor y la pared. Si el pintor ve-
rifica, con precision cada vez mayor, las propiedades de los rectangulos en
comparacion con las de la pared, casi con certeza llegara a un punto en el que
comenzara a encontrar discrepancias. En ese momento, podra modificar su
modelo: un angulo aqui, una longitud alla, etc., para hacerlo mas correspon-
diente con la pared real, y el area calculada constituird una estimacion cada vez
mas exacta del area real de la pared. Sin embargo, aun con estos ajustes el mo-
delo sigue siendo un concepto inventado, y el area calculada con base en €l per-
tenece al modelo.

En el trabajo cientifico, en general, debemos sentirnos en libertad de mo-
dificar o cambiar nuestros modelos en el momento en que sea necesario. Para
empezar, el modelo es una construccion nuestra, y se trata sélo de una idea
presente en nuestras mentes. Al proponernos efectuar un cambio, por tanto,
nuestra tinica consideracion sera la utilidad basica de la idea, y el mayor prove-
cho que aporte si se modifica de alguna forma. Puesto que probablemente es
imposible construir una descripcion verbal o matematica de un fragmento de
la realidad natural que sea un equivalente exacto y completo de éste, es preciso
aceptar que un proceso de refinamiento continuo y de eventual reemplazo de
los modelos, forma parte natural del acontecer cientifico. Y es asunto propio
normal de los cientificos, ya sean ‘‘puros’’, aplicados o sociales, el aplicar el
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proceso de comparar modelos y sistemas en una biisqueda continua del mejo-
ramiento de los modelos. Por lo general, esto no es un proceso facil, pues los
modelos que tenemos ahora son tan buenos como las generaciones de
cientificos han sido capaces de hacerlos a lo largo de la historia.

Por otra parte, no hace falta preocuparnos enteramente por el mejora-
miento de los modelos. Aunque ninglin modelo pueda ser el equivalente exacto
de la situacion real, con frecuencia las propiedades de nuestros modelos y siste-
mas se corresponden suficientemente bien para nuestros propositos. Si es asi,
no es necesario preocuparnos por las fallas subyacentes. Podemos proceder
confiados a efectuar nuestra tarea particular, siempre que recordemos volver a
verificar periddicamente la situacion que nos ocupa, y confirmar la adecuacion
continua del modelo.

e] La construccion de modelos en la historia de la ciencia

Con el bosquejo anterior, es posible que uno tenga la impresion de que en el
desarrollo cientifico hay cierto tipo de secuencia Unica que va de la observa-
cion a la generalizacion y de ésta al modelo. De hecho, el pensamiento cientifi-
co con mucha frecuencia evolucionéd de esa manera. Sin embargo, la secuencia
no es invariable. Hay muchos ejemplos de una idea basica inventada, que
constituye el fundamento de un modelo, que fue fruto de la especulacion pura
de su creador, sin que el mismo estuviera consciente de las observaciones que
podian asociarse directamente con su conjetura. Cabe recordar, por ejemplo,
la especulacion de De Broglie sobre el modelo ondulatorio de la materia, que
se publico en 1924 antes de que ninguno de los fendmenos pertinentes fuese
observado en forma directa, o la invencion de Fermi del concepto del neutrino
casi cuarenta afios antes de su observacion directa. No hay un proceso nico de
investigacion cientifica, un **método cientifico’ exclusivo. Las ideas y ias ob-
servaciones tienden a entremezclarse de un modo u otro en su avance, sin una
preeminencia automatica de una sobre las demas. Con todo, independientemen-
te del orden preciso que siga una investigacion, hay un aspecto que permanece
invariable: la actividad fundamental de la experimentacion cientifica consiste
en comparar las propiedades de los modelos con las propiedades correspon-
dientes del mundo real.

No hemos examinado en absoluto los procesos mediante los cuales se in-
troducen nuevas ideas como base de teorias totalmente nuevas. Es relativa-
mente facil comprender como una idea existente puede sufrir un proceso de re-
finamiento continuo y adquirir una correspondencia cada vez mas estrecha
con la observacion pertinente, sin que haya modificacion alguna de los concep-
tos fundamentales de la teoria en cuestion. (Consideremos, por ejemplo, la
teoria de Ptolomeo sobre los epiciclos planetarios.) Por otra parte, una teoria
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como la de la relatividad general de Einstein, o la mecanica ondulatoria de
Schroedinger, pueden proponerse solamente después de realizar una revision
completamente radical de los conceptos y modos de pensar basicos. Una revi-
sion asi no es facil, en parte porque nuestras ideas actuales tienden a confor-
mar los procesos de observacion de tal manera que se induce la concordancia
entre el concepto y la observacion. Un concepto, definicion o principio por lar-
go tiempo establecido, por su misma familiaridad, a menudo restringe nuestra
visidn de modo que solo vemos lo que estamos condicionados a ver. Esto pue-
de dificultarnos advertir la discrepancia, tal vez pequeiia pero decisiva, que
puede originar una revision radical del pensamiento al respecto. La manera en
que estas grandes revoluciones del pensamiento cientifico han ocurrido, se des-
criben en los libros de Kuhn, Cohen, y Harré sefialados en la Bibliografia.

Podria pensarse que, después de esas grandes revoluciones, un modelo o
teoria superados serian descartados inmediatamente para hacer lugar al substi-
tuto. De hecho, muchos modelos o teorias no han gozado de utilidad duradera:
hoy dia no se oye mucho acerca del flogisto, o de los ‘‘elementos’” tierra, fue-
g0, aire y agua; pero éste no es siempre el caso. Muy a menudo un modelo su-
perado tiene una correspondencia tan aceptablemente buena con el sistema
que, por lo comun y en atencion a la sencillez, puede seguir siendo muy 1til, to-
da vez que no esperemos obtener la mayor precisién que es posible lograr, lo
seria solo si utilizaramos un modelo de mayor generalidad.

f) Comparacion detallada entre modelos y sistemas

Resumiendo nuestro analisis hasta ahora, tenemos cuatro componentes en el
esquemna de investigacion cientifica: 1) la observacién, 2) una idea construida
en nuestra imaginacion, 3) el proceso de comparar las propiedades de la idea
con el mundo real, y 4) la posibilidad de modificar progresivamente la idea pa-
ra mejorar la concordancia entre el modelo y el sistema. Nos ocuparemos ahora
de los procedimientos reales con los que podemos comparar las propiedades de
modelos y sistemas. A este efecto no bastara tener un concepto grafico, un tan-
to vago, de la situacion: para proporcionar una base adecuada de comparacion
debemos ser tan explicitos como sea posible. Por lo comin, esto requerira lle-
var a cabo una observacion cuantitativa del sistema y emplear procedimientos
matematicos para especificar el modelo. Veamos en seguida algunos ejemplos
especificos y analicemos los distintos niveles de complejidad en la construccion
de modelos.

Consideremos una banda elastica colgada de su extremo superior, y de cu-
yo extremo inferior podemos colgar pesos. La forma mas rudimentaria de
ideacion respecto a las propiedades del sistema seria una descripcion verbal
de su comportamiento. Podriamos afirmar algo como ‘‘conforme cuelgo mas
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pesos del extremo de la banda eléstica, ésta se estira mas’’. Esta descripcion
verbal y su observacion repetida en otras partes podria llevarnos a inventar el
concepto general de *‘estiramiento” para servir de modelo. Pero si queremos
refinar el modelo para hacerlo mas atil en una comparacion detallada con la
observacion, nuestros métodos de descripcion puramente verbales comenzaran
a fallarnos. En efecto, no podemos perfecc:1onar un concepto tan vago como el
estiramiento sin recurrir a la precision ‘descriptiva que nos permiten los méto-
dos de expresion numérico y matematico. Podriamos entonces hacer una serie
de mediciones del alargamiento de la banda elastica en funcion del peso aplica-
do, con la expectativa de que éstas nos sugieran un concepto mas explicito.
Obtendriamos asi una serie de observaciones como las que se muestran en la
tabla 4-1. (Notese que nuestra intencion es conocer los pesos con exactitud, de
modo que, en aras de la simplificacion, hacemos caso omiso de la incertidum-
bre en ellas. Las longitudes son mediciones hechas por nosotros, por lo que
han de expresarse en términos de incertidumbre.) /

Ahora que tenemos las medidas, ;nos dan éstas una descripcion comple-
ta y adecuada del comportamiento del sistema? En realidad no. Es dificil juz-
garlo a partir de un conjunto de cantidades en una tabla, y es mucho mejor ha-
cerlo basados en alguna forma de presentacion visual. Una-simple grafica de
las observaciones comprendera toda la informacion contenida en la tabla, y
* proporcionara, ademas, el enorme beneficio de facilitar la apreciacion visual
de los resultados. Presentamos, pues, un diagrama como el de la figura 4-1, en
el que hemos graficado, ademas de los valores centrales de las variables medi-
das, los intervalos reales en los que las observaciones de alargamiento resulta-
ron inciertas. Adviértase que no hemos hecho mas que representar las observa-
ciones en la grafica. En esta etapa el conjunto de observaciones es lo unico que
tenemos, y no hay justificacion para incluir nada mas en la grafica..

TABLA 4-1 Alargamiento vs. peso
en una muestra elastica.

Peso, kg Alargamiento, m
0.05 0.03 = 0.01
0.10 0.04
0.15 0.08
0.20 0.13
0.25 0.19
0.30 0.30
0.35 0.34
0.40 0.38

0.45 0.39
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Figura 4-1 Grafica del alargamiento vs. peso en la muestra elastica Aule.

Esto completa la primera etapa del proceso: la observacion. Ahora debe-
mos de emprender la siguiente etapa de construccion de un modelo, o mode-
los, del sistema.

4-2 CONSTRUCCION DE MODELOS

El tipo de proceso que se requiere en las diversas etapas depende mucho del ex-
perimento en particular. Por ejemplo, podemos estar experimentando sobre
un fenémeno para el cual no hay directrices previas. En este caso nuestra tarea
podria consistir en generar algin tipo de modelo. Por otra parte, podriamos
tener alguna propuesta o teoria previa que pudiese ser aplicada a nuestro siste-
ma, creando asi un modelo. Cualesquiera que sean las circunstancias, haremos
una distincion entre los modelos que son ‘‘empiricos’ y los que son ‘‘teo-
ricos’’. Por modelo “‘empirico’’ entenderemos el que esta basado solamente en
las observaciones, sin referencia alguna a la operacion interna y detallada del sis-
tema. El proceso de construcciéon y su utilidad respectivas se describiran mas
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adelante. Por otro lado, un modelo tedrico se construye en forma mas general,
no solo para un intervalo particular de observaciones, y se basa en algin concep-
to o principio sobre €l modo actual de operacion del sistema. La naturaleza de
los modelos teodricos y su utilidad, también seran analizados. Consideremos cada
tipo por separado.

a] Modelos empiricos

En esta seccion supondremos que hemos efectmado un conjunto de observacio-
nes sobre un sistema para el cual no existe un modelo. Por tanto, todo lo que te-
nemos es un grupo de observaciones sobre alguna propiedad del sistema. Po-
dria tratarse, digamos, de las mediciones de peso vs. alargamiento en nuestra
banda elastica, y los resultados probablemente tomarian la forma de una grafica
como la de la figura 4-1. Nuestro problema, entonces, es construir un modelo
adecuado. ;Qué podemos hacer? Hay varias posibilidades, y las consideraremos
en orden de complejidad creciente.

1) Enunciado verbal. El modelo mas sencillo de todos seria una simple descrip-
cion verbal de la variacion: *“El alargamiento aumenta uniformemente con el pe-
s0, seglin una curva en forma de S’’. Notese que aun esta sencilla frase es una
construccion. Tan pronto como dejemos de considerar las observaciones indivi-
duales y empecemos a ocuparnos de la variacion del alargamiento con €l peso,
habremos realizado la transicion de enunciados sobre observaciones particulares
a conjeturas elaboradas sobre el comportamiento del sistema. Incluso una pro-
posicion imprecisa como la antes sefialada podria, con mediciones mas minucio-
sas, resultar insatisfactoria. Quizas, por ejemplo, la variacion sea escalonada y
no continua. Se hace hincapié aqui en la naturaleza hipotética de tales afirma-
ciones, como recordatorio de que siempre debemos estar conscientes de la distin-
cion entre afirmaciones sobre las observaciones mismas, y afirmaciones que pa-
recen referirse a las observaciones, pero que en realidad son afirmaciones sobre
nuestras ideas concernientes a las observaciones.

2) “Trazar una curva continua por los puntos.”” La siguiente etapa de
complejidad relativa en la construccion de modelos esta representada por un
proceso que suele llevarse a cabo tan comanmente (por lo general sin la debida
apreciacion de su importancia) que recibe el nombre del encabezado de esta
seccion. Recordemos de paso que, como vimos al principio en la gréfica de ob-
servaciones (figura 4-1), ésta contiene los puntos observados y nada mds; ain
no tenemos fundamento para incluir nada mas en el diagrama. Ineludiblemen-
te, habra cierta dispersion en los puntos por su incertidumbre inherente, pero
es posible basar la construccion de nuestro modelo sobre la hipotesis basica y
{inica de que, pese a la incertidumbre y la dispersion, el comportamiento real
del sistema es suave y continuo. Notese que éste es nuesiro concepto o idea, y
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que, cuando trazamos una ‘“‘curva suave’’ (figura 4-2) por los puntos, estamos
dando por sentada su validez para el sistema. La hipotesis de un comporta-
miento suave y continuo puede ser valida con un alto grado de exactitud para
muchos sistemas, como, por ejemplo: el movimiento planetario, para el cual se
idearon por vez primera muchos de los procedimientos conocidos para el trata-
miento de observaciones. Sin embargo, en todos los casos la responsabilidad
de decidir suponer o no un comportamiento suave y regular recae en el experi-
mentador, y la suposicion debera hacerse solamente si la familiaridad con el
sistema lleva a la conviccion cuidadosamente considerada de que es valida.

Las ventajas de suponer un comportamiento regular y de trazar una cur-
va suave por los puntos, pueden ser sustanciales. Uno de los beneficios mas
obvios esta asociado con la interpolacion y la extrapolacion. Consideremos
que tenemos el conjunto de observaciones mostradas originalmente en la figu-
ra 4-1, y que hemos trazado una curva continua por los puntos seglin se
muestra en la figura 4-2. Nuestro conocimiento del sistema es bueno en los
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Figura 4-2 Una ‘‘curva suave’ por las observaciones,
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Figura 4-3 El uso de una curva suave para obtener valores por interpolacion.

puntos en los que se han hecho mediciones reales. Sin embargo, si deseamos
conocer el valor del alargamiento para un peso intermedio entre dos de
nuestros valores medidos, tendremos un problema. Podriamos reutilizar los
dispositivos y hacer la medicion deseada, pero por muchas razones este plan de
accion podria resultar ya sea imposible o indeseable. Nos quedamos entonces
s6lo con la posibilidad de inferir el valor deseado sobre la base de las medi-
ciones practicadas. La curva suave y continua que hemos trazado proporciona
una forma de hacerlo, como se muestra en la figura 4-3. Debemos, no obstan-
te, tener cuidado de recordar que el resultado obtenido por interpolacion s un
valor inferido, dependiente de nuestra eleccidon sobre la curva suave. De mane-
ra similar, puede emplearse una curva suave y continua para extrapolar mas
alla del intervalo existente de valores, como se muestra en la figura 4-4. Este
procedimiento nos permite hacer conjeturas sobre valores fuera del intervalo
medido, pero la validez del procedimiento obviamente es mucho mas limitada
que en ¢l caso de la interpolacion. Debemos tener muy buenas razones para
creer que ¢l comportamiento del sistema sigue siendo regular mas alla del inter-
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Figurad-4 El uso de una curva continua para obtener valores por extrapolacion.

valo medido, porque la variacion uniforme dentro del intervalo medido no
ofrece, por si misma, ninguna garantia sobre un margen mas amplio de com-
portamiento (figura 4-5).

Los métodos matematicos para la interpolacion y extrapolacion se pre-
sentan en el Apéndice 3, y pueden aplicarse para obtener valores intermedios
mediante el calculo, sin trazar efectivamente la curva suave. Estos métodos,
con todo, siguen siendo dependientes de la hipotesis de comportamiento regu-
lar y continuo del sistema, y los valores inferidos basan su validez en la con-
fiabilidad de esa suposicién.

Debido a que la validez de la interpolacion y la extrapolacion esta limitada
por la suposiciéon de un comportamiento suave y regular, del sistema considera-
do, las oportunidades de error abundan. Si, por ejemplo, le presentaramos a
alguien la grafica de temperatura contra tiempo (figura 4-6), sin especificar el
sistemna, y le pidiéramos que infiriera el valor de la temperatura para un tiempo
intermedio entre dos valores medidos, la respuesta usual es el valor que
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Figura 4-5 La extrapolacion no es una de las ciencias exactas.

muestra la grafica. Podriamos revelarle entonces que la grafica representa las
temperaturas al mediodia de los primeros dias del mes, y que estamos pregun-
tando por una temperatura a la medianoche. De igual manera, a cualquiera
que crea en la validez infalible de la extrapolacion se le puede preguntar por qué
no ha ganado una fortuna en la bolsa de valores.

Antes de dejar el tema del trazado de curvas suaves por los puntos, mere-
ce mencionarse un procedimiento final. Cominmente encontramos graficasen
las cuales los puntos se han unido mediante segmentos de lineas rectas (figura
4-7) o algtin artificio similar. ;Como debemos interpretar un diagrama de este
tipo? Seguramente no nos estan pidiendo que creamos que €s0S SEgMENtos
representan el comportamiento del sistema entre los puntos medidos, y el {ni-
co beneficio posible parece ser el proporcionar cierto tipo de énfasis. A veces,
en un diagrama con varias graficas, las cuales posiblemente se intersecten, los
segmentos en cuestion si nos ayudan a identificar las diferentes graficas, ya
que esos segmentos no representan con satisfaccion a ninguno de los dos compo-
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Temperatura

Tiempo

Figura 4-6 Uso potencialmente falaz de la interpolacion.

nentes basicos de la experimentacion, es decir las observaciones y los modelos,
raramente son benéficos y al usarlos pueden llevarnos a resultados engafiosos.
Para el trabajo cientifico no se recomiendan, excepto en casos especiales.

3) Busqueda de funciones., Como una forma mas elaborada de trazar curvas
continuas por puntos, podemos usar una variedad de métodos matematicos
para encontrar una funcion analitica que se ajuste a esos puntos. Desde luego,
pese a toda la elaboracion matematica que representan, estos procedimientos
todavia dependen para su validez de la suposicion basica de un comportamien-
to regular en el sistema; las curvas y funciones asociadas constituyen nuestro
concepto del comportamiento del sistema. Con todo, las funciones generadas
empiricamente para ajustarse a conjuntos de observaciones pueden ser muy
atiles. Como modelos matematicos del sistema pueden, con precision varia-
ble, aplicarse para obtener valores inferidos de algunas caracteristicas del
sistema. Por ejemplo, se pueden usar modelos matematicos de la economia na-
cional para evaluar el efecto probable sobre el producto nacional bruto de un
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Figura 4-7 Una grafica que muestra el uso de segmentos lineales.

cambio en las tasas del impuesto sobre la renta, o, €n otro caso de precision
aun mayor, los modelos matematicos del movimiento planetario nos permiten
predecir la hora de la salida del Sol maiiana por la mafiana o la fecha del proxi-
mo eclipse.

Por ahora basta sefalar la posibilidad de construir modelos matematicos
empiricos del sistema. Los métodos respectivos se describiran en el capitulo 6.

b) Modelos teodricos

Los modelos tedricos son parte de nuestra ya familiar fisica teorica. Todas las
teorias analiticas en la fisica se construyen con blogues conceptuales basicos,
como definiciones, axiomas, hipotesis, principios, etc., seguidos de una deri-
vacion analitica a partir de estos puntos basicos de partida. Como todos los
clementos de las teorias son construcciones de la imaginacion humana, las
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teorias mismas y los resultados de éstas son, de igual manera, construcciones
imaginarias. Su pertinencia para los sistemas reales debera evaluarse a traves
de la experimentacion.

Vamos a ilustrar la situacion usando un ejemplo particular. Consideremos
un sistema en el que podemos soltar un balin de acero para que caiga libremente
por efecto de la fuerza de gravedad, y midamos su tiempo de caida desde dife-
rentes alturas. Si quisiéramos construir un modelo empirico de este sistema,
podriamos simplemente medir el tiempo de caida desde varias distancias diferentes
y graficar los resultados, que se verian como algo parecido a la figura 4-8. Po-
driamos aplicar entonces alguna de las técnicas de la seccion precedente para
obtener un modelo empirico del sistema. Si, en cambio, quisiéramos construir
un modelo tedrico de la misma situacion, nuestro enfoque seria completamen-
te diferente. Tendriamos que escoger un conjunto de axiomas o hipotesis basi-
cos a partir de las cuales derivariamos los resultados requeridos. Por ejemplo,
podriamos decidirnos a usar como hipotesis basica un valor supuesto de la ace-
leracion del balin:

a = 9.81 mseg?

04 - I I
|
|
0.3 |
g
g |
£
2 02} |
|
0.1
| | ] 1 b | [ ]
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Distancia, m

Figura 4-8 Grafica del tiempo de caida vs. distancia para un objeto con caida libre.
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Notese que esta hipdtesis ya contiene varios supuestos acerca del sistema, con
lo cual se inicia nuestro proceso de construccion de un modelo inventado. Por
ejemplo: al escoger un valor constante para la aceleracion, implicitamente es-
tamos despreciando la presencia de resistencia del aire. Tenemos todo el de-
recho de hacerlo. Como el modelo es nuestro, somos libres de construirle en la
forma que nos plazca. Que tal hipbtesis lo haga un buer modelo o no, es algo
que aun no podemos asegurar. Como segundo ejemplo, estamos despreciando
también los efectos asociados con la relatividad general, y si ésta es una falla
grave o no igualmente estara por verse. Por supuesto, deberiamos tratar de es-
timar por adelantado la validez de las suposiciones que estan implicitas en ¢l
modelo, pero con frecuencia nuestra capacidad para hacerlo es limitada.
Siempre existe algun punto en el cual tenemos que decidirnos a empezar la ex-
perimentacion con el modelo tal como esta, vy apoyarnos en los resultados
experimentales para saber si acaso es necesario un refinamiento adicional del
modelo.

Suponiendo que los métodos del calculo diferencial sean apropiados para
nuestro problema, podemos proceder con la derivacion. Por integracion, obte-
nemos que:

v = 9.81¢ (suponiendo v = Oen ¢ = 0)

x =— t* _(suponiendox = Oen ¢ = 0)

()
_ {1 1/2
F= %005/ *

En el curso del razonamiento, todos los supuestos que se incluyen constituyen
nuevos componentes del modelo. El resultado final para la variable medible, el
tiempo de caida, es una propiedad del modelo. Su aplicabilidad al sistema de-
bera ser el siguiente tema de investigacion.

4—3 PRUEBA DE MODELOS TEORICOS

Consideremos ahora un experimento real de caida libre bajo la accion de la ¢
gravedad que dio los resultados que se muestran en la tabla 4-2. Estas medi-
ciones describen el comportamiento del sistema. También tenemos el compor-
tamiento del modelo en la forma de la funcién obtenida analiticamente:

() i
. 1/2
'=\290s) *
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TABLA 4-2 Tiempo de caida medido
experimentalmente vs, distancia, para un
objeto en caida libre.

Distancia, x, m Tiempo, 1, seg

.148 = 015
196
.244
290
315
.352
.385
.403

e R T N O N

Nuestra tarea consistira, en cierto modo, en comparar esos dos resultados,
aunque no esté del todo claro como se hara esto. Una sugerencia sencilla seria
introducir los diversos valores de x en la ecuacién y calcular los valores corres-
pondientes de ¢. Luego podriamos comparar éstos con los valores medidos. Si
coinciden exactamente, quiza podriamos confiar en que el sistema y el modelo
se corresponden. Sin embargo, la probabilidad de que eso ocurra es miniiscu-
la; aparte de todo lo demas, la presencia de incertidumbre en las medidas
eliminaria la posibilidad de una correspondencia exacta. No obstante, lo mas
importante es que es muy poco probable que nuestro modelo esté totalmente
libre de fallas y deficiencias sistematicas. De hecho, uno de nuestros principa-
les propositos en la experimentacion es detectar esas discrepancias y tratarlas
constructivamente. La posibilidad de hacerlo con eficacia empleando la com-
paracion aritmética elemental es pequefia. Para nuestros fines es mucho mas
significativo el comportamiento global del sistema, y la mejor manera de apre-
ciarlo es en una grafica.

La grafica de nuestras observaciones, que se muestra en la figura 4-9(a),
consiste en una serie de puntos. La grafica del comportamiento del modelo es
una curva, y se muestra a su vez en la figura 4-9(b). Las dos graficas juntas nos
dan una impresion visual de la relacion entre las propiedades del sistema y el
modelo. Nuestra comparacion, sin embargo, seria todavia méas detallada si pu-
diéramos tomar una de las graficas y colocarla sobre la otra. Al hacerlo, ob-
tendremos €l diagrama compuesto que se muestra en la figura 4-9(c). Notese
que este diagrama contiene dos componentes diferentes: 1) puntos que repre-
sentan las propiedades del sistema, y 2) una linea que corresponde a la funcion
analitica que pertenece al modelo.

Al fin podemos hacer una comparacion detallada entre las propiedades
globales del sistema y del modelo. Por una inspeccidn visual directa podremos
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Figura 4-9 El proceso de comparar las propiedades de un sistema real con
las propiedades de un modelo.
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afirmar si el modelo y el sistema se corresponden, divergen o lo que sea. Enu-
meraremos las distintas posibilidades con mas detaile en el capitulo 6. Por el mo-
mento, debemos observar cuidadosamente la clase de afirmacién que podemos
hacer al final de un experimento. Podemos aseverar solamente que el compor-
tamiento del modelo y del sistema estuvieron (0 no estuvieron) en correspon-
dencia en tal y tal medida. No tiene sentido angustiarse por la decision de si
una teoria es ‘‘verdadera’’, ‘““correcta”, “falsa’’, o lo que fuere. Debemos evi-
tar emplear términos como éstos, aunque estemos seguros en lo personal de te-
ner clara la situacion, dadas las multiples oportunidades de ser mal interpreta-
dos. Es mucho mejor catalogar una teoria o un modelo como “‘satisfactorio”’
o “‘suficientemente bueno’’, o alguna otra denominacion parecida, porque to-
das estas decisiones son relativas a los propositos que nos animan.

Por ejemplo, nuestro sencillo modelo de aceleracion constante bajo la
accion de la gravedad puede ser perfectamente satisfactorio para encontrar
la profundidad de un pozo dejando caer una piedra dentro de él, pero no seria
adecuado para calcular la trayectoria de un vehiculo espacial en ruta hacia la
Luna. Si éste fuera nuestro objetivo, tendriamos que construir una teoria mas
refinada hasta que tuviéramos una que fuera “‘suficientemente buena’’ pa-
ra ese proposito. Aun entonces podriamos encontrar que una teoria que sea
adecuada para los cohetes lunares resulte inadecuada para describir el movi-
miento del planeta Mercurio. Para este fin, la teoria de la gravitacion de New-
ton debe reemplazarse con la teoria de la relatividad general de Einstein. Como
antes, la-adecuacion de la teorfa de Einstein para describir la 6rbita de Mercu-
rio (en un nivel particular de precision) no ““prueba’’ que ésta sea cierta o
correcta, simplemente que es lo suficientemente buena para ese proposito.
Igualmente, la presencia de la teoria de Einstein no desacredita ni a la teoria de
la gravitacion de Newton ni a nuestro sencillo modelo de aceleracion constante
bajo la accion de la gravedad. La mayoria de las personas no miden la profun-
didad de un pozo usando la teoria de la relatividad de Einstein. En general,
empleamos una teoria particular porque es suficientemente buena para los
propoésitos que tenemos entre manos. Si se desea una precision mayor en cual-
quier momento, los refinamientos necesarios podran introducirse seglln se re-
quiera (a menos, por supuesto, que estemos trabajando en las fronteras del co-
nocimiento en un area en particular, y el obstaculo principal entonces sera la
ausencia de una teoria superior).

Como ya no vamos a seguir usando el engafioso concepto de “‘verdad’’ o
““falsedad” de las teorias y modelos, dependeremos de nuestra propia decision
de que el modelo escogido sea suficientemente bueno o no para nuestro propo-
sito. Una de las metas principales del disefio de experimentos es, por tanto,
probar los modelos que utilizamos vy verificar su adecuacion para nuestro pro-
posito. Si se planea adecuadamente, el experimento mismo nos dira si nuestro
modelo o teoria es lo bastante bueno.
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De paso, cabe sefialar una interesante cuestion filosofica. Aun cuando
nuestro sistema y el modelo parezcan estar en completa correspondencia, de-
bemos ser cuidadosos al enunciar el resultado. Todo lo que podemos afirmar
es que, a un nivel particular de precisién, no hemos logrado observar discre-
pancia alguna entre el sistema y el modelo; no podemos decir que hemos **pro-
bado’’ que una teoria sea ‘‘correcta’’. Por otra parte, €s posible ser mas afir-
mativos si estamos seguros de que las propiedades del modelo y del sistema
discrepan en una cantidad que claramente excede la incertidumbre de la medi-
cion; podemos afirmar sin duda alguna que el modelo no esta en correspon-
dencia con el sistema. Si uno quiere, podemos decir que hemos “probado”
que la teoria es ‘‘falsa’’, aunque, aun €n est¢ caso, seria mejor calificarla de
“‘impropia”’ o ‘‘inadecuada’’.

Antes de continuar, debemos hacer notar que este proceso de comparar
sistemas y modelos depende de nuestra capacidad para trazar las graficas de
las funciones que aparecen en los modelos. En otros tiempos esto presentaba
dificultades sustanciales aun para funciones sencillas, como la parabola, y a
menudo dificultades insuperables para funciones mas complicadas. Pero aho-
ra, el uso de las computadoras nos permite hacer la comparacién directamen-
te. Si disponemos de una computadora o terminal adecuada, podemos hacer
arreglos para que nuestros resultados experimentales se desplieguen directa-
mente, ya sea en papel en una graficadora o en una pantalla de presentacion de
video, junto con la grafica de cualquier funcion que escojamos. Hay ventajas
enormes en este uso de las computadoras, porque es muy facil cambiar las
caracteristicas o los parametros del modelo en una busqueda de mejor corres-
pondencia entre modelo y observaciones. Podemos también ensayar funciones
completamente diferentes, con lo que ampliamos enormemente la gama de
modelos que se pueden comparar con el sistema. La figura 4-10 muestra una
de esas graficas, en la cual la computadora nos ha presentado dos graficas po-
sibles, lo que hace sumamente facil la eleccion entre las dos funciones. Si ade-
mas somos lo suficientemente afortunados para alimentar la salida de nuestros
sistemas de medicion directamente a la computadora, de modo que se posibili-
te un procesamiento continuo de observaciones y la comparacién con los mo-
delos, tendremos a nuestra disposicion todo un nuevo dominio de la experi-
mentacion. La computadora no solamente evaluara nuestro experimento en
forma continua, permitiendo un refinamiento del modelo sobre la marcha, si-
no también puede usarse para controlar los dispositivos mismos, elevando asi
nuestro experimento a un nivel de operatividad que no es factible alcanzar con
meétodos de trabajo manuales.

Sin embargo, aun en esta era de las computadoras, no debemos des-
cuidar el desarrollo de nuestra propia competencia personal en la experimenta-
cion. En primer lugar, cuando no hay una computadora disponible, estamos
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Figura 4-10  Funciones generadas por computadora comparadas con obser-
vaciones experimentales.

obligados a apoyarnos en nuestros propios recursos. En segundo, aun cuando
nos ocupemos de la experimentaciéon basada en computadora, corremos el
riesgo de obtener resultados completamente sin sentido a menos que estemos
totalmente conscientes de cada detalle del manejo y los calculos del experimen-
to que se han alimentado a la computadora. Por tanto, a fin de aumentar
nuestra propia pericia personal, debemos dirigir nuestra atencién a los proce-
dimientos tradicionales que constituyen la base de casi toda la experimenta-
cion.

Si estamos restringidos a usar lapiz, papel cuadriculado y regla, estamos
practicamente obligados a comparar el modelo con el sistema usando la unica
funcion cuya grafica es facil de dibujar: la linea recta. (Por razones bastante
obvias excluimos de nuestra consideracion ia otra grafica sencilla, el circulo.)
Una gran proporcion de analisis experimentales sigue llevandose a cabo en for-
ma lineal, y aunque las técnicas graficas puedan ser engorrosas y tediosas en
comparacion con la facilidad de la graficacion asistida por computadora, los
métodos son lo suficientemente poderosos, importantes y comunes en su apli-
cacion para que tengamos que familiarizarnos con ellos.
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4—4 USO DEL ANALISIS DE LINEAS RECTAS

Nuestro objetivo es arreglar el proceso de trazado de la grafica de modo tal
que el comportamiento del sistema y el modelo se representen en una grafica
de forma lineal.

Consideremos nuestra funcion anterior para el tiempo de caida libre bajo

la accion de la gravedad:
1 1/2 \
= { ——— /2
f (4.905) *

la que nos lleva a una representacion parabolica en una grafica de £, x. Supo
niendo que fuéramos a graficar, no 7 vs. x, sino ¢ vs. x!/%, nuestra ecuacion

t = 4515xV2
podria entonces compararse con la ecuacion de una linea recta:
variable vertical = pendiente x variable horizontal
Ahora bien, con
variable vertical = 1

variable horizontal = x1/2

pendiente 4515

Los valores experimentales de x!2 y ¢ se dan en la tabla 4-3 y se grafican en la fi-
gura 4-11. Esta grafica también contiene la linea que representa la funcion, y la
simplificacion resultante es inmediatamente obvia. Todo el proceso de compa-
racion se facilita, y podemos identificar de inmediato el grado de correspon-
dencia entre el modelo y el sistema.

Notese que el proceso habria sido igualmente eficaz si hubiéramos grafi-
cado 2 vs. x en lugar de 7 vs. x12, La pendiente habria sido diferente, pero la
oportunidad de comparar el modelo y el sistema hubiese sido igualmente
buena.

Observemos por Gltimo que, en este ejemplo, las propiedades del modelo
fueron especificadas completamente, y que la linea que representa el compor-
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TABIA 4-3 Tiempo de caida medido experimentalmente vs. raiz
cuadrada de la distancia para un objeto que cae libremente.

Distancia, x, m (Distancia)t’z, xt/2, ml/2 Tiempo, f, seg
. 316 .148 = .015
.2 .447 196
3 .548 244
4 .632 .290
.5 707 315
.6 775 352
g 837 385
.8 894 .403
0.40 -
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Figura 4-11 Comparacion enire las propiedades de un modelo y del sistemna
cuando se expresa en forma de linea recta.
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tamiento del modelo en la figura 4-11 es Gnica. Esta situacion es ligeramente
diferente si el modelo incluye parametros de los cuales no conocemos el valor;
éste sera el tema de la seccion siguiente.

4-5 EL CASO DE LAS CONSTANTES INDETERMINADAS

Consideremos que estamos realizando un experimento con un resorte para de-

terminar su alargamiento con diferentes pesos. Supongamos que estamos

conscientes de la propuesta (debida a Hooke) de que el alargamiento x puede
considerarse proporcional a la carga W. Esta propuesta,

Xx = constante X W

constituye un modelo inventado del sistema; supongamos pues que queremos
probar este modelo contra nuestro sistema. El Uinico problema es que pro-
bablemente no sepamos qué valor de la constante (de elasticidad) usar para
nuestro resorte. Pongamos por caso que hemos hecho mediciones del alarga-
miento vs. carga y los hemos graficado en la figura 4-12(a). ;Qué debemos ha-
cer para representar el comportamiento del modelo? La ecuacion

X = constante X W

en realidad representa el conjunto infinito de lineas rectas en el plano W — x
que tienen todos los valores posibles de pendiente, desde cero hasta infini-
to, que corresponden al intervalo infinito de posibilidades para el valor de la
constante. Algunas de estas lineas estan representadas en la figura 4-12(b).
Qué, entonces, constituye el resultado de nuestra comparaciéon? Colocar una
grafica encima de la otra produce el diagrama que se muestra en la figura
4-12(c), v nos da la oportunidad de escoger una linea que sea compatible con
los puntos experimentales.

(Pero cual linea o lineas hemos de escoger? Es claro que las lineas OA y
OB no tienen una relacion obvia con las observaciones y se pueden omitir. Por
otra parte, podemos identificar un cierto haz de lineas que esta incluido en la
region de incertidumbre de los puntos medidos. Podemos apreciar visualmente
los extremos de ese haz, y los representan las lineas OC y OD. Dentro de estos
limites, todas las lineas tienen cierto grado de consistencia con las observa-
ciones, pero ninguna linea aislada se destaca como unica adecuada. Por tanto,
todo lo que podemos afirmar por el momento es que las observaciones son
compatibles con ¢l modelo dentro de un cierto intervalo de pendientes. Esto
significa que hay un cierto intervalo de valores de ‘“‘estiramiento’’ (que €s una
propiedad del modelo) que son consistentes con nuestro sistema. Nuestra
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Figura 4-12  El uso de analisis de lineas rectas para obtener el vajor de una
constante indeterminada en un modelo.

conclusion, entonces, es que si tenemos una constante inicialmente indetermi-
nada en nuestro modelo, se puede utilizar el proceso de experimentacion para
determinar, dentro de un cierto intervalo, el valor que es apropiado pa-
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ra nuestro sistema. Esta es, de hecho, la forma normal de determinar valores
experimentales de parametros fisicos.

Se utiliza cominmente porque, ademas de que el uso de la grafica casi
siempre es necesario para comparar modelos y sistemas, los métodos graficos
para obtener valores de las constantes experimentales ofrecen tantas ventajas
adicionales en el mejoramiento de la precisidbn que su uso es apremiantemente
atractivo. Las posibilidades de error al emplear solamente el calculo algebraico
sin verificarlo graficamente, son muy grandes. Supongamos que estamos tra-
tando de obtener un valor calculado, por ejemplo, la resistencia eléctrica de un
resistor a partir de la variacion del voltaje entre sus extremos y el de la corrien-
te que pasa por él. Hariamos pares de observaciones de /'y V, y procederiamos
a usar V' = RI directamente para obtener un valor de R en cada par de valores
V, I por medios meramente algebraicos. Luego podriamos esperar obtener un
valor méas exacto de R calculando ¢l promedio de todos los valores resultantes
de R.

Este enfoque sin embargo, es deficiente de varios modos. Fundamental-
mente, desde luego, no satisface el requerimiento primordial de comparar las
propiedades del sistema y el modelo, y las consecuencias para la exactitud de
nuestro valor de R pueden ser graves. Si todos nuestros pares de valores de V,
I, dieran el mismo, o casi el mismo, valor de R, podriamos confiar en nuestra
medicion de R, aun sin dibujar la grafica de ¥, 1. Empero, en el mas probable
caso de que nuestros valores de R no resulten ser todos iguales, no tenemos
manera, sin la grafica, de interpretar las variaciones.

Podriamos, por ejemplo, encontrar un caso en el que, como lo revelaria el
trazado de la grafica, los puntos mostraran mas dispersion de la que esperaba-
mos. [Véase la figura 4-13(a).] Usando un método grafico, todavia podriamos
escoger una linea recta adecuada (que pasara por el origen, si estamos seguros
de que el origen es un punto medido), y tener una confianza razonable en nues-
tro valor de R obtenido a partir de la pendiente. Nuestra confianza se justifica
porque la apariencia de la grafica nos convence de que estamos tratando con
una simple dispersion airededor de una variacion basicamente lineal. Nuestro
calculo algebraico, no grafico, nos daria por otro lado valores que correspon-
der a las pendientes de las lineas OA, OB, OC, etc. En una simple tabla de da-
tos, la variabilidad resultante no tendria sentido alguno, y no lograriamos mayor
comprension de lo que esta pasando.

Como una ilustracion mas significativa de lo inadecuado del enfoque al-
gebraico y no grafico, consideremos un caso en el que cierta falta de corres-
pondencia entre el modelo y el sistema da lugar ya sea a una ‘ordenada al origen
inesperada, o a una desviaciéon del comportamiento lineal a partir de un cierto
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Figura 4-13 Uso de las graficas para evitar errores en la determinacion de
pendientes.

alcance. Aplicando el enfoque grafico, facilmente podemos detectar y com-
pensar esas discrepancias entre el modelo y el sistema, En el primer caso, la
grafica nos permite obtener un valor confiable de R a partir de la pendiente,
que, en esos ¢asos, no se ve afectado por la presencia de la ordenada al origen.
En el segundo caso, obtendriamos el valor de R a partir de la pendiente de la
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porcion lineal de la variacion de I vs. ¥, eliminando justamente los puntos no
lineales, porque quedan fuera del alcance del modelo. La oportunidad de ha-
cer este discernimiento puede derivarse inicamente de la inspeccion visual de
la grafica, que aclara la situacion de un vistazo. Aqui, como antes, ¢l célculo
algebraico y no grafico de los pares de valores aislados de V, I daria valores de
R que corresponden [véase la figura 4-13(b) y (c)] a las pendientes de OA, OB,
OC, etc. Esas pendientes no tienen nada que ver con el valor que buscamos, y
si las incluyéramos en un promedio de cantidades calculadas algebraicamente,
solo lograriamos introducir un error en nuestros resultados.

Como de esta manera nos aseguramos de que nuestro resultado final esté
libre de esas fuentes de error sistematico, no importa si sabemos el origen de
las discrepancias o no. Para el proposito de obtener el valor del parametro que
se estudia, es suficiente en esta etapa identificar simplemente la existencia dela
discrepancia y asegurarse de que no introduzca errores en el resultado. Pode-
mos proceder después a considerar los posibles origenes de la discrepancia.

Hemos examinado el proceso para obtener valores de constantes inicial-
mente indeterminadas unicamente en términos de pendientes. En principio,
como una recta tiene dos grados de libertad en un plano, es posible obtener de
ella una pendiente y una ordenada al origen como dos partes de informacion
independientes. Debido a eso, se puede hacer que un experimento dé valores
para dos parametros independientes que aparezcan en la teoria. Los métodos
especificos en la practica al respecto, se trataran en el capitulo 6.



Isefio de experimentos

En el capitulo 4 describimos las diferentes circunstancias en las que compara-
mos las propiedades de los modelos y las de los sistemas. Encontramos tal di-
versidad que no nos sorprendera el enterarnos de que no hay una sola forma de
planear los experimentos. Las técnicas y procedimientos que usemos depende-
ran de las circunstancias, y describiremos procedimientos que son adecuados
para una gran cantidad de casos. La relacién no es exhaustiva, pero encontra:
remos que los principios generales son validos en una amplia variedad de cir-
cunstancias experimentales.

Supondremos desde el principio que, como resultado de la investigacion
preliminar, ya conocemos las variables significativas; algunas de ellas estaran
bajo nuestro control y pueden servir como variables de entrada: las otras to-
marén valores determinados por el sistema, y seran las variables de salida. En
las secctones siguientes supondremos que las variables de entrada se pueden se-
parar y controlarse individualmente; de otra forma, si todas varian a la vez, la
interpretacion de los resultados sera mucho mas dificil. A menudo enfrenta-
mos esta desafortunada circunstancia en la experimentacion profesional, pero
aqui nos restringiremos al caso de un experimento totaimente controlado.

5-1 COMO PROBAR UN MODELO EXISTENTE

En esta seccion nos ocuparemos de situaciones en las cuales ya se dispone de
un modelo de algin tipo. Este modelo podria ser una sugerencia de las mas

83
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sencillas (tal vez incluso totalmente empirica), como F = kx o V = Rl, 0
podria derivarse de una teoria importante y compleja como la teoria de la rela-
tividad general de Einstein. Cualquiera que sea la naturaleza del modelo, sus
propiedades casi invariablemente tomaran la forma de una relacion funcional
entre dos 0 mas variables. Nuestro objetivo principal sera, como siempre,
comparar las propiedades del modelo con las del sistema. Solo una vez que,
mediante pruebas experimentales, nos hayamos convencido de que, al menos en
un cierto intervalo, el sistema y el modelo se corresponden, podemos sentirnos
motivados a seguir adelante con el calculo de la cantidad que queremos medir.

Notese que nuestra decision de que ¢l modelo sea satisfactorio o no, debe
basarse en el experimento mismo. No vamos, por supuesto, a tratar de tomar
una decision en cuestiones carentes de sentido como: “‘,Es el modelo o la teoria
‘cierto’ o ‘falso’? ¢ ‘correcto’ o ‘incorrecto’?”’, o cualquier otra parecida. Como
ya hemos dicho muchas veces, todos los modelos son imperfectos en principio,
y simplemente necesitamos saber si el modelo es “‘lo bastante bueno’ para
nuestros propositos, al nivel de precision que queremos. S6lo nuestro experi-
mento mismo puede proporcionar las bases para tomar esa decision, y tenemos
que tratar de asegurarnos, mediante un disefio cuidadoso, de que asi sea. Una
vez que hemos verificado que nuestro modelo es “suficientemente bueno”,
podemos proceder a calcular nuestra cantidad desconocida, sin olvidar que, si
nuestra situacion cambia y se requiere ademas precision mayor, debemos re-
plantearnos la cuestion de si €l modelo es adecuado para nuestro proposito.

Como explicamos en la seccion 4-3, encontraremos, casi invariablemen-
- te, que las mejores maneras de probar modelos de sistemas fisicos implican un
tratamiento grafico. En principio queremos dibujar una grafica que ilustre el
comportamiento del modelo, y sobreponer en ella los puntos que representan
nuestras observaciones del comportamiento del sistema. Para hacerlo en for-
ma sencilla, empero, hay ciertos requisitos que debemos de cumplir.

En primer lugar, como una grafica (tal como la consideramos) es un dia-
grama bidimensional, debemos limitarnos inicialmente a dos variables. En
muchos casos esto se satisface automaticamente, como ha ocurrido en todos
los ejemplos anteriores. En otros casos, sin embargo, nuestra variable sera
funcion de dos (o mas) variables independientes. No podemos graficar tres va-
riables como coordenadas en una hoja de papel cuadriculado bidimensional
(aunque los diagramas tridimensionales se pueden generar por computadora, y
se ven con frecuencia en la literatura cientifica). En consecuencia, para nues-
tros propositos, es necesario simplificar el experimento manteniendo una de
las variables de entrada constante mientras estudiamos la dependencia de la
variable de salida respecto de la otra. Podemos modificar entonces la segunda va-
riable con un nuevo valor fijo y repetir el proceso. Con una serie de mediciones
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como €sta, podemos construir una imagen relativamente completa del com-
portamiento del sistema. Obsérvese que el éxito del proceso depende de nues-
tra hipotesis basica de que es posible mantener una de las variables de entrada
constante, independientemente de la variacion de la otra. Si este aislamiento de
las variables de entrada no es posible, tendremos problemas; algunas de las
técnicas necesarias se mencionaran en la seccion 5-2(b).

Para nuestro proposito actual vamos a suponer que tenemos solo una va-
riable de entrada, ya sea porque s6lo existe una, o porque podemos aislar una
manteniendo las otras constantes. Nuestro procedimiento experimental es cla-
ro: tenemos que medir la variacion de la variable de salida con la variable de
entrada, y graficarla para hacer la comparacion con la correspondiente grafica
del modelo. Sin embargo, como hemos sugerido en la seccion 4-3, haria falta
una computadora para dibujar incluso funciones sencillas no lineales, y las
ventajas de dibujar nuestras graficas en forma de linea recta son tan arrollado-
ras que soélo tomaremos en cuenta este planteamiento.

5—2 ECUACIONES CON GRAFICA EN FORMA DE LINEA RECTA

a) Casos sencillos

Si el modelo considerado contiene solo funciones lineales (como la distancia
recorrida a velocidad constante en funcion del tiempo, o la diferencia de po-
tencial a través de una resistencia constante en funcion de la corriente), no
tendremos mayor dificultad; la ecuacion ya esta en forma lineal. Sin embargo,
ése raramente es el caso, y enfrentamos casi invariablemente la necesidad de
convertir las funciones que encontremos en el modelo a la forma lineal. Ya he-
mos afrontado ese requerimiento en la seccién 4-3. Ahi la funcion era:

t = 0.4515x'?  (en unidades de metros y segundos)

y, evidentemente, si queremos representar esta ecuacion en la forma lineal;

variable vertical = pendiente x variable horizontal + constante
debemos definir

variable vertical = ¢
variable horizontal
pendiente = 0.4515

1/2

H
™

y también:

constante = 0
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Este es un caso sencillo, y con frecuencia no es tan facil ver como una ecuacion
puede convertirse a la forma lineal. No hay reglas definidas para hacerlo. La
mejor manera es tener claro en nuestra mente la forma a la cual queremos llegar:

variable vertical = pendiente X variable horizontal + constante

y ensayar distintas posibilidades con las cantidades de nuestra ‘ecuacion origi-
nal, hasta conseguir la forma requerida. En los problemas al final de este capi-
tulo, se ofrecen oportunidades de préctica al respecto.

Notese que no hay un resultado Unico en este proceso. A veces, una
ecuacion dada puede expresarse en forma lineal de diferentes maneras. Por
ejemplo, la ecuacion:

t = 0.4515x'?

puede emplearse con igual eficacia en cualquiera de estas formas equivalentes:

1/2 — 1 " 2 = 1
0.4515"° 4.905

x X, = 4.905¢2

con las elecciones adecuadas de variable vertical, variable horizontal y pen-
diente. Hay una cierta tendencia convencional a trazar graficas con la variable
de entrada horizontal y la variable de salida vertical, pero no es un estricto re-
quisito hacerlo asi. Debemos escoger la forma de grafica que mejor sirva a
nuestro proposito.

Ese proposito debera incluir no solo los requerimientos experimentales
basicos (prueba de modelos, etc.), sino también la comodidad y conveniencia
del experimentador. Para eso, deberan graficarse las variables tan sencillamen-
te como sea posible. Por ejemplo, considere un experimento para determinar
el coeficiente de viscosidad mediante el analisis del flujo de un liquido por un
tubo. La ecuacion adecuada (ecuacion de Poiseuille), es

4
0 = i
n
donde Q = rapidez de flujo
P = diferencia de presién a través del tubo
a = radio del tubo
¢ = longitud del tubo
n = coeficiente de viscosidad

En este caso, una opcion posible seria graficar Q vs. (wa*/8)P, una grafica cu-
ya pendiente seria igual a 1/7. Sin embargo, ésta seria una eleccion poco inteli-
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gente por una serie de razones. En primer lugar, aumenta muchisimo la canti-
dad de calculos requeridos para trazar la grafica, porque cada valor de P debe
de multiplicarse por 7a*/8f. En segundo lugar, cada una de las cantidades g v,
tiene una incertidumbre asociada; si ésta se combina cada vez con la incerti-
dumbre de P, tendriamos una incertidumbre falsamente acrecentada para la
cantidad compuesta (por ejemplo, ¢ se mediria una sola vez, y su incerti-
dumbre no se deberia combinar con la de P, como si cada vez que midiéramos
P, se combinara otra medici/c’m de a con ella). En este caso, sin duda, el camino
mas sensato es graficar Q vs. P, y usar ma*/8nf como la pendiente, evitando asi
todas las dificultades mencienadas antes. En general, es mejor graficar va-
riables tan sencillas como sea posible, y dejar lo mas que se pueda de los calculos
para hacerlos una sola vez al estimar el resultado con la pendiente.

b] Uso de las variables compuestas

En muchos casos puede convenirnos (o incluso ser absolutamente necesario)
usar variables compuestas. Considere, por ejemplo el llamado ““péndulo com-
puesto’’; una lamina rigida de forma arbitraria que se deja oscilar bajo la ac-
cion de la gravedad . Irededor de un eje perpendicular al plano de la misma [fi-
gura 5-1(a)]. El modelo normal de su oscilacion (para angulos pequeiios) da el

periodo T como:
2 + 2
T = 277\/u
gh

donde T = periodo de oscilacion (variable de salida)
h = distancia del centro de masa al punto de soporte (variable de
entrada)
& = aceleracion de la gravedad (constante y conocida)
k = radio de giro alrededor del centro de masa (constante y desco-
nocida)

Las formas de esta ecuacion con grafica rectilinea no son inmediatamente ob-
vias, pero es evidente la imposibilidad de ponerla en la forma lineal requerida
si escogemos que x y y sean funciones sencillas de Ay T. Sin embargo, es po-
sible la conversion a 1a forma lineal usando variables compuestas. Elevando al
cuadrado ambos lados de la ecuaciéon, obtenemos:

_Amiht + kY

2
T gh
Por tanto
2(1,2 + k2
T2 = 473(h )

8
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8

2 —_
h 412

Th — k?
que es lineal, con

variable vertical = h’

variable horizontal = T2h

. 8
endiente =
b 4r?
y
ordenada al origen = —k?

Vale la pena estudiar este ejemplo, ya que ilustra muy claramente la su-
perioridad del analisis lineal sobre otros métodos. Un enfoque comunmente
empleado en este experimento usa la grafica de T vs. h, que se muestra en la fi-
gura 5-1(b). Resulta que & puede obtenerse a partir de las longitudes de las in-
tersecciones AB y CD; si se requiere g, se tiene que obtener por el calculo de es-
te valor de k. Las ventajas de la forma lineal de analisis son claras. Primera: la
grafica de T vs. # no da una base para comparar el sistema con el modelo, a
menos que se utilice una computadora para dibujar la grafica de la funcion
T(h). Segunda: no se puede obtener una estimacion confiable de la incerti-
dumbre del resultado final de esta grafica, mientras que, por otra parte, la in-
certidumbre total se puede obtener facilmente de la grafica lineal. Tercera: el
uso de una interseccion en angulos tan pequefios como los que se ilustran en la
figura 5-1(b) es muy poco confiable, ya que cambios pequefios en la coloca-
cion de las lineas pueden provocar grandes cambios en la longitud de la porcion
intersectada; una forma lineal, en contraste, nos permite determinar la pen-
diente de la grafica con mucha confiabilidad. Cuarta: el resultado usando el
método de interseccion se determina finicamente COn unos cuantos puntos en
la vecindad de las intersecciones, y no obtenemos beneficio alguno de los de-
méas puntos; pero cuando dibujamos una linea recta, todos los puntos pueden
contribuir a la eleccion de una linea. Por altimo, las graficas lineales dan g Yk
a partir de mediciones casi independientes sobre la grafica, mientras que, con
el otro método, cualquier inexactitud en el valor de k se propaga automatica-
mente al valor de g.

El uso de las variables compuestas también puede ser conveniente cuan-
do hay dos o mas variables de entrada separadas. En tales casos, aun cuandoel
uso de variables compuestas no sea absolutamente necesario para una grafica
lineal (como fue el caso en el péndulo compuesto), a menudo proporcionan la
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(a)

(b)

Figura 5-1 Fl “‘péndulo compuesto’” y la variacion de su periodo de oscila-
cion con A.
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forma mas elegante y eficaz de trazar nuestras graficas. Se menciond antes
que, si un sistema incluye dos variables de entrada independientes, podriamos
estudiar la variacion de la variable de salida con cualquiera de las variables de
entrada aislada, mientras se mantiene la otra variable de entrada constante a
varios niveles discretos. Por ejemplo, si queremos medir el calor especifico de
un fluido por calorimetria de flujo continuo, podemos permitir que fluya a
una cierta rapidez de flujo masico m, por un tubo calentado eléctricamente en
el cual la rapidez de generacién de calor por unidad de tiempo es Q. La ecua-
cion del balance de calor resultante (despreciando pérdidas, etc.) sera:

g = mC AT

en donde C es el calor especifico del fluido que queremos medir, y AT es la di-
ferencia de temperatura entre los extremos de entrada y salida del tubo. Sin
duda tanto Q como m son controlables por separado, y podemos realizar
nuestro experimento estudiando las variaciones de AT con m, manteniendo Q
fijo a varios niveles, o podemos estudiar la variacion de A7 con Q, mantenien-
do m fijo a varios niveles. Podriamos entonces graficar ya sea AT vs. 1/m, en
cuyo caso las varias pendientes tendrian valores de Q/C, o AT vs. Q, lo que
daria las diferentes pendientes como mC. Sin embargo, existe otra posibilidad:
si tratamos el producto m AT como una variable y lo graficamos contra Q, ob-
tendremos una grafica que resume toda nuestra informacion sobre €] sistema
al incorporar ambas variables de entrada simultaneamente, ya sea que haya-
mos controlado los valores de 77 0 no. En este caso, nuestra pendiente simple-
mente tendria el valor C, y tendriamos una forma sencilla de probar el modelo
y obtener nuestra incognita en un solo paso.

Ese uso de las variables compuestas es muy coman, y, como antes, la
eleccidon de la combinacioén de variables y el modo de graficarlas pueden adap-
tarse tanto a la conveniencia del experimentador como a los requerimientos del
experimento. Si surgiese alguna dificultad al interpretar las observaciones gra-
ficadas empleando variables compuestas (tal vez una dispersion inesperada, o
alguna desviacion sistematica de la linealidad), siempre podremos obtener in-
formacion adicional del sistema graficando pares de variables individualmen-
te, mas bien que en combinacion. Esto frecuentemente ayuda a identificar ¢l
origen de la dificultad.

c) Gréficas logaritmicas

A menudo es deseable, y a veces absolutamente necesario, graficar las va-
riables en forma logaritmica. Por ejemplo, muchos procesos fisicos implican
funciones exponenciales de la siguiente forma:

y = ae”
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donde y y x son variables medidas y @ y b son constantes cuyos valores se van a
obtener a partir del experimento. La ecuacion se puede expresar en forma lineal
tomando logaritmos de base e en ambos lados:

log.y = log. a + bx

De este modo, si graficamos log, y en el eje vertical y x en el horizontal (lo que
se conoce como ‘“‘grafica semilogaritmica’), nuestro modelo dara una linea
recta. La pendiente nos dara el valor de b, y la ordenada al origen el valor de log. a.
Notese que, si se toman logaritmos de base 10 en lugar de base e, solo se afecta
la ordenada al origen, y eso puede ser conveniente si sélo estamos interesados
en la pendiente.

El uso de tales graficas logaritmicas es muy comun, debido a la frecuente
ocurrencia de funciones exponenciales en los modelos de procesos fisicos y
quimicos. Pero, ademas, las graficas ldgaritmicas se usan incluso para simples
funciones algebraicas. Considere, por ejemplo, la funcién

y=x’
Tomando logaritmos de ambos lados, ya sea de base 10 o de base e, obtenemos:
logy =2 log x
Esta ecuacion es lineal, con:
variable vertical = logy

variable horizontal = log x
pendiente 2

i

Asi pues, una dependencia funcional, como la de un simple cuadrado, se pue-
de probar usando esas graficas logaritmicas (que se conocen como “‘graficas
log-log™’).

Pero, ;cuél seria ]a ventaja de ese tipo de representacién comparada con
graficar, como hemos recomendado hasta ahora, y vs. x2? Una respuesta obvia
€S que nos permite trazar, en una hoja de papel de dimensiones razonables, va-
riaciones que serian muy extensas para una graficacion convencional con esca-
las lineales. Se puede graficar convenientemente en una sola hoja de papel un
intervalo de una potencia de 10 en nuestras observaciones; un alcance sobre un
factor de 100 resulta muy dificil, y un factor de 1000 hace practicamente impo-
sible una graficacion satisfactoria. Para alcances tan grandes como éstos de
nuestras variables, solo la grafica logaritmica permite una presentacion realis-
ta de los resultados.
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Una segunda ventaja de las graficas logaritmicas tiene que ver con la po-
tencia de la funcién. Si nuestro sistema se comporta de manera que la funcion

y=x"

seria mejor modelo que y = x?, ese hecho probablemente se nos escaparia si
graficaramos y vs. x2. Simplemente obtendriamos un conjunto de puntos que
se desvian de una linea recta, y el origen de la discrepancia no seria inmediata-
mente obvio. Por otro lado, la grafica log-log nos seguiria dando una linea rec-
ta. Esto significaria que una funcidén que incluya una potencia seguira siendo
un buen modelo. Por supuesto, la pendiente de la linea no seria 2, y el valor
mejorado del exponente, 1.8, se obtendria de la pendiente de la grafica log-log.
Mas adelante (en el capitulo 6) consideraremos los usos de la grafica log-log para
la construccion de modelos empiricos que incluyen esas potencias. Por el mo-
mento, baste sehalar que, en la etapa del disefio de un experimento, la posibili-
dad de graficacion semilogaritmicas o log-log debe tenerse en mente, ya sea
que el tipo de funcidn o el margen de variacion de las variables sugieran que es
la adecuada.

5—3 PLANEACION DE EXPERIMENTOS

Enumeraremos ahora los pasos reales, practicos, con los cuales nos prepara-
mos para hacer el experimento. Estos le podran parecer tediosos a alguien cuya
ambicion sea avanzar en el experimento tan rapido como sea posible, y preocu-
parse después de qué hacer con los resultados. De hecho, para muchos de los
experimentos sencillos que se encuentran comunmente en los laboratorios de
ensefianza, el minucioso cuidado que vamos a recomendar podra parecer ocio-
so y pedante. Pero debemos recordar que los sencillos experimentos de los la-
boratorios de instruccion son meras simulaciones, en una forma adecuada-
mente simplificada, de las situaciones mucho mas complejas y decisivas que
nos encontraremos mas tarde en los sistemas reales. Si en un primer laborato-
rio de fisica olvidamos medir el diametro de un alambre al efectuar un experi-
mento de elasticidad, probablemente eso no importe mucho; podemos regresar
mas tarde al laboratorio y cumplir con la medicién faltante y, aunque no lo hi-
ciéramos, no se acabaria el mundo. Pero, si diez afios mas tarde estamos pla-
neando hacer algin experimento sobre astronomia de rayos X en una nave es-
pacial, y nos damos cuenta hasta que nuestro experimento esté en Orbita de
que hemos olvidado medir alguna caracteristica esencial del detector, habre-
mos desperdiciado el costoso complejo espacial de alguna organizacion y no
seremos precisamente populares. Debemos de adquirir lo mas pronto posible



SEC. 5—3 PLANEACION DE EXPERIMENTOS 83

el habito de la planeacién meticulosa y concienzuda de nuestros experimentos,
aun si, por ahora, pueda parecer a veces superflua.

Los pasos de la planeacion son los que siguen:

a) Identificar el sistema y el modelo

Esto puede parecer algo trivial, pero es mejor tener claro desde el principio
cual es el tema de nuestro experimento. Por ejemplo, en el experimento del ba-
lin que cae, ;nos vamos a preocupar por la resistencia del aire o no? Si decidi-
mos ignorarla, no estamos siendo irresponsabies; estamos (nicamente defi-
niendo un aspecto de nuestro modelo. Si ésa es una buena decision o no, se
aclarara después con el experimento mismo. Si ¢l comportamiento del sistema
resulta estar en correspondencia con el comportamiento del modelo al nivel de
precision que practicamos, podremos sentirnos satisfechos de que no tenia ca-
so perder el tiempo en efectos pequefios. Si elegimos una opcion insatisfacto-
ria, nuestros resultados experimentales nos indicaran muy pronto la necesidad
de reconsiderar el punto. Asi que, desde el principio, debemos determinar los
limites del sistema y del modelo, y proceder a probar la situacion.

b} Elegir las variables

Normalmente alguna magnitud en el experimento se presentara como la elec-
cidén obvia para una variable de salida. Si hay s6lo una variable de entrada, no
hay problema. Si hay varias variables de entrada, debemos tratar de identificar
una como la variable independiente principal, y variar las otras en niveles
discretos.

¢} Linealizar la ecuacion

Las ecuaciones que representan el comportamiento del modelo deben expre-
sarse ahora en una forma en la que su grafica sea una linea recta, segun se
describe en la seccion 5-2. Como ya hemos mencionado, no hay una eleccion
inica y correcta para la forma lineal. Escogemos una forma que sirva a nues-
tros propositos de manera conveniente y eficaz. Por ejemplo, si nuestra ecua-
cion incluye alguna cantidad desconocida cuyo valor se va a determinar en el
experimento, probablemente sea mejor usar una forma de linea recta que tome
la incognita como pendiente. Es posible, por supuesto, determinar cantidades
desconocidas a partir de la ordenada al origen, pero, debido a que las ordena-
das al origen pueden estar sujetas frecuentemente a errores que surgen de los
defectos del instrumento o de otros errores sistematicos, en general es prefe-
rible obtener nuestras incognitas de las pendientes. Si la ecuacion contiene dos
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incognitas, probablemente sea mejor encontrar una forma que nos permita ob-
tener una incognita a partir de la pendiente y la otra, de la ordenada al origen.

d} Elegir el alcance de las variables

Antes de empezar las mediciones mismas, debemos decidir sobre los intervalos
en que esperamos hacerlas. Por lo comin, es mejor planear un intervalo para
la variable de entrada de por lo menos un factor de 10. Cuanto mayor sea, me-
jor, y un alcance menor a menudo puede dar una base insatisfactoria para
comparar ¢l comportamiento de los sistemas y los modelos. Obviamente no
podemos escoger directamente el intervalo de valores de las variables de salida:
el sistema mismo nos dara esos valores. Sin embargo, todavia debemos ser cui-
dadosos. Puede haber limites de los instrumentos mas alla de los cuales puede
ocurrir un dafio, por ej.: limites elasticos, calentamiento excesivo de resistores
de precision, sobrecarga de medidores y otros instrumentos. Hacer mediciones de
prueba meticulosas nos permitira determinar el intervalo de variables de entra-
da que impide que sobrecarguemos cualquier parte del sistema, Este es el mo-
mento de considerar cuidadosamente todos los aspectos de las especificaciones
de los instrumentos. Por ejemplo, ;tiene marcada encima la caja de resistencia
la corriente maxima permitida para cada escala? Si es asi, 'a incorporamos en la
eleccion del alcance de las variables. Si no, vamos a buscar esos valores en el
catalogo. En todo caso, debemos asegurarnos de que los limites se identifiquen
y se observen. Sera dermasiado tarde cuando el olor de aislante quemado y una
columna de humo azul llamen nuestra atencion hacia las fragilidades de los
aparatos de medicion fisica, y el costo de su reemplazo.

e) Determinar la precision del experimento

No debemos emprender un experimento sino hasta que tengamos una idea ge-
neral de la precision que esperamos lograr en el resultado final. Eso no quiere
decir que podamos garantizar un nivel de precision terminal, pero si que debe-
mos tener una cifra como meta que nos guie para elegir nuestros métodos de
medicién. Por ejemplo, la peticién de *‘Medir la aceleracion de la gravedad
usando un péndulo’’, en si misma practicamente carece de sentido. En respues-
ta a esta solicitud podriamos invertir diez minutos con aparatos burdos y obte-
ner un resultado con una precision del 10%, o bien, pasar semanas enteras con
equipo refinado y costoso y lograr el 0.01%. S6lo podemos tener una impre-
sidn realista de lo que se espera con un requerimiento como el de ““Medir g
usando un péndulo simple, con una aproximacion del 2% y tratando de no
emplear mas de dos horas en ello’’. La cifra del 2% nos da una idea general de
la clase de mediciones que se nos pide hacer.

Deberiamos tener un objetivo como ése en mente para cada experimento;
ello serviria como base para proceder a un disefio realista de nuestro experi-
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mento. Podemos intentar asegurarnos de que, por una parte, todas nuestras
mediciones sean de suficiente precision para contribuir con provecho al resul-
tado final, y, por otra, no perder tiempo y esfuerzo haciendo mediciones con
una precision muy por encima de la que se requiere.

Para ver como puede llevarse a cabo tal disefio, volvamos al ejemplo del
péndulo y nuestra expectativa de incertidumbre del 2% en el valor de g. Sabe-
mos que el resultado para g, aunque se obtendra graficamente, en esencia in-
volucra mediciones de ¢ y de T (bajo la forma de 72). Si la incertidumbre en
cualquier medida ya sea de o de T2 excede el 2%, hay pocas probabilidades de
que ésta contribuya ventajosamente a una determinacioén de g con aproxima-
cion del 2%. Supongamos que, como primera aproximacion, elegimos restrin-
gir la incertidumbre tanto de £ como de 72 para que estén incluidas en el 1%;
;cuales son las implicaciones que esto tiene para las mediciones de ¢ y de 77
Nuestro primer paso debe ser, haciendo mediciones de prueba, asegurar la in-
certidumbre absoluta con la que podemos hacer las mediciones de ¢ y de 7.
Una vez que hayamos determinado estas incertidumbres, podemos encontrar
los limites de los alcances de las medidas de £ y de 7 que permitiran que la pre-
cision sea aceptable. Vamos a suponer que, con los aparatos disponibles, pen-
samos que podemos medir longitudes con una incertidumbre absoluta de 1 1
mm. ;Cual es la longitud para la cual esto da una precision del 1%?

e % = 0.01 (¢ en cm)

Por tanto:
£ = 10 cm

Asi, mientras nuestras longitudes sean mayores de 10 c¢m, la contribucién a la
incertidumbre total de £ esta dentro de limites aceptables, y hemos identificado
un limite en el alcance aceptable de ¢.

¢ Cuales son las implicaciones para T? Si vamos a asignarle una precision
del 1% a T2, necesitamos un 0.5% en 7. El periodo de oscilacion se determina-
ra midiendo el tiempo para un niimero especificado de oscilaciones con algun
tipo de temporizador o de cronémetro. Vamos a suponer que estamos utilizan-
do un cronémetro que (como podemos comprobar intentando la medicion en
la practica), nos permite medir el tiempo de un cierto nimero de oscilaciones
con una aproximacion de 0.2 seg. Notese que esta cifra de 0.2 seg debe ser la
incertidumbre global en todo ¢l proceso de medicion del tiempo, comprendida
nuestra apreciacion personal de la posicion del péndulo para apretar el botén,
los tiempos de respuesta para reaccionar, etc.; no es suficiente considerar s6lo
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la incertidumbre de la lectura de la manecilla estacionaria del cronometro. En
todo caso, si tenemos una incertidumbre global en la medicion del tiempo de
+0.2 seg, podemos calcular la precision de cualquier intervalo medido, ¢, como
0.2/¢. Esta es la cantidad que deseamos restringir a valores inferiores a 0.5%,
por lo que la condicion limitante es:

0.2

— = 0.003
!

Luego, el valor limite de ¢ esta dado por

0.2

' 0.005

= 40 seg

Esto es, suponiendo que escogemos el nimero de oscilaciones del péndulo de
manera que siempre estemos midiendo tiempos mayores de 40 seg, podemaos
esperar que nuestras medidas contribuiran efectivamente a una determinacion
final de g dentro del 2%. Por supuesto que no podemos garantizar que €se
plan experimental resultara en un valor de g con una incertidumbre menor del
2% siempre existe la posibilidad de contribuciones inesperadas a la incerti-
dumbre o de un error sistematico insospechado. Pero, al menos, podemos evi-
tar hacer mediciones que no tengan posibilidad alguna de contribuir provecho-
samente al resultado final.

En esta etapa debemos reflexionar sobre si cada medicion se va a consi-
derar en términos de un intervalo estimado de incertidumbre, o si las fluc-
tuaciones al azar son lo suficientemente grandes para requerir el uso de méto-
dos estadisticos. Si este tltimo es el caso, algunas mediciones de prueba nos
permitiran hacer una estimacion preliminar de la varianza, con lo que podre-
mos escoger el tamafio de muestra que se necesita para lograr la precision re-
querida. En esta etapa debemos recordar las advertencias sobre la inexactitud
en las muestras pequefias que se dieron en la seccion 3-11. Pero, ademas debe-
mos recordar que los intentos para mejorar la precision aumentando el tamafio
de la muestra pueden ser ingratos. La expresion para la desviacion estandar de
la media involucra a /N, de modo que si una muestra de prueba de 10 medi-
ciones sugiere que sea deseable, digamos, un aumento de diez veces en la preci-
sion, el tamafio de la muestra tendria que aumentarse en un factor de 100. Un
tamafio de muestra de 1000 puede no ser factible, y tendriamos que buscar al-
gun otro camino hacia el aumento de la precision.

Ya sea que las mediciones sean de naturaleza estadistica, 0 que tengan
una incertidumbre estimada, sencilla, sera posible decidir en esta etapa si cada
medicion en el experimento puede hacerse en forma satisfactoria o no. Sial pa-
recer alguna medida esta restringida a una incertidumbre que excede nuestras
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aspiraciones de disefio, debemos obtener un método mas preciso de medir esa
cantidad particular, o, si eso no es posible, reconocer que nuestro limite ante-
rior para la incertidumbre final del experimento era irrealizable con los apara-
tos disponibles, y que sera necesaria la revision de ese limite. Asimismo, eva-
luando la contribucion de cada magnitud en el experimento a la incertidumbre
final, podremos identificar cualquier medida (o medidas) que contribuyan de-
cisivamente al resultado final, ya sea por su baja precision intrinseca, o por la
forma en que entra en los calculos (p. ej.: alguna cantidad elevada a una po-
tencia alta, o una cantidad que se tiene que obtener como la diferencia de dos
valores medidos). Una vez que se identifiquen, se les puede dar una especial
atencion a esas medidas para que su incertidumbre se mantenga bajo control al
maximo posible.

Todo el detalle descrito en esta seccion puede parecer que constituye un
enfoque innecesariamente exigente para un experimento pequefio y sencillo,
pero es conveniente recordar, una vez mas, que nos estamos ejercitando para
experimentos de mucho mayor envergadura e importancia, en los que las con-
secuencias de una falta de planeacion adecuada pueden ser graves y costosas.

f) Elaborar el programa de medicién

Después de determinar las variables, los alcances y la precision del experimen-
to, lo ideal es concluir su disefio elaborando un programa de medicion comple-
to y explicito. Este normalmente tomara la forma de una tabla que incluye todas
las cantidades por medir en el experimento, y que proporciona también espa-
cio para cualquier calculo requerido para dibujar las graficas. Un programa de
medicion completo permitira al experimentador, durante el transcurso del ex-
perimento, concentrarse en la conduccion real del experimento. Mientras se
manipulan aparatos y se hacen mediciones, normalmente hay bastante qué ha-
cer sin la necesidad continua de decidir qué hacer después. El programa de me-
dicion ayudara también a resguardarse de la omision accidental de alguna medicion
significativa, que podria pasarse por alto a resultas de la presion de la misma
experimentacion.

Como ya hemos observado reiteradamente, toda esta planeacion podra
parecer como una bulla excesiva e innecesaria para un experimento sencillo.
Sin embargo, estas recomendaciones representan nada menos que ¢l minimo
basico de preparacion para cualquier experimentacion seria, y no debe perder-
se oportunidad alguna para la formacion temprana de habitos cuidadosos de
disefio y planeacion de experimentos. Es importante evitar la tentacion de apre-
surarse a seguir con el experimento, dejando hasta después la tarea de decidir
qué hacer con los resultados; es mucho mas benéfico adquirir el habito de re-



28 DISENO DE EXPERIMENTOS CAP.5

servar €l tiempo necesario para diseflar y planear el experimento adecuada-
mente antes de empezar las mediciones en si.

5—4 DISENO DE EXPERIMENTOS CUANDO
NO EXISTE UN MODELO

Esta situacion se presenta cuando, por ejemplo, estamos observando algin fe-
noéomeno tan nuevo que todavia no se ha construido un modelo tedrico al res-
pecto, o bien nos ocupamos de un sistema que es tan complejo, como un sis-
tema de ingenieria o algiin aspecto de la economia nacional, que acaso nunca
sea posible construir un modelo teérico de él. Si no tenemos un modelo exis-
tente para probarlo, nuestro objetivo al experimentar con el sistema podria te-
ner diversas modalidades. Podriamos estar motivados por la simple curiosidad
o por una necesidad practica de informacion sobre el sistema. A un nivel supe-
rior, quizas nos interesen las posibilidades de construir modelos. Podemos estar
buscando una guia para la construccion de un modelo teorico, o, si esto resulta
muy dificil, desear obtener. mediciones que sirvan de base para un modelo pu-
ramente empirico del sistema, Como se menciono en el capitulo 4, los modelos
empiricos, aun si no se tiene una comprension tedrica detallada, son sumamente
utiles. Pueden servir para sistematizar lo que pensamos de un sistema comple-
JO, y con_frecuencia son esenciales para calculos matematicos sobre el sistema
como la interpolacion, la extrapolacion, el pronostico, etc.

Cualquiera que s?xﬁestra motivacion, probablemente nos gustaria en-
contrar una funciéon o grafica que proporcione un ajuste suficientemente bue-
no para las observaciones. Los métodos para encontrar funciones adecuadas
se describiran en el capitulo 6, y nos restringiremos por el momento al proble-
ma de disefiar el experimento. A falta de un modelo existente, el disefio del ex-
perimento puede ser relativamente directo, especialmente si podemos aislar las
variables de entrada de modo que podamos variar una mientras mantenemos
fijos los valores de las otras. Nuestro diseiio del experimento consistira, sim-
plemente, en medir la variable de salida en intervalos adecuados de las varia-
bles de entrada para construir una imagen del comportamiento del sistema tan
completa como sea posible. Por supuesto, si no podemos aislar las variables de
entrada, tendremos problemas, y ese caso se considerara en la secciéon 5-7.

Aun si no contasemos con una teoria previa acerca del fendomeno, es sen-
sato aprovechar cualesquier sugerencia disponible sobre funciones que pueda
ser adecuada a nuestro sistema, y comprobar esa posibilidad en el comporta-
miento del mismo. Una forma de obtener esas sugerencias, se presentara en la
seccion siguiente,
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9—5 ANALISIS DIMENSIONAL

Aunque no exista una teoria completa de un fenémeno fisico, todavia es po-
sible obtener una provechosa orientacion para la realizacion de un experimen-
to mediante el método del analisis dimensional. Las ‘‘dimensiones’’ de una
cantidad fisica (mecanica) son su expresion en términos de las cantidades ele-
mentales de longitud, masa y tiempo, abreviadas como L, M y T. Asi, por
ejemplo, la velocidad tiene dimensiones de LT1; la aceleracion, L 7-%; la densi-
dad, ML3; la fuerza (igual a masa X aceleracion), MLT-2; el trabajo (igual a
fuerza x distancia), ML2 T2, etc.

El principio empleado en el analisis dimensional se basa en el requisito de
que las dimensiones finales en los dos lados de una ecuacion deben de corres-
ponder. De esta manera, si sabemos que g esté relacionada con la longitud y el
periodo de un péndulo, es obvio que la (nica forma de que la £ 72 de la acele-
racion en el lado izquierdo pueda compensarse del otro lado es incorporando
la longitud a la primera potencia (para obtener la L), y dividiendo entre el pe-
riodo al cuadrado (para proporcionar 7-2), En seguida, pues, podemos afir-
mar que, independientemente de la forma tedrica final de la ecuacion, ésta de-
be tener la estructura

longitud )

g = (constante adimensional)} X ( =
periodo

Adviértase que el proceso no puede dar informacién sobre constantes
adimensionales (nimeros puros como , etc.), y por eso siempre debemos in-
cluir la posibilidad de su presencia en las ecuaciones obtenidas por analisis di-
mensional.

El método general es como sigue: considérese una cantidad z que se supo-
ne es funcién de las variables x, y, etc. Escribimos la relacion en la forma

z o x%% ..

donde @ y b representan potencias numeéricas a las cuales se tendran que elevar
Xy y. Ahora escribimos las dimensiones del lado derecho en términos de las di-
mensiones de x y y y las potencias @ y . En segundo lugar, establecemos como
condicion que la potencia final de la dimension M en el lado derecho debe ser
igual a la potencia que conocemos de z. Hacemos lo mismo con L y T, obte-
niendo asi tres ecuaciones simultaneas que nos permiten calcular los valores de
a, b, etc.
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Como ejemplo, consideremos la velocidad de propagacion v de las ondas
transversales en una cuerda. Podriamos suponer que esa velocidad estara de-
terminada por la tension 7 en la cuerda y su masa por unidad de longitud, m.
Escribimos:

v o Tm®
I.as dimensiones adecuadas son:
de v: LT
de T (fuerza): MLT?

de m (masa por unidad de longitud): ML™'

Por tanto:
LT ! = (MLT‘Z)"(ML“‘)”

- Ma+b X La—b % T—-Za

* Entonces, comparando una por una las potencias de M, L y T en los dos lados
de la ecuaciéon, obtenemos:

para M. O=a+b
para L: l=a-b»
para T: -1 = —-2a

para lo cual las soluciones son obviamente:

N

a=3, b= -

y obtenemos, finalmente:

) . T
v = (constante adimensional) X \/:
m

Este procedimiento es muy valioso, porque aun sin contar con una teo-
ria fundamental detallada, proporciona una prediccion relativa al comporta-
miento del sistema. Ese puede ser un punto de partida para la investigacion ex-
perimental, y si el experimento muestra consistencia entre el comportamiento
del sistema y el modelo producido por el analisis dimensional, tendremos una
confirmacion de la validez de la eleccion original relativa a las variables. Siel
experimento muestra una discrepancia, debemos observar de nuevo nuestras
primeras suposiciones sobre las cantidades que influyen en el experimento. N&-
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tese que en el ejemplo anterior obtuvimos tres ecuaciones para solo dos incog-
nitas. Por tanto, la situacién en realidad estaba excesivamente determinada, y
tuvimos la fortuna de que las ecuaciones que contenian a y b fueron consisten-
tes. Si no lo hubieran sido, habriamos sabido inmediatamente que nuestra su-
posicion relativa a los constituyentes de v era erronea.

Por muy poderoso que sea este método, desde luego surgiran dificultades
cuando la magnitud bajo estudio sea funcion de mas de tres variables. Enton-
ces tendremos mas de tres potencias desconocidas, pero solo tres ecuaciones a
partir de las cuales determinarlas. En este caso, no es posible una solucion Oni-
ca, pero se puede encontrar una solucion parcial en términos de combinaciones
de variables.

Por ejemplo, consideremos la rapidez de flujo Q de un fluido de coefi-
ciente de viscosidad n por un tubo de radio r y longitud £ bajo una diferencia de
presion P. Es claro que todas estas cantidades son significativas para determi-
nar la rapidez de flujo, y por ello cabe sugerir la relacion:

Q o Paebncrd

Las dimensiones de esas cantidades son como sigue:

Q  (volumen por unidad de tiempo): LT
(fuerza por unidad de area): MLT* X L 2 = ML™'T?
(longitud del tubo): L

. I T

(coeficiente de viscosidad, definido como fuerza por
unidad de area por unidad de gradiente de velocidad):

MLTHLH LT ' x L™H!
= ML'T™!
r (radio del tubo): L

De este modo:
L3T' = (ML T ?°Lo(ML™'T ')L*?
Y, comparando potencias de
M: O0=a+c

L: 3=—a+b—-c+d
T -1=-2a—-c
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Aqui tenemos cuatro incOgnitas y solo tres ecuaciones, asi que, en general, no
es posible una soluciébn completa. Sin embargo, podemos obtener parte de ella,
porque es obvio que las ecuaciones para M y T nos dan:

a=1
c= -1

Por tanto, la ecuacion de Q debe contener el factor P/y. La parte restante de
la solucidon puede escribirse s6lo como

b+d=3

Pero, al reexpresarla como

d=3-b

podemos ver que Q debe contener el producto r3/r®; también que contiene ¢,

por lo que tenemos
b
Q Exrix (ﬁ)
] r

Como es inconcebible que Q aumente con ¢, si todas las demas cantidades per-
manecen constantes, es evidente que b debe tener un valor negativo, y pode-
mos invertir ¢l factor ¢/r para obtener, finalmente:

b
ro£><r3x(—r-)
n 4

La cantidad & sigue siendo desconocida, y eso es lo mas que el analisis dimen-
sional nos puede acercar a la solucion completa. Sin embargo, aun esta solu-
cion parcial puede servir de guia para experimentar en una situacion para la
que no exista una teoria fundamental previa. El analisis dimensional puede
ampliarse para abarcar magnitudes térmicas y eléctricas, pero en esos casos
surgen las ambigiiedades y requieren una consideracion especial. El analisis
respectivo podra encontrarse en los textos convencionales sobre calor y electri-
cidad, o en textos especializados de analisis dimensional.

5—6 MEDICIONES DEL TIPO DE DIFERENCIAS

En todas las secciones anteriores hemos supuesto que habia una relacion clara
y definida entre las variables de entrada y las de salida, y que las variables de
entrada mismas eran facilmente identificables y estaban relativamente bien
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controladas. Sin embargo, enfrentamos a veces circunstancias en las que no
somos tan afortunados. Tal vez nuestras variables de entrada no se puedan ais-
lar claramente, de manera que, cuando todas estan variando al mismo tiempo,
es dificil identificar el efecto de cada una en la salida del sistema. O tal vez el
sisterna es tan complejo y esta sujeto a tantos factores variables que resulta di-
ficil juzgar si el efecto en el que estamos interesados siquiera existe. Para
afrontar circunstancias como éstas, se han ideado ya muchas técnicas experimen-
tales, en su mayoria de naturaleza estadistica. Las descripciones de esas técni-
cas pueden consultarse en los textos de estadistica citados en la Bibliografia.
Para nuestros propositos actuales, nos restringiremos a una breve descripcion
de los problemas que surgen en diferentes niveles de complejidad e incertidumbre.

a) Experimentos de medicitn de diferencias en las ciencias fisicas

Supongamos, por ejemplo, que deseamos estudiar algin efecto relativamente
pequefio, como la extension de un alambre de acero duro con la aplicacion de
una carga. No solo es pequeiio el efecto, sino que también esta sujeto a una se-
rie de factores que lo perturban; la temperatura, por ejemplo. Por tanto, si medi-
mos simplemente la extension bajo un cierto peso sin garantizar la estabilidad
de temperatura, no podemos estar seguros de que la extension que midamos se
pueda atribuir @inicamente a la influencia en la que estamos interesados, es de-
cir, al peso. Y no solo eso, pues si, ademas, no nos es posible controlar efecti-
vamente la temperatura, nunca podremos estar seguros del efecto del peso en
el alambre. La sclucidon es una medicion de ‘“‘efecto-nulo’’. Si medimos simul-
taneamente la longitud de dos muestras, una con peso y la otra libre, cabe es-
perar que la diferencia en su comportamiento se atribuya a la magnitud en que es-
tamos interesados, en este caso el peso. Por supuesto, debemos tratar de ase-
gurarnos de que, hasta-donde sea posible, las dos muestras sean idénticas, que
estén sujetas a las mismas influencias, como la temperatura, y que difieran en
un solo aspecto: el peso aplicado a ellas,

Afortunadamente tal correspondencia no es muy dificil de lograr si esta-
mos hablando de alambres de acero. Podemos estar cerca de hacer que la si-
tuacion de los dos alambres sea idéntica montandolos muy cerca uno del otro
(para hacer minimas las diferencias de temperatura entre ellos) y tomando
otras precauciones semejantes. Y, como queremos que las propiedades origi-
nales de las dos muestras sean tan aproximadamente idénticas como sea po-
sible, podemos simplemente tomar un tramo de alambre y partirlo en dos, ha-
ciendo que un pedazo sea la muestra que se va a cargar y el otro la muestra de
comparacion que indicara el efecto nulo. Nuestra capacidad de cortar la mues-
tra en dos partes nos permite realizar convenientemente una gran variedad de
mediciones del tipo de diferencias, y obtener una alta precisién en la deteccion
de efectos pequefios, que de otra manera quedarian ocultos sin remedio por los
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factores de perturbacion. Esta experimentacion del tipo de medicion de dife-
rencias es muy comun, y se encontrara en toda la gama de fenémenos fisicos.

Con frecuencia terminamos errando, a menos que verifiquemos el de-
sempeiio de nuestro sistema experimental en ausencia de la influencia que esta-
mos estudiando, asi como en su presencia. A veces, incluso, los resultados nos
sorprenden, y hariamos bien en seguir el consejo de Wilson (véase la Bibliogra-
fia), y reflexionar sobre esta afirmacion: ‘‘Por numerosos experimentos se¢ ha
probado en forma concluyente que el golpear tambores y gongs durante un
eclipse solar provoca que el brillo del sol regrese’’.

b] Experimentos de medicion de diferencias en las ciencias biologicas

Al ilustrar las mediciones de efecto nulo usando el alargamiento de un alambre
de acero bajo el efecto de un peso, nos hemos topado con un aspecto muy util:
para garantizar la semejanza de la muestra experimental y la muestra de com-
paracion, tomamos nuestra muestra basica y la dividimos en dos. En el caso de
alambres de acero y otros materiales semejantes, eso no presenta problemas,
Sin embargo, otros sistemas no se prestan con la misma facilidad.

Supongamos que deseamos medir la efectividad de un nuevo medicamen-
to para un tipo particular de enfermedad. Es claro que tendria muy poco valor
si no hiciéramos otra cosa que s6lo administrar el medicamento a un paciente
que sufre la enfermedad y vigilar si hay mejoria. Hay demasiadas variables y
factores perturbadores para que podamos atribuir confiadamente cualquier
cambio en la condicién del paciente al medicamento. Si queremos aislar el
efecto de la medicina sola, es claro que tratariamos de diseflar algan tipo de ex-
perimento de diferencias, en el que observariamos ¢l efecto nulo asi como la
influencia del medicamento. Una situacidon como ésta, empero, presenta difi-
cultades obvias que no se encuentran al experimentar con alambres de acero.
La renuencia de la mayoria de los seres humanos a ser partidos en dos imposibi-
lita el crear una auténtica muestra de efecto nulo. Podriamos aprovechar a una
segunda persona como muestra de efecto nulo, pero enfrentariamos inme-
diatamente toda la variabilidad de respuesta que procurabamos evitar al em-
plear muestras idénticas.

Enfrentados a lo inevitable de la variabilidad biolégica, nuestro Gnico re-
curso consiste en compensarla con el aumento del numero. Desistimos de
nuestros intentos por experimentar con sujetos individuales y conformamos un
grupo experimental, expuesto a la influencia que se estudia, y un grupo ‘‘de
control’’. El grupo de control se forma de modo que sea tan estrechamente
comparable con el grupo experimental como sea posible, y que difiera solo en
que no recibira el tratamiento que constituye el tema de la investigacion. Espe-
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ramos que esté expuesto a todas las influencias perturbadoras que afectan al
grupo experimental, que responda a ellas del mismo modo que ese grupo vy,
por tanto, que proporcione la medicion del efecto-nulo buscada.

Acaso haga falta incluir muchos refinamientos en este tipo de experimen-
tacién, porque los efectos que buscamos medir a menudo pueden ser muy pe-
quefios en comparacion con todas las influencias perturbadoras. Por ejemplo,
para disminuir las distorsiones subconscientes de los resultados en experimentos
médicos sobre sujetos humanos, es comun ofrecer a los integrantes de un gru-
po en control un sustituto inocuo de la sustancia real administrada al grupo ex-
perimental (un ““placebo”), al tiempo que se mantiene tanto a los experimentados
como a los sujetos bajo estudio, en la ignorancia respecto de a quién se admi-
nistra la sustancia real y a quiénes la simulada (el llamado experimento ‘‘do-
blemente a ciegas’’).

Los disefios experimentales que incluyen un grupo experimental y un gru-
po de control cuidadosamente equiparado, son practicamente universales en
los estudios biologicos, ya sea que estemos tratando de medir la posible carac-
teristica carcinobgena de algin colorante alimenticio en grandes grupos de desa-
fortunados ratones, o los efectos benéficos de las actividades musicales en el
desempeifio académico de los alumnos de escuelas primarias.

5—7 EXPERIMENTOS SIN CONTROL SOBRE LAS
VARIABLES DE ENTRADA

A veces tenemos que disefiar un proceso para estudiar algiin sistema sobre el
cual no tenemos control alguno. Si éste es el caso, no nos queda otra alternati-
va que la observacion simple y sin manipulacion del sistema, y nuestra tarca
consiste en disefiar el proceso de observacién (tal vez no tengamos justificacion
para llamarlo un experimento) para optimizar nuestras oportunidades de com-
paracion efectiva entre las propiedades del sistema y las de cualquier modelo
que tengamos en mente. En 1os casos de una conducta claramente definida del
sistema y de modelos bien definidos, puede ser que no afrontemos mayor difi-
cultad. Por ejemplo, un astronomo puede sufrir la frustracion de su incapaci-
dad de influir en la materia de su experimento, pero su sistema normalmente
funciona de una manera bien definida, permitiendo con fi recuencia mediciones
sumamente exactas. De esta manera, no €s muy dificil decidir que la teoria de la
relatividad general de Einstein se ajusta a las observaciones de la orbita del planeta
Mercurio mejor de lo que ocurre con la teoria de la gravitacion de Newton.
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En otros casos, sin embargo, las preguntas que nos hacemos pueden ser
mas dificiles de contestar. Por ejemplo: ;Ha alterado la calidad de un produc-
to la introduccion de un nuevo detalle en la manufactura o no? Aun cuando
todo lo demas en el proceso de manufactura se mantenga tan constante como
sea posible, la observacion demostrara que el producto varia- de una muestraa
otra; ;oculta esta variacion el efecto en el que estamos interesados o no? Enta-
les casos, sin tener control sobre las variables de entrada, nuestro estudio se
convierte en un ejercicio de procedimientos de muestreo, y existe todo un cam-
po de investigacion industrial con el nombre de control de calidad. La literatu-
ra sobre estadistica y disefio estadistico de experimentos es muy amplia, pero
algunos de los textos enumerados en la Bibliografia proporcionaran un punto
de partida.

Con todo, aun los procesos industriales, con sus fluctuaciones inherentes
y su falta de controi sobre las entradas, plantean problemas que son sencillos en
comparacién con algunos de los problemas cuya solucion buscamos hoy dia.
Por ejemplo: ;Mejora la adicion de fluoruros a los suministros de agua de las
ciudades la salud dental de la poblacion, y produce, acaso, otros efectos, po-
siblemente dafiinos? ;Causan las plantas nucleoeléctricas una mayor inciden-
cia de leucemia en su vecindad o no? En tales casos, tenemos casi todos los
problemas a los que se puede enfrentar un experimentador. Hay poco o ningun
control sobre las variables de entrada; hay una amplia variacion en la respues-
ta individual: la respuesta puede ser solo de naturaleza probabilistica; puede
haber largos retrasos para observar una respuesta; rara vez hay una oportuni-
dad de observar un efecto genuinamente nulo (normalmente no llevamos a ca-
bo encuestas de sensibilidad adecuadas antes de que el ayuntamiento empiece a
afiadir fluoruros, o antes de que la planta nucleoeléctrica se construya), y por
lo general hay una multitud de factores externos que confunden. Lo Gnico que
podemos hacer es llevar a cabo nuestro proceso de muestreo con tanto cuidado
como sea posible. Debemos obtener una medicion artificial de efecto nulo con-
formando un grupo experimental, tan grande como sea posible, que esté bajo
la influencia que estamos estudiando, y un grupo de control, que esperamos
esté exento de esa influencia, que en todos los demas aspectos corresponda con
el grupo experimental tan estrechamente como sca posible.

Lo principal de este tipo de trabajo de experimentacion o estudio, radica
en la habilidad y el cuidado con que se haga el muestreo. Los efectos que se es-
tudian son normalmente tan sutiles que, a consecuencia tan solo de variaciones
en el procedimiento de muestreo, no es raro que distintas encuestas arrojen
conclusiones completamente contradictorias. De hecho, es sabido que perso-
nas con particulares intereses de por medio pueden proporcionar resultados de
encuestas que ‘‘prueban’’ su argumento, obteniendo el resultado que desean
mediante un control cuidadoso en sus procedimientos de muestreo. Muchos de
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los problemas en los que las cuestuones cientificas tienen especial relacion con
las politicas de gobierno, presentan esta caracteristica de variables de entrada
incontrolables, y todos deberiamos familiarizarnos tanto como sea posible con
los procedimientos empleados en el muestreo y las pruebas de significancia. De
€sta manera seremos capaces de juzgar tan exactamente como se pueda las de-
mandas usualmente conflictivas de los protagonistas.

Al afrontar problematicas de tal complejidad, debemos a menudo desis-
tir de emplear las pautas conocidas de pensamiento que otrora se han aplicado
con exito en otras areas. Por ejemplo, el término ““prueba’ se usa legitima-
mente en muchos contextos. Podemos probar resultados matematicos basados
en principios matematicos. La palabra se usa también (tal vez menos legitima-
mente) con referencia a las medidas cuando el nivel de incertidumbre lo permi-
te. Hemos probado que el Sol est4 a mayor distancia de la Tierra que la Luna
(aunque seria mejor decir simplemente que la distancia medida es mayor). Pero
hay otros campos en los que no podemos usar la palabra en absoluto. Todos
hemos escuchado, por ejemplo, que la evidencia que relaciona fumar ci-
garrillos con el cancer pulmonar es ‘‘solamente estadistica’’, y que el dafio no
se ha *“‘probado’’. Esas situaciones son confusas, en parte porque los efectos
observables aparecen solo en términos de probabilidades, y también porque
esos efectos pueden aparecer solamente después de que han pasado muchos
afios. En tales casos, el concepto de “‘prueba’’ debe modificarse. En la actuali-
dad se ha reemplazado por el concepto de correlacion. Los estudios de correla-
cién dan resultados, expresados en términos de probabilidades, que difieren en
caracter de las nitidas relaciones causa-efecto con las que estamos familiariza-
dos en otros experimentos. Sin embargo, pueden ser igualmente validos para
identificar los factores que influyen en los sistemas. El concepto de correlacion
se tratard mas ampliamente en la seccidén 6-14.

PROBLEMAS

1. Un cientifico afirma que la velocidad final de caida de un paracaidisia depende solo
de la masa del individuo y de la aceleraciéon debida a la gravedad. ;Vale la pena
montar un experimento para comprobarlo?

2. El alcance de un proyectil disparado con una velocidad v a un angulo con la hori-
zontal o debe depender de su masa, la velocidad, el &ngulo vy la aceleracion de la
gravedad. Encuentre la forma de la funcion respectiva.

3. Se sabe que la presion dentro de una burbuja de jabon depende de la tension superfi-
cial del material y el radio de la burbuja. ;Cual es la naturaleza de esa dependencia?

4. El periodo de un péndulo de torsion es funcion de la constante de rigidez
(par/unidad de deflexion angular) del soporte y el momento de inercia del cuerpo
oscilante. ;Cual es la forma de la funcion?
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5. La deflexion de una viga de seccion circular apoyada en los extremos y cargadaenel
centro depende del peso de la carga, la distancia entre los apoyos, el radio de la viga
y el modulo de Young del material. Deduzca {a naturaleza de la dependencia.

En todos los problemas que siguen, enuncie las variables o combinaciones de vayiables
que deben graficarse para verificar la variacion sugerida, y diga como puede encontrarse
la incégnita (pendiente, ordenada al origen, elc.).

6. La posicion de un cuerpo que parte del reposo y esta expuesto a una aceleracion
constante esta descrita por

at?

-

S=

donde s y ¢ son las variables medidas. Determine a.

7. La frecuencia fundamental de vibracion de una cuerda esta dada por:

,,=1\/i
21 Ym

donde n, !y T son las variables medidas. Determine m.

8. La velocidad de flujo de salida de un fluido ideal por un orificio en el lado de un

‘tangue esta dada por
/2P
v=1\—
p

donde v y P son las variables medidas. Determine p.

9. Un péndulo conico tiene un periodo dado por

T=2m /lcosa
4

donde Ty « son las variables medidas; / es fija y conocida. Determine g.

10. La deflexion de una viga en cantilever se expresa por
4wi?
~ Yab®
donde d, W y I son las variables medidas; a y b son fijas y conocidas. Determine Y.
11. La elevacion capilar de un fluido en un tubo esta dada por
_ 20
" peR
donde / y R son las variables medidas; p y g son fijasy conocidas. Determine o
12. La ley de los gases para un gas ideal es
pv = RT

donde p y T son variabies medidas; v es fija y conocida. Determine R.
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13. El efecto Doppler de la frecuencia para una fuente en movimiento esta dado por

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

v

f=h

v — o
donde fy vy son variables medidas; f, es fija y conocida. Determine v.
La expansion lineal de un solido esta descrita por
[ =101 + a-A)
donde / y At son variables medidas; /, es constante, pero desconocida. Determine a.
La ley de refraccion es
M1 sen h = wo sen B;

donde ¢, y 6, son variables medidas; yx, es fija y conocida. Determine g,.
La ecuacion de las lentes delgadas (o de los espejos) puede expresarse como
1 1 i
-+ ===
s 5 f
donde sy s’ son variables medidas. Determine f. Hay dos maneras de graficar esta

funcion. ;Cual es la mejor?

La frecuencia de resonancia de un circuito L - C en paralelo esta dada por

1
VLC

donde w y C son variables medidas. Determine L.

w-__

La fuerza entre cargas electrostaticas esta descrita por

_ 99
41760)’2

Fy r son variables medidas para g, y ¢, fijas y conocidas. ;Como comprueba la ley
inversa del cuadrado?
La fuerza entre corrientes esta descrita por:

Mo i] iz !

F=3"

donde F, iy, i, y r son variables medidas; g, y / son constantes. ;Como comprueba la
forma de la dependencia?

La descarga de un capacitor esta descrita por

Q = Qoe—r/RC

donde Q y ¢ son variables medidas. R es fija y conocida. Determine C.
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21. La impedancia de un circuito R — C en serie s

/ 1
Z= R+ —

donde Z vy w son variables medidas. Determine R y C.

22. La variacion relativista de la masa con la velocidad es

mo

02
Vi— =

donde m y v son variables medidas. Determine m, y c.

m=

23. Las longitudes de onda de las lineas en 1a serie de Balmer del espectro del hidrogeno
estan dadas por

donde \ y » son variables medidas. Determine R.



Evaluacion de
experimentos

6—1 ENFOQUE GENERAL

Aun cuando hayamos terminado de hacer las mediciones en un experimento,
todavia resta por cumplir una parte igualmente significativa del proceso: debe-
mos evaluar la importancia de lo que se ha hecho. Al realizar el experimento,
nuestro objetivo es poder hacer alguna proposicion al cabo. Es importante
identificar con claridad lo que queremos enunciar, y asegurarnos que el enun-
ciado es tan exacto y completo como sea posible asi como que esté perfecta-
mente justificado por nuestras observaciones. La forma precisa en que eva-
luemos el experimento en su conjunto, dependera del tipo de experimento que
hayamos realizado. Como ya explicamos en los capitulos 4 y 5, podriamos ha-
ber trabajado con o sin un modelo teérico, y nuestras mediciones pueden o no
estar dominadas por fluctuaciones estadisticas. Los procedimientos a seguir,
pues, variaran en consecuencia.

Antes de proseguir, empero, debemos advertir dos hechos generales. Pri-
mero, siempre debemos tener presente que los resultados experimentales son
valiosos. A menudo son resultantes de un amplio programa experimental que
absorbe a mucha gente y grandes cantidades de dinero. A cualquier escala de
costo, los resultados pueden ser nicos e irrecuperabies. Es preciso admitir la
obligacion de extraer cada apice disponible de informacion a partir de nuestras
observaciones, y asegurarnos de que nuestra proposicion final es tan completa
como sea posible. El segundo hecho general tiene que ver con la objetividad.

111
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Es casi imposible evitar emprender un experimento abrigando alguna idea pre-
concebida de lo que ‘‘debe’” ocurrir. Debemos, sin embargo, disciplinarnos
para ser tan objetivos como podamos, y asi el resultado del experimento es dis-
tinto de lo esperado o deseado, o nos decepciona de algin modo, nuestro de-
ber es estar preparados para exponer el resultado en forma honrada y realista,
y obtener con base en ello la orientacion requerida para el trabajo futuro.

En el laboratorio de ensefianza, donde a veces es dificil tener en mente
los objetivos finales con toda claridad, y es facil en cambio olvidar que
nuestros experimentos sirven para simular tareas reales en el mundo del traba-
jo, comiinmente nos encontramos con la creencia equivocada de que la mision
consiste en reproducir los valores conocidos de magnitudes experimentales. Si,
por ejemplo, estamos midiendo la aceleracion de la gravedad y obtenemos un
valor de 9.60 m-seg2, y nuestra respuesta difiere del resultado “correcto’,
concluimos que estamos ‘‘equivocados’’. El “‘error’’ entonces puede atribuirse
por conveniencia a los instrumentos. De hecho, como no hay resultados
“correctos” de las magnitudes experimentales, nuestra situacion en efecto
tiene que ver con la comparacion de dos valores medidos de una cantidad. Ca-
da valor medido tiene sus caracteristicas propias, asi como su propio intervalo
de incertidumbre. Evaluar la importancia de una discrepancia entre dos valo-
res medidos independientes de una misma cantidad, es realmente una tarea
compleja y dificil. Es mucho mejor, en principio, desarrollar nuestra habilidad
para medir tan confiablemente como sea posible, y evaluar su intervalo de in-
certidumbre con la mayor exactitud; mas tarde podremos preocuparnos de
comparar nuestras mediciones con las de otras personas.

Asi que cuando estamos efectuando mediciones de magnitudes de las que
de antemano conozcamos con certeza un valor mas preciso, es mejor discipli-
narnos para evitar pensar en ese valor mas preciso o ‘“‘estandar’’; es mejor ad-
quirir experiencia y fortalecer la confianza en nuestro propio trabajo. Esta
confianza hara falta mas adelante, cuando nos dediquemos a la experimenta-
cion profesional, en la que deberemos hacernos responsables de nuestros pro-
‘pios experimentos, y medir fendmenos que acaso nunca hayan sido medidos
antes.

De modo que si obtenemos un valor de 9.60 m - seg™ para g, démonos
cuenta de igual manera que la incertidumbre del caso es de + 0.3m - seg?, yel
resultado no es tan malo como podriamos pensar al principio. Si vamos a
reclamar por algo, que sea por los = 0.3 m - seg’%, pero no tenemos por qué
sentirnos culpables al respecto si nuestro dispositivo experimental, con un es-
fuerzo normal, no es capaz de dar una precision mejor que el 3%. No debemos
engafiarnos por la forma en que suelen citarse los valores aceptados de algunas
magnitudes fisicas en los libros de texto. Estos valores con frecuencia se men-
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cionan de manera mas bien ocasional, y los textos rara vez aclaran el que estas
cantidades son resultantes de una complicada labor por parte de generaciones
de cientificos expertos. Para nosotros, es muy instructivo leer la historia de-
tallada de tales mediciones, podran hallarse excelentes ejemplos de ello en el
libro de Shamos citado en la Bibliografia. Debemos rehuir la improvisacion
con magnitudes como éstas, y no esperar reproducirlas con toda exactitud en
dos horas de trabajo en un laboratorio elemental.

Lo principal es enunciar el resultado del experimento con honradez y ob-
jetividad plenas. Indudablemente el experimentador debe esforzarse con se-
riedad por sacar el maximo provecho del experimento, asegurandose de que el
resultado final sea tan confiable como sea posible, y los limites de incerti-
dumbre tan estrechos como el experimento lo permita. En todos los casos, no
obstante, lo esencial es ser realista.

6—-2 LAS ETAPAS DE LA EVALUACION DEL EXPERIMENTO

El proceso de evaluacion de resultados de un experimento consta de varias fa-
ses. En primer lugar, debemos obtener los valores de las magnitudes basicas y
sus incertidumbres respectivas. En segundo, debemos evaluar el grado de
correspondencia entre las propiedades del sistema y las del modelo. En tercero,
es preciso calcular los valores de cualquier propiedad del sistema que nos haya-
mos propuesto medir desde un principio. Por itltimo, habra que hacer una esti-
macion de la precision global del experimento. Consideremos ahora uno a uno
estos pasos.

a} Calculo de cantidades elementales

El primer paso para obtener el resultado de nuestro experimento consiste en calcu-
lar las cantidades elementales que lo componen. Por ejemplo, un experimento
con pendulo simple cuyo proposito es determinar un valor de g, probablemen-
te dara, como variable de entrada, un conjunto de lecturas de la longitud f. La
variable de salida estara representada por un conjunto de mediciones de los
tiempos requeridos para un cierto namero de oscilaciones, y a partir de ellos
podran calcularse luego los valores del periodo 7. Nuestro propdsito actual es
calcular los valores de ¢ y Ty sus incertidumbres; esto conformara la base para
el analisis grafico posterior. La eleccion del procedimiento dependera aqui de
si hemos optado por hacer una evaluacién subjetiva de los intervalos de incer-
tidumbre de cada medida, o si hemos considerado que las fluctuaciones al azar
son lo bastante significativas para hacer deseable el tratamiento estadistico.
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b) Incertidumbre estimada

En el caso del péndulo simple, la primera variable a considerar es f. Aqui acaso
encontremos que medir la longitud del péndulo con una regla de madera nos
permite identificar intervalos, como los que se describen en la seccion 2-3,
dentro de los que estamos ‘‘casi seguros’’ se hallan nuestros valores. Por tan-
to, nuestros datos experimentales apareceran como un conjunto de valores def
en esta forma: valores + incertidumbre. También es concebible, si hemos esta-
do contando oscilaciones y midiendo tiempos con un cronbmetro, que poda-
mos de igual modo identificar intervalos en la escala de tiempo dentro de los
cuales estamos ‘‘casi seguros’’ se encuentran nuestros valores de tiempo. Estos
también se expresaran como tiempo =+ incertidumbre. Sin embargo, ésta
todavia no es nuestra variable 7. Tal vez contemos 15 oscilaciones del péndu-
lo, obteniendo un valor para el tiempo de 18.4 + 0.2 seg, y el valor del pe-
riodo, o tiempo requerido para una oscilaciéon, debera obtenerse por division
como 1.227 + 0.013 seg. Notese que no solo debe calcularse asi el valor
central, sino también el valor de la incertidumbre. En términos algebraicos
sencillos tenemos que

1 18.4 0.2
—_— -+ = e e = -+
(15)(18.4 * 0.2) 5 71 1.227 = 0.013

Es importante no pasar por alto este tipo de modificacion significativa del va-
lor de incertidumbre; serd necesaria siempre que se hagan calculos aritmeéticos
de las magnitudes basicas.

El resultado final del proceso de este experimento sera un conjunto de
valores de ¢ y T, completo con sus incertidumbres, y estaremos listos para cons-
truir el trazado de nuestra grafica.

c) Incertidumbre estadistica

Si la repeticion del proceso de medicién ha mostrado fluctuaciones al azar en
una o en ambas variables, quiza resolvamos, como se exnlico en la seccion
5-3(e), considerar una muestra de observaciones, cuyo tamarfio se escoge de
acuerdo con la magnitud aparente de la dispersion de los datos a fin de lograr
la precision requerida. Como debemos reducir el conjunto resultante de medi-
ciones a una forma adecuada para graficar, tenemos que expresar la muestra
en la forma valor central + incertidumbre. Cabe recordar que, segin expusi-
mos en la seccion 3-10, la forma mas adecuada para elegirlas es normalmente
la media de la muestra y la desviacion estandar de la media, dada la importan-
cia facilmente reconocible de estas cantidades. Suponiendo que quede claroen
nuestro informe que estamos citando medias de las muestras y desviaciones es-
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tandar de las medias, todo el mundo entendera que estamos especificando in-
tervalos con una probabilidad del 68% de contener la media del universo en
cuestion,

Al tiempo que hacemos estas afirmaciones sobre la importancia cuantita-
tiva de nuestras mediciones, vale la pena recordar las advertencias hechas en la
seccion 3-5. Las muestras de mediciones que encuentra uno en el trabajo nor-
mal del laboratorio de fisica, a menudo son demasiado pequefias para permitir
una evaluacion de la distribucion de frecuencia real del universo del que fueron
tomadas. Por consiguiente, al atribuir las propiedades numeéricas de la distri-
bucion Gaussiana a nuestra muestra, solo estamos haciendo una suposicion.
Por lo comun la hipotesisies suficientemente buena, pero debemos de recordar
sin duda alguna que se trata s6lo de una suposicion.

En este punto recordemos también las advertencias sobre las estima-
ciones de ¢ en muestras pequefias que se hicieron en la seccion 3-11, y verifi-
quemos ademas que los célculos son significativos. En general, no vale la pena
adoptar un enfoque estadistico con menos de 10 observaciones; para algunos
propositos particulares podrian requerirse muchas mas.

Por otro lado, es util pensar por anticipado en la interpretacion de las re-
giones de incertidumbre en la grafica. Si ambas variables en nuestro experi-
mento tienen caracteristicas estadisticas semejantes, la media y. la desviacion
estandar de la media de cada punto nos permitiran dibujar, para cada punto de
la grafica, un pequefio rectangulo cuya interpretacion sera evidente. Podria-
mos tener bastantes dificultades si nuestro experimento da variables de dos cla-
ses diferentes. Es muy probable que en, digamos, el experimento de caida libre
bajo la accion de la gravedad usado como ejemplo en la-seccion 4-2, una va-
riable, la distancia de caida, tenga apropiadamente una incertidumbre estima-
da, y que la otra requiera un tratamiento estadistico que considere desviaciones
estandar de la media. Si fuéramos a graficar valores derivados de estos dos ti-
pos diferentes de tratamiento, nuestros intervalos de incertidumbre sobre los
dos ejes serian diferentes. El intervalo de incertidumbre en una dimension dara
casi un 100% de probabilidad de contener el valor deseado, mientras que la
probabilidad de la otra dimension sera de solo el 68%. En un caso como éste,
sera dificil saber como interpretar la grafica, y convendria mas hacer corres-
ponder las variables en mayor medida. Considerando que un intervalo de dos
veces la desviacion estandar de la media nos da una probabilidad del 95% de
-incluir el valor del universo, podemos usar 2S,, como nuestra incertidumbre
para la variable tratada estadisticamente, lo cual nos da un intervalo de incerti-
dumbre para cada punto de la grafica con aproximadamente la misma impor-
tancia en ambas dimensiones.
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En esta etapa, por uno u otro proceso, la medicion de cada magnitud en
el experimento se habra reducido a un valor central y su incertidumbre, pero
atin no estamos debidamente preparados para empezar a trazar la grafica real.
Si se va a dibujar esta grafica con una variable en un eje y la otra variable enel
segundo eje (como peso vs. alargamiento para un resorte, 0 corriente vs. dife-
rencia de potencial para un resistor), entonces podemos proceder directamen-
te. Sin embargo, es igualmente comun representar cantidades en la grafica que
deben construirse a partir de las mediciones originales por algln proceso de
calculo aritmético (72 vs. ¢ para un péndulo, 7 vs. Jh para la caida libre bajo
la accion de la gravedad, etc.). No hay, desde luego, mayor dificultad en reali-
zar estos calculos aritméticos tan sencillos, pero no debemos olvidar que los
valores de incertidumbre también deberan calcularse otra vez. Si vamos a
representar valores de 72 en la grafica, las barras o los rectangulos de incerti-
dumbre deben dar el intervalo real en el que la misma T2 es incierta. Todas es-
tas magnitudes calculadas deberan proporcionarse con sus propios intervalos
de incertidumbre, y solo entonces estaremos listos para empezar a trazar la
grafica del experimento.

6—3 GRAFICAS

Ya sea que la grafica sirva como una mera ilustracion del comportamiento de
un sistema fisico o sea la clave para evaluar el experimento y calcular el resulta-
do, la meta es colocar las observaciones de manera que sus caracteristicas se
presenten tan claramente como sea posible. Eso implicara elecciones apro-
piadas de escala, proporciones, etc. Primero, asegurese de que el papel cuadri-
culado es lo suficientemente grande. Es una pérdida de tiempo graficar obser-
vaciones que tienen una precision del -;—% en una hoja de papel de 12 X
% 18 cm, donde una tipica incertidumbre de trazado es tal vez del 2%. Como
veremos mas adelante, se perdera informacion valiosa a menos que las incerti-
dumbres de los puntos sean claramente visibles, y por ello es necesario asegy-
rarse de que el papel de la grafica sea suficientemente grande. Segundo, haga
que la grafica llene el area disponible. Esto se puede lograr escogiendo las esca-
las de manera que la trayectoria general de la grafica pase aproximadamentea
45° de los ejes, y suprimiendo el cero si es necesario. Si se esta graficando lare-
sistencia de un alambre de cobre como funcion de la temperatura, y los valores
van de 57 a 62 ohms, empiece la escala de resistencia en 55 ohms y prolongarla
hasta 65. Si la escala empieza en cero, la grafica se vera como un techo plane
sobre una hoja en blanco, y llevard muy poca informacion.

Hay, sin embargo, excepciones en las que puede ser importante conser-
var el origen como parte de la grafica. Puede ser deseable, o incluso necesario,
examinar el comportamiento de la grafica cerca del cero en uno o €n ambos
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ejes. En otras ocasiones, para propositos de ilustracion, tal vez deseemos
mostrar claramente la escala de alguna variacion en relacion con el valor cero.
No obstante, para efectos del analisis grafico que nos ocupa, en general es me-
jor hacer que la grafica abarque todo el papel.

El método de marcar cada medida sobre el papel de la grafica depende,
hasta cierto punto, de la preferencia personal. Una caracteristica esencial, por
supuesto, es asegurarse de que el intervalo de incertidumbre se indique clara-
mente. Solo si esto se cumple, puede tener algin sentido el proceso de compa-
rar el comportamiento del sistema con el del modelo, y se puede evaluar la in-
certidumbre de cualquier calculo futuro de pendientes, etc. A cada punto de la
grafica le asignamos una cruz, con barras verticales y horizontales que indi-
quen el intervalo de incertidumbre, o podemos hacer de cada “‘punto’’ un pe-
quefio rectangulo que rodee el valor medido e indique el intervalo de incerti-
dumbre en cada coordenada con su dimension horizontal y vertical. Mientras
los intervalos de incertidumbre estén indicados claramente, quizas no importe
el método que escojamos: lo importante es adquirir el habito de marcar las in-
certidumbres en cada grafica que dibujemos. También es conveniente anotar
en la grafica misma, o en su encabezado, la naturaleza de las incertidumbres,
es decir, limites extremos estimados, incertidumbres estadisticas de 1S o 285,
etc. Puede resultar muy frustrante el tratar de apreciar la importancia de una
grafica st tenemos que buscar por todo el texto para descubrir qué significan
las marcas de incertidumbre. Si se tienen que dibujar varias graficas en una
misma hoja de papel, cercidrese de que éstas se distinguen con toda claridad
usando simbolos o colores diferentes, o por algin otro medio.

6—4 COMPARACION ENTRE MODELOS EXISTENTES
Y SISTEMAS

Una vez que todas nuestras observaciones estén representadas en la grafica, es-
tamos listos para proceder con la siguiente etapa: la comparacién entre las pro-
piedades del sistema, que ahora estan representadas ante nuestros ojos, y las
propiedades de cualesquiera modelos que estén disponibles. Nuestro procedi-
miento dependera de las circunstancias, y describiremos las diversas situaciones
caso por caso. En todo lo que sigue supondremos que, a causa de la dificultad
de representar propiedades no lineales de los modelos en graficas dibujadas a
mano, hemos escogido o rearreglado nuestras variables de modo que las grafi-
cas tomen forma lineal.

Supongamos, en primer lugar, que tenemos un modelo totalmente espe-
cificado que no contiene cantidades indeterminadas. El proposito de nuestra
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investigacidn experimental sera, pues, ver inicamente cuan bien corresponden
las propiedades del modelo a las del sistema. Para esto, simplemente tendria-
mos que trazar sobre nuestra grafica, a la misma escala, la grafica de la fun-
ci0n que representa las propiedades del modelo. En la figura 4-10 se ilustro ya
un caso tipico, en el que las observaciones del tiempo de caida de un objetoen
funcion de la distancia se compararon con la expresion analitica

t = 0.4515x'/?
que representa nuestro modelo tedrico de esa situacion.

Pero, ;como vamos a juzgar el grado de correspondencia? Aqui es donde
la presencia de los intervalos de incertidumbre cobra una importancia decisiva.
Si s6lo hubiésemos graficado puntos sin barras de incertidumbre, la inevitable
dispersion de los puntos significaria que la probabilidad de que la linea que
representa las propiedades del modelo pase por lo menos por uno (digamos no
por mas de uno) de los puntos, sera demasiado pequefia. De este modo, {cémo
podriamos afirmar algo sensato sobre el resultado de la comparacion? Si, en
cambio, los “‘puntos’’ de la grafica representan intervalos de posibilidad de lo-
calizacion de los valores graficados, es posible hacer enunciados l6gicamente
satisfactorios. En otro caso, como el de 1a figura 4-10, la linea que representa
al modelo paséd por la regién de incertidumbre de cada punto, y podemos so0s-
tener justamente eso. Notese, una vez mas, que esto no significa que hayamos
‘‘probado’’ que la ecuacion era ‘‘verdadera’’ o ‘‘correcta’’ o algo parecido. Lo
que podemos afirmar es que el modelo y el sistema son ‘‘consistentes’’, o “‘es-
tan de acuerdo’’ o son ‘‘compatibles’’, o alguna frase por el estilo. Debemos
estar seguros de que utilizamos el lenguaje correcto, porque de otra manera es-
tamos mal interpretando la situacion, y corremos el riesgo de desorientar a la
gente. Obsérvese también que debemos de ser cuidadosos al expresar que he-
mos encontrado ‘‘correspondencia’’, ‘‘consistencia’’, ‘‘concordancia’’, o lo
que fuere, entre el modelo y el sistema, unicamente al nivel de precision de
nuestro experimento, Nada de nuestro proceso nos autoriza a dejar de conside-
rar el hecho de que, a un nivel superior de precision en las medidas, podrian
surgir discrepancias no detectables en nuestro experimento.

Considerado ya el caso en el que modelo y sistema resultan tener pro-
piedades que no son distinguibles al nivel de precision aplicado, debemos estu-
diar los otros casos en que las propiedades del modelo y las del sistema no se
traslapan completamente, Veamos una a una las distintas posibilidades.

a) No hay discrepancia detectable

Este es el caso que ya hemos analizado en detalle. Se ilustra en la figura 6-1(a).
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b) Correspondencia en parte del rango

Con mucha frecuencia se encuentran circunstancias en las que un modelo pro-
porciona una descripcion satisfactoria de un sistema, siempre que el valor de
alguna variable no sobrepase o quede dentro de cierto limite. En este caso, la
comparacion gréafica aparecera como en la figura 6-1(b) o (c). Un ejemplo del ca-
so (b) seria el flujo de un fluido por un tubo, en el cual la proporcionalidad entre
rapidez de flujo, y columna de presion s6lo es satisfactoria por debajo del ini-
cio de la turbulencia. La figura 6-1(c) podria servir para ilustrar la variacion de
la resistividad de un metal con la temperatura, para la cual el modelo lineal de-
Ja de funcionar a las temperaturas mas bajas.

En cualquier caso que corresponda a esta categoria, enunciariamos el re-
sultado de la comparacion en términos tales como ““Observamos una corres-
pondencia (compatibilidad, consistencia, etc.) entre el modelo y las observa-
ciones solo en tal o cual intervalo; se observo que las propiedades del modelo y
las del sistema divergen significativamente a partir de tal y o cual valor’’. Note-
se nuevamente que debemos resistir la tentacion de juzgar que algo “‘esta mal’’
porque no encontramos una correspondencia completa entre los modelos y los
sistemas en todo el rango. Tanto los modelos como los sistemas existen por su
propio derecho, y no podemos prejuzgar hasta qué punto sus propiedades se
van a traslapar. De hecho, la deteccién de los limites de validez de un modelo
particular puede proporcionar pistas importantes para mejorarlo.

c) Ordenadas al origen o interceptos

Una situacidén bastante com(n tiene que ver con las ordenadas al origen. La
grafica del comportamiento del modelo puede pasar por el origen, pero el
comportamiento observado del sistema quizas no, segun se ilustra en las figu-
ras 6-1(d) y (e). Una discrepancia como ésta puede surgir de diversos tipos de de-
sajuste entre el modelo y el sistema, y la informacion sobre esas ordenadas al
origen puede ser muy tttil para analizar situaciones experimentales. Por lo ge-
neral, es muy conveniente, al trazar graficas, verificar el comportamiento del
modelo y el del sistema en el origen; este aspecto se consider6 ya en la seccion
6-3, sobre dibujo de graficas. Como vimos en la seccion 4-5, el analisis grafico
de un experimento es muy valioso porque nos permite obtener respuestas libres de
errores sistematicos asociados con interceptos inesperados. Sin embargo, aun
con esta proteccion, lo mejor en general es saber si existe un intercepto inespe-
rado, para que podamos comprobar el grado total de correspondencia entre €l
modelo vy el sistema.

d) Dispersion inesperada de los puntos

Como se explico en el capitulo sobre planeacion de experimentos, es indispen-
sable evaluar cuidadosamente la incertidumbre de nuestras mediciones antes
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Figura 6-1 La comparacion eutre sistemas y modelos.
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de empezar el experimento en si, y, a la luz del indice de precision terminal pro-
puesto, elegir las opciones adecuadas de métodos de medicioén. Si hemos hecho
todo eso en forma satisfactoria, encontraremos, al trazar la grafica, que hay
consistencia entre la dispersion de los puntos y las incertidumbres en las medi-
ciones. Esto se ilustro en la figura 6-1(a). Sin embargo, las cosas no siempre fun-
cionan como quisiéramos, y no es raro que nos hallemos en la situacion ilustra-
da en la figura 6-1(f), que resulta, simplemente, de la presencia de factores en
nuestros métodos de medicion gue no identificamos al hacer nuestra eva-
luacion inicial sobre la incertidumbre de las mediciones.

No debemos contentarnos con dejar la situacion asi. Vale la pena revisar
los instrumentos para averiguar la causa de esa fluctuacion. Podria ser algo
tan simple como una conexion eléctrica suelta, o el no haber agitado una solu-
cion caliente, y siempre sera confortante ver que tales discrepancias desapare-
cen. Si, por alguna razon, no es posible mantener el experimento en curso y to-
mar medidas para reducir la dispersion, tal vez sea necesario trabajar con los
resultados tal como estan y enunciar lo mejor que podamos en lo relativo al
grado de correspondencia entre el modelo y el sistema. Quizas podamos afir-
mar algo como ‘‘las observaciones se distribuyen uniformemente alrededor de
la linea que representa el modelo’”. Para los casos en que tenemos que obtener
informacion numérica a partir de las lineas trazadas usando tales mediciones
experimentales, véase la seccion 6-7.

e] No correspondencia entre el sistema y el modelo

Muy rara vez encontramos circunstancias en las que el comportamiento del sis-
tema no se parece en absoluto al comportamiento del modelo [figura 6-1(g)]; si
todo en el experimento funciona como se espera, éste es un resultado que seria
poco probable. Los modelos pueden ser, en principio, representaciones inade-
cuadas del comportamiento del mundo fisico, pero no tendrian la condicién de
modelos si fueran tan malos como los que estamos ilustrando en el caso pre-
sente. Una falta de correspondencia tan grave como ésta, es sefial clara de un
auténtico error en el experimento. Podria tratarse de un error de interpretacion
de las variables, una equivocacion al rectificar la ecuaciodn, una incorrecta dis-
posicion de los instrumentos, o una equivocacion al hacer las observaciones,
calcular los resultados, trazar la grafica. De ser posible, vuelva hasta el princi-
pio, revise todo, y empiece de nuevo. Si no es posible verificar los aspectos ins-
trumentales del experimento, cerciorese de que no haya errores en todos los
procesos analiticos y aritméticos. Si todos los intentos por descubrir el error
fallan, especifique el resultado del experimento con toda honradez y objetivi-
dad. Siempre existe la posibilidad de que hayamos descubierto algo nuevo. En
todo caso, si estamos sinceramente sorprendidos por alguna discrepancia entre
un instrumento bien verificado y un modelo confiable, lo mas seguro es que un
informe honrado de nuestra situacion le interese a otras personas.
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En todo lo anterior hemos procurado hacer hincapié en un punto impor-
tante: no debemos pensar que el experimento nos da un resultado “‘correcto”
o ““incorrecto’’. Simplemente llevamos a cabo nuestro proceso experimental
con tanto cuidado como sea posible, y presentamos luego los resultados en la
forma mas honrada'y objetiva que podamos. No esta mal recordar que de vez
en cuando los modelos solo pueden proporcionar una representacion parcial-
mente satisfactoria del comportamiento de los sistemas. Lo mas importante ¢s
que conozcamos los limites de validez de los modelos, y la forma en que éstos
fallan pueden proporcionar valiosas evidencias a quienes buscan mejorarlos,

6—5 CALCULO DE VALORES A PARTIR DEL
ANALISIS DE LINEAS RECTAS

En todas las secciones anteriores nos hemos ocupado de modelos que estaban
especificados por completo, incluyendo los valores numéricos de todas las can-
tidades que intervienen. En tales casos, el proposito experimental era simple-
mente comparar el comportamiento del sistema y el del modelo. Sin embargo,
como se considerd en la seccion 4-5, también es posible, y de hecho muy co-
mun, usar el analisis de lineas rectas para determinar, con respecto a alguna
magnitud del modelo, el vaior numérico adecuado para nuestro sistema. En tales
casos nuestro modelo no esta completamente especificado, porque incluye una o
varias magnitudes de valor inicialmente desconocido. No es posible, entonces,
trazar una grafica del modelo para compararlo con los puntos. En este caso, la
grafica contiene originalmente los puntos solos, como se muestra en la figura
6.2(a).

Supongamos que hemos estado midiendo los valores de corriente que pa-
sa por un resistor y-la diferencia de potencial entre sus extremos, y que deses-
mos comprobar las observaciones contra el modelo:

V = IR

En ausencia de un valor especificado de R, el comportamiento del modelo estd
representado por todas las lineas en el plano /, V' que tienen la ecuacion:

V = constante X [

donde la constante puede tomar cualquier valor entre cero e infinito. En prin-
cipio podemos simplemente trazar estas lineas en la misma grafica que las me-
diciones, y determinar, primero, hasta qué punto el comportamiento del mo-
delo y el del sistema se traslapan. En segundo lugar, a partir del haz de lineas
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{a)

(b)

Figura 6-2 Ajuste de una linea recta a las observaciones.

que esta en las regiones de incertidumbre de todos os puntos, podemos deter-
minar ¢l intervalo de valores de R que es apropiado para nuestro sistema (esto
se ilustro antes en la figura 4-11). Sin embargo, para este proposito eso no es
tan simple como parece, porque, con base en los valores medidos que se
muestran en la figura 6-2(a), no tenemos derecho a prejuzgar el comportamiento
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del sistema en el origen. Es mejor dejar la cuestion de los interceptos para un
analisis ulterior, y decidir simplemente sobre el conjunto de lineas rectas que es
consistente con las observaciones.

Hay varias maneras de hacerlo; la mas satisfactoria, el método/esta-
distico, se explicara mas adelante. Mientras tanto, nos contentaremos con
procedimientos mecanicos mas simples, y llevaremos a cabo la practica con-
sagrada por afios de ‘‘trazar Ia linea recta que mejor se ajuste a los puntos”.
Hacer esto a 0jo requiere algiin auxilio mecanico que no oculte la mitad de los
puntos. No se puede usar una regla opaca, pero una regla o una escuadra
transparentes son aceptables. Probablemente el mejor auxiliar sea un trozo de
hilo oscuro: puede estirarse sobre los puntos y moverse con facilidad hasta en-
contrar la posicion mas satisfactoria. Si se tropieza con dificultades para juz-
gar visualmente la tendencia de un conjunto de puntos, a menudo resulta muy
util sostener la hoja de la grafica a la altura de la vista, y ver en direccion de los
puntos. Esto facilita mas el poder apreciar la acumulacion de los puntos alre-
dedor de una linea recta, o una desviacion sistematica de la linea recta, que con
el examen convencional de vision directa.

Hay varias lineas rectas que podemos identificar con provecho. La “‘me-
jor’’ linea recta (cualquiera que sea el significado dé ‘‘mejor’’) es una candida-
ta obvia. Ademas, podemos hacer una estimacion de cuanto se puede girar esa
““mejor’’ linea en uno u otro sentido, hasta que ya no podamos considerarla
como aceptable para ajustarse a los puntos. Estas dos lineas nos proporciona-
ran un valor de la incertidumbre en la pendiente. En los casos en los que resul-
ta dificil identificar una ““mejor’’ linea y sus limites de incertidumbre, a veces
es util recordar que nuestros puntos y sus incertidumbres son en realidad una
muestra de toda una banda de valores sobre el plano. La ocupacion de esa ban-
da por nuestras observaciones puede ser irregular, dado el nimero limitado de
estas altimas, vy esto dificulta nuestra eleccidn de lineas. Si éste es el caso, con
frecuencia nos sirve el imaginar que la banda esta poblada con los millones de
mediciones que podriamos hacer con los instrumentos. Asi, podemos tratar
de adivinar en nuestra grafica donde podrian estar el centro y las orillas de esa
banda, y ello nos permitira elegir nuestras lineas. En la figura 6-2(b), por
ejemplo, podriamos haber escogido AB como nuestra ‘‘mejor’’ linea, y consi-
derado que las lineas CD y EF (marcadas) contendrian casi la totalidad del uni-
verso infinito de mediciones. Las lineas CF y ED (no dibujadas) representarian
entonces, respectivamente, la pendiente mas pronunciada y la menos pronun-
ciada de las lineas consistentes con los puntos observados.

Una vez que hayamos escogido nuestras lineas, podemos emprender la
determinacion del valor numérico de sus pendientes, de modo que podamos
obtener el resultado que queremos, como en este caso del ejemplo de V' = IR,
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el valor de R. Notese que, para nuestros propositos, la cuestion de la pendiente
no tiene nada que ver con el angulo que forman las lineas en el papel cuadricu-
lado; estamos hablando de intervalos en los valores medidos de las variables /
y V, y las pendientes deben calcularse analiticamente. Para una linea como la
AB en la figura 6-3, busque con cuidado cerca de los extremos e identifique
puntos en donde la linea cruza, tan exactamente como sea posible, una inter-
seccion de las lineas del papel cuadriculado. Identifique las coordenadas (/,,
V1) e (I, V3) de esas intersecciones, y evalie la pendiente como:

. - Vz - Vl
pendiente = LT
Luego, ténemos que

R = pendiente

lo que nos da el resultado que buscabamos. Por supuesto, en expresiones mas
complicadas el valor de la pendiente puede darnos la respuesta deseada solo
después de hacer un calculo con otras cantidades medidas.

Debemos ejecutar este proceso tres veces. Nuestra linea AB nos dara
nuestro ‘‘mejor’’ valor elegido para R, y las otras dos lineas, CF y ED (no di-

c
th, Vi)

Figura 6-3 La ‘““mejor’’ pendiente y sus limites extremos.
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bujadas) nos proporcionaran el limite superior y el inferior, fuera de los cuales
estamos ‘‘casi seguros’’ de que no se halla el valor de R. Por lo comun en-
contraremos que estos valores extremos del intervalo de incertidumbre son
aproximadamente equidistantes del valor central, y sera posible finalmente ci-
tar nuestro valor de R como

R = valor £ incertidumbre

A veces, podra parecer que nuestra ‘‘mejor’’ linea y las dos lineas de limi-
tes extremos no estan uniformemente espaciadas. La razon es que, por lo general,
la grafica contiene muy pocos puntos para permitir una buena apreciacion de la
posicion de las lineas. Aunque en ocasiones ocurran circunstancias en las que
los experimentadores se sienten obligados a expresar el resultado como

+ incertidumbre 1
valor
— incertidumbre 2,

el discernimiento visual de una grafica rara vez es suficientemente preciso para
justificar este procedimiento. Debe evaluarse de nuevo la posicion de las lineas
en la grafica en busca de una configuracion simétrica, mas plausible. Sien
nuestro experimento la respuesta deseada no es directamente igual a la pen-
diente, nuestra expresion para la pendiente puede contener un cierto namero
de cantidades, y nuestra incognita tendra que calcularse a partir de la pendien-
te por un proceso aritmético separado. Si esas otras cantidades tienen incerti-
dumbre en si mismas, la incertidumbre del resultado tendrd que obtenerse
combinando la incertidumbre en la pendiente con las demas incertidumbres,
aplicando al efecto las técnicas del capitulo 2.

Es natural a estas alturas pensar en la importancia de la incertidumbre
asociada con cantidades extraidas de las graficas. Esto dependera del tipo de
incertidumbre marcada en la grafica. Si las barras indican los limites extremos
de variacion posible (evaluadas subjetivamente o de 25, en el caso de fluc-
tuaciones estadisticas), entonces los limites de la pendiente seran de naturaleza
semejante. Si los puntos se han marcado con limites de 1S, las pendientes
limites CF y ED (no dibujadas) probablemente representen limites que impli-
can una probabilidad mayor del 68%, ya que las lineas limites se han trazado
con un sesgo pesimista.

En lo anterior hemos supuesto que la dispersion encontrada en los resul-
tados finales esta dentro del intervalo de incertidumbre que se predijo. En con-
secuencia, el uso de las lineas limite da lugar a un valor muy bien definido dela
incertidumbre de la pendiente. Sin embargo, si la dispersion esta muy afuera
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del intervalo esperado de incertidumbre (debido a una fuente insospechada de
fluctuacion), entonces no hay una disposicion tinica de lineas dentro de las
cuales estemos “‘casi seguros’’ de que se encuentra el resultado. En tal caso, y
en todo trabajo de precision, no existe substituto para el método de minimos
cuadrados, que se describira en la seccién 6-7.

Notese que al escoger nuestras tres lineas deliberadamente, hemos
excluido al origen de nuestras consideraciones. Lo hicimos precisamente por-
que el comportamiento del sistema en el origen puede ser una de las cosas que
queremos examinar. Si la grafica del comportamiento del modelo pasa por el
origen, debemos inspeccionar nuestras tres lineas en esa region. Es muy poco
probable que nuestra linea central pase exactamente por el origen, pero, si el
area entre las dos lineas limite efectivamente incluye el origen, podemos afir-
mar que hay consistencia entre el modelo y el sistema, al menos en nuestro ni-
vel actual de precision. S6lo si a todas luces ambas lineas limite intersectan el
eje en un lado del origen, podemos afirmar que hemos identificado con preci-
sidbn una coordenada al origen inesperada.

Si el comportamiento del modelo nos induce a esperar una ordenada al
origen de la que confiamos obtener el valor de alguna magnitud, la intersec-
cion de las tres lineas con el eje en cuestidn nos dara esa coordenada al origen
directamente en la forma deseada: valor + incertidumbre.

66 CASOS DE CORRESPONDENCIA IMPERFECTA
ENTRE EL SISTEMA'Y EL MODELO

En los casos en los que la correspondencia entre el modelo y el sistema es s6lo
parcial, debemos tener cuidado que al obtener nuestros resultados evitemos
introducir errores sistematicos debidos a discrepancias. Con referencia a las fi-
guras 6-1(b) y (c), consideremos primero los casos en que los valores medidos
corresponden adecuadamente con la linea recta del modelo sélo dentro de un
intervalo limitado. Desde luego que nuestro calculo de pendientes debera
restringirse a esas regiones en las que el sistema y el modelo son compatibles.
Los puntos que se desvian sistematicamente de la linea sin duda resultan de cir-
cunstancias fisicas no incluidas en el modelo, y obviamente es inadecuado
incluirlas en cualquier calculo basado en este Gltimo. Por tanto, hacemos caso
omiso de todos los puntos que se desvian sistematicamente del comportamien-
to de una’linea recta por una cantidad que evidentemente sobrepasa Ias incerti-
dumbres estimadas y la dispersion observada de los puntos, y derivamos
nuestra pendiente y su incertidumbre de Ia region lineal.
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Un segundo aspecto a considerar tiene que ver con las coordenadas al
origen. Aunque el comportamiento del modelo pase por el origen, no es raro
observar que nuestra grafica muestra una coordenada al origen. Esta des-
viacion puede provenir de causas muy variadas; afortunadamente, muchas de
ellas no son de consecuencia. Si la discrepancia que causa la coordenada al ori-
gen afecta a todas las mediciones de la misma manera (como un error de cero
no detectado en un instrumento, o una falsa fuerza electromotriz constante en
un circuito eléctrico), entonces la grafica nos dara una pendiente libre del error
sistematico que de otro modo se introduciria. Es prudente, pues, disponer
nuestro experimento de modo que el resultado pueda obtenerse de la pendiente
de la grafica, mientras que aquellas magnitudes que puedan estar sujetas a un
error sistematico indeterminado deberan relegarse al papel de ordenadas al
origen. Esta capacidad del analisis grafico de proporcionar resultados libres de
muchos tipos de error sistematico, es una de sus principales ventajas.

6—7 EL PRINCIPIO DE MINIMOS CUADRADOS

Todos los procedimientos descritos en las secciones anteriores tienen una
caracteristica en comun: se basan en el discernimiento visual por parte del experi-
mentador. Asi, aunque los procedimientos se utilicen muy cominmente y con
provecho, son vulnerables a la critica de que, aun cuando se apliquen con
mucho esmero, no podemos estar bien seguros de la importancia cuantitativa
de los resultados. Seria muy reconfortante que pudiéramos emplear algin pro-
ced;m_lento matematico para 1dent1f1car la ‘““mejor’’ linea para un conjunto de
puntos dado, porque entonces nos liberariamos deé la msegurldad del juicio
personal. Ademas, podriamos confiar en llegar a saber lo que queremos decir
con la ““mejor’’ linea, y evaluar la precision de tal eleccion.

El procedimiento en cuestién se basa en el principio estadistico de los
minimos cuadrados. Consideraremos éste en su aplicacion restringida para es-
coger una linea recta que se ajuste a los valores medidos (una explicacion mas
detallada sobre el principio en general, podra verse en el Apéndice 2). Supon-
gamos que tenemos un conjunto de N valores de una variable y, medidos como
funcion de la variable x. Debemos restringirnos al caso. especial de que todala
incertidumbre se limita a  la dllTlCl'lSlOll y: esto es, los valores de X se conogen
exactamente oal menos, con una precision tanto mayor que la de los Valores
de y, como para poder despreciar la incertidumbre en la dimension x. Si nag
puede satisfacer esta. condicién, el tratamiento sencillo que se explica a contk.
nuacion no sera valido. El método puede ampliarse para abarcar el caso de in-
‘certidumbre en ambas dimensiones, pero el procedimiento no es sencillo; ¢l
lector interesado en ahondar al respecto encontrara una excelente exposicion
en el libro de Wilson citado en la Bibliografia.



SEC. 6—7 EL PRINCIPIO DE MINIMOS CUADRADOS 129

Figura 6-4 Ajuste de una linca recta a un conjunto de puntos por ¢l princi-
pio de minimos cuadrados.

La pregunta por contestar ahora con nuestro procedimiento matematico
es: jcual de todas las lineas en el plano x — y escogemos como la mejor, y qué
queremos decir con ‘‘la mejor’’? Jl@zg{o de minimos cuadrados permite
hacer esta eleccion con base en las desviaciones de los puntgs eit direccion ver-
_tical a partir de las lineas. Sea AB en la figura 6- 4 una candidata a la categoria
de “meJor” linea, Consxderemos todos los intervalos verticales entre los pun-
tos y la linea, de los cuales PZOZ es tipico. Definiremos como mejor linea

quella que minimiza la suma de los cuadrados de las desv1ac1ones como P,0;,.

Notese que no tenemos la oportunidad a considerar que un criterio in-
ventado como éste proporcione algun camino automatico a las respuestas
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‘‘verdaderas” o ‘“‘correctas’’, Se trata, simplemente, de una opcién de criterio
para optimizar la trayectoria de nuestra linea entre los puntos. Hay que reco-
nocer, empero, que si ofrece algunas ventajas sobre otras posibilidades, como
minimizar la tercera potencia de los intervalos, o la primera, etc. Aungque no
hace falta, en general, que nos ocupemos directamente de la justificacion 16gi-
ca del principio de minimos cuadrados tal como lo aplicamos, es interesante
darse cuenta de cual es la base de su validez propuesta. Se puede probar que ]
procedimiento de minimizar. /os cuadrados. de las desviaciones da lugar, en
muestreos repetldos a una menor varianza de los parametros resultantes, co-
mo por éjgr_rlglg la pendlentc que al usar cualquier otro criterio. En conse-
cuencia, tenemos derecho a confiar mas en los resultados obtenidos usando el
principio de minimos cuadrados, que en el caso de cualquier otro método com-

parable;_de aqui que ¢l uso de este principio esté muy. difundido.

Expresemos ahora el principio de minimos cuadrados en forma matema-
tica. Definimos que la mejor linea es aquella que lleva a su valor minimo la
suma

> (P.OY

y deseamos obtener los parametros, pendiente m y ordenada al origen b, de esa
mejor linea.

Sea la ecuacion de la mejor linea:
y=mx+b
La magnitud de la desviacion P,Q; es el intervalo entre un cierto valor medido
y: y el valor de y en ese punto, para el valor de x. Este valor y se puede calcular
a partir del valor correspondiente de x como mx, + b, de modo que, si le lla-

mamos 8y; a cada diferencia, tenemos:

oy; = yi — (mx; + b) (6-1)

El criterio de minimos cuadrados nos permite obtener los valores deseados de
my b, a partir de la condicion

i 2 [y: — (mx; + b)]* = minimo

Y escribimos:

2ly—(mx+b)P=M
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Luego, la condicion para que sea un minimo es

oM oM
=0 vy e 0 (6-2)

Un breve ejercicio algebraico nos permite entonces obtener los valores de la
pendiente y la ordenada al origen de la mejor linea, que son:

=NE(x,~y;)—Ex,-2y;

NI — (S x) 6=3)
_ ZxIZy ~2Zx2 (x: )
NI (6-4)

Con esto, hemos logrado reemplazar el uso a veces cuestionable del
juicio personal, por un procedimiento matematico, que da resultados de im-
portancia bien precisada y aceptabilidad universal. Ademas, como el nuevo
metodo tiene cierta significacion estadistica, cabe esperar una forma mas pre-
cisa para el calculo de incertidumbre. De hecho, el principio de minimos
cuadrados nos permite obtener inmediatamente valores de la desviacion estan-
dar de la pendiente y la ordenada al origen, lo que nos da incertidumbres de
significacion estadistica conocida.

La desviacion estandar de la pendiente y la ordenada al origen se calculan
en términos de la desviacion estandar de la distribucion de valores de 6y alrede-
dor de la mejor linea, que llamaremos S,. Esta altima esta dada por:

_ /5_‘, (3}’r‘)2
Sy - N -2 (6—5)

(No se preocupe porque una desviacion estandar se calcule usando N — 2 en el
denominador, en vez de N — 1 o N; esto es consecuencia de aplicar la defini-
cion de la desviacion estandar a la posicion de una linea en un plano). Los va-
lores de S,. y S, estan dados entonces por

!

o N ,
; Sm =5 X \/N S () (6-5)

z x?
S =5, X \/N Ext- (2 x) (6-7)

Estos pueden utilizarse en combinacion con los valores de m y b para indicar
intervalos con el significado normal, es decir que los intervalos de una des-
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viacion estandar nos dan una probabilidad del 68% de encerrar el valor central
del universo en cuestion, dos desviaciones estandar 95%, etc. Una ventaja muy
importante del método de minimos cuadrados es que nos proporciona valores
estadisticamente significativos de las incertidumbres en la pendiente y la orde-
nada al origen, que se derivan objetivamente de la dispersion real en los mis-
mos puntos, sin perjuicio de cualquier afirmacion optimista que queramos ha-
cer sobre las incertidumbres de los valores medidos.

En el Apéndice 2 se encontrara una descripcién matematica mas comple-
ta del método de minimos cuadrados. En ese apéndice se encontrara también
una ampliacion del método, que hemos excluido del presente analisis. Si, en
nuestro experimento, los puntos utilizados en el calculo de minimos cuadrados
no son igualmente precisos, debemos usar algiin procedimiento que le asocie
mayor importancia a las mediciones mas precisas. Este procedimiento se deno-
mina ‘‘ponderacion’’. El uso de los procedimientos de ponderacion no se limi-
ta al ajuste de lineas rectas; son aplicables siempre que queramos combinar
observaciones de alguna manera, aun en un proceso tan sencillo como el de de-
terminar la media de un conjunto de valores de precision desigual. Las
ecuaciones para encontrar una media ponderada y para hacer un calculo pon-
derado de minimos cuadrados, pueden estudiarse en el Apéndice 2.

6—8 AJUSTE POR MINIMOS CUADRADGOS DE
FUNCIONES NO LINEALES

Los procedimientos empleados en la seccion 6-7 para determinar la pendientey
la ordenada al origen de la mejor linea recta pueden, desde luego, aplicarse, al
menos en principio, a funciones no lineales. Podemos expresar una ecuacion
analoga a la ecuacidn (6-1) para cualquier funcion, y todavia aplicar un re-
quisito semejante a la ecuacion (6-2) para expresar la obtencion del minimo de
la cantidad M con respecto a los parametros del modelo que escogimos. Si las
ecuaciones que resultan para los parametros son faciles de resolver, podemos
proceder a calcular sus valores tal como lo hicimos para las lineas rectas.

Con frecuencia, sin embargo, no es facil resolver las ecuaciones. En tales
casos desistimos de obtener una solucion analitica del problema, y nos atene-
mos a la computadora para que nos proporcione soluciones aproximadas con
base en técnicas iterativas. Construimos una funcion de prueba, calculamos la
suma de las diferencias al cuadrado, y luego variamos la funcion elegida hasta
que se encuentre un minimo para esa suma. La exposicion de estos métodos
basados en computadora puede verse en el texto de Draper y Smith que se cita



SEC. 6—9 PRECAUCIONES CON EL AJUSTE DE MINIMOS CUADRADOS 133

en la Bibliografia. Con todo, si puede hallarse un método para probar un mo-
delo en forma lineal, la solucidén, en efecto, sera mas sencilla.

Adviértase bien que, en todos los casos, es responsabilidad del experi-
mentador escoger el tipo de funcion que ha de emplearse; todo lo que el método de
minimos cuadrados puede hacer es proporcionarnos, para la funcion escogida,
los valores de los parametros que mejor se ajustan a las observaciones.

68 PRECAUCIONES CON EL AJUSTE DE MINIMOS CUADRADOS

Los procedimientos matematicos para el ajuste de minimos cuadrados son
completamente imparciales. Al emplear las ecuaciones (6-3) y (6-4) para ajuste
lineal, éstas haran pasar una linea recta por cualquier conjunto de puntos, ha-
ciendo caso omiso por completo de si una funcion rectilinea es la adecuada. Si,
por ejemplo, nuestro experimento nos ha dado un conjunto de observaciones
(figura 6-5), que muestra sin lugar a dudas la falla de un modelo lineal, y si,
sin mayor cuidado, empleamos el procedimiento de minimos cuadrados con
todo el conjunto de observaciones, obtendremos los parametros de una linea,
AB que no tiene significacién alguna, ya sea para el modelo o para el sistema.
Es preciso, pues, poner atencion para evitar el uso irreflexivo del método de
minimos cuadrados.

Esta advertencia es tanto mas importante en una época en la que, como
sabemos, todos podembs cargar en el bolsillo maquinitas que nos pueden dar,
tocando apenas unas cuantas teclas, los parametros de minimos cuadrados pa-
ra cualquier conjunto de niimeros que queramos insertar. Conviene recordar
que, si estamos comparando lineas rectas con nuestro conjunto de mediciones,
es porque nosotros mismos resolvimos que era sensato hacerlo. No debemos,
por tanto, considerar siquiera el uso de un procedimiento de minimos cuadra-
dos, en tanto no hayamos representado las observaciones en una grafica y este-
mos satisfechos, por la inspeccion visual y nuestro juicio personal, de que el
ajuste de una recta es adecuado. Ademas, quiza sea necesario decidir que algu-
nas de las observaciones quedan fuera del alcance del modelo, y que no son
apropiadas para incluirlas en la eleccion de la mejor linea recta. S0lo una vez
que hayamos considerado cuidadosamente la situacion en la grafica, y que nos
hayamos asegurado de que el ajuste de una recta es adecuado en todo o en par-
te del alcance de las observaciones, estaremos justificados para iniciar el proce-
dimiento de minimos cuadrados. No hacer caso de esta advertencia puede dar
lugar a errores muy graves en la interpretacion del experimento.
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Figura 6-5 Uso inadecuado del ajuste por minimos cuadrados.

6—10 BUSQUEDA DE FUNCIONES

Todo el analisis anterior implicaba la suposicion de que ya poseiamos un mo-
delo que queriamos comparar con un sistema. Aunque por lo comin éste es el
caso, a veces pasa que tenemos un conjunto de observaciones para las cuales
no hay un modelo disponible. Esto puede ocurrir, por ejemplo, en la investiga-
¢ion del modelo de un fenomeno que nunca se ha observado antes, o bien si
trabajamos en un sistema que es tan complicado que nunca dispondremos de
un modelo teorico. Las observaciones, cuando se grafican en forma elemental,
probablemente muestren una curva que no tenga una forma facilmente identi-
ficable. En ausencia de un modelo, ;qué podemos hacer?
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Algo que podemos hacer ¢s tratar de encontrar funciones que tengan al-
gin grado de correspondencia con las_observaciones, Este procedimiento
puede ser muy qtil. Por ejemplo, en sistemas muy complejos para los cuales
hay poca esperanza de construir modelos teoricos, tal vez sea lo tinico que po-
damos hacer. Un modelo empirico, aunque sea soélo una funcion matematica
que no es mas que una reformulaciéon del comportamiento real del sistema en
forma matemaética, puede facilitar el procesamiento de las observaciones por
computadora, y ser4 indispensable para procedimientos como la interpola-
¢ion o extrapolacion. Estos modelos se pueden usar, por ejemplo, para pro-
nosticar la reaccién del PNB de un pais ante un cambio en la tributacion, o pa-
ra obtener mediciones de temperatura a partir de la curva de calibracién de un
termometro de resistencia.

Por otro lado, en sistemas mas sencillos, para los cuales existe la esperan-
za de poder construir un modelo teérico a partir de principios basicos, algunas
funciones, cuando se demuestra que son adecuadas a las observaciones, pueden
ofrecernos una valiosa guia para construir modelos al sugerir el tipo de proce-
sos fisicos que estan presentes en el fendmeno. Aun asi, debemos ser cautelo-
sos. El hecho de que hayamos identificado una funcién que parece ser consis-
tente con nuestro conjunto de observaciones a un nivel particular de precision,
no ‘“‘prueba’’ que hayamos encontrado la funcién ““correcta’. Muy a menudo,
funciones de tipos muy diversos pueden mostrar comportamientos muy pareci-
dos, especialmente en un intervalo corto de las variables, y la ‘“‘guia’’ de una
funcion inadecuadamente definida puede ser muy desorientadora. Puede
retrasar el progreso tedrico genuino durante afios, y en la historia de la fisica
hay muchos ejemplos de esa faita de comprension de que cualquier eleccion de
una funcién empirica debe ser provisional.

Por consiguiente, con la debida atencion a la importancia posiblemente
limitada de nuestros procedimientos, describiremos algunos de los métodos
que pueden utilizarse. Pueden ser muy sencillos en algunos casos, y dos de
ellos son importantes porque tienen que ver con funciones de ocurrencia relati-
vamente comin. Supongamos que hemos hecho mediciones de dos variables,
que llamaremos x y y.

a) Funciones de potencias
Consideremos la funcién

y=x
donde @ es una constante. Tenemos:

logy = alog x
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y una grafica de log y vs. log x es una linea recta de pendiente a. En consecuen-
cia, si queremos comprobar si una funcion potencial es.una fungion adgcuad

para nuestras observaciones, podemos graficarlas en la forma log y vs. log x.
Si, al graficar en esa forma, los puntos resultantes corresponden bien con una
linea recta, podemos afirmar que una funcion potencial es un buen ajuste para

R 2

nueg_t_rg_s observac1ones 'EI 'valér del exponente adecuado, g, se derivara He la
pendiente de la graflca y se obtendra dentro de hlmtes de. mcerﬂdumb-wquc
dependen de Ia 1ncert1dumbre graficada con los puntos. Una grafica como ésta
guede trazarse en ‘papel cuadriculado ord1nar1o graflcando los valores calcula-
dos de log x y log y, o bien empleando papel para graflcas logar1tm1c0 Este
tiene un rayado que esta espacnado en proporcmn a los logaritmos de 1os ni-

meros, de modo que podem S graflcar nuestras observac1ones d1rectamente en
T L . et .
el papel

e

b) Funciones exponenciales

Para muchos fendmenos fisicos, lo adecuado es una funcion exponencial.
Consideremos

y = age”
donde @ y b son constantes. En este caso

log. y = log. a + bx

y la grafica de la funcion sera una linea recta cuando grafiquemos log, y vs. x.
Por tanto, si hay razon para sospechar que una funcion exponencial es ade-
cuada para un sistema. parucular debemos hacer una graflca semilogaritmica,
ya sed en papei cuadriculado ordinario, busc,ando los valores.de log, .y, 0.gn pa-
pel para graficas “semi- log que tiene una.escala logaritmica.y. una, liggal.
Los yalgres adecuados de a y b podran obtenerse de la ordenada al origen yla
penchente de la recta, con mcertldumbres determinadas por las incertidumbres

graflcadas con los valores medldos

R e SN NG a0

6—11 REPRESENTACION POLINOMIAL

Si resulta que ni una potencia simple o una funcion exponencial proporcionan
un buen ajuste a un conjunto dado de observaciones, la probabilidad de topar-
se con una funcidén mas compleja que sea la apropiada es muy pequeiia. En ta-
les casos, con frecuencia es atil recurrir a una representacion polinomial:

y=a +ax+ ax’+ .-

wi
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Aunque una representacion como ésta quizds no aporte una vision muy pro-
funda respecto a la base tedrica fundamental para la operacion del sistema,
por lo menos ofrecera algunas de las ventajas de los modelos empiricos. En to-
do caso, al menos permite el procesamiento de observaciones por computado-
ra y proporciona una base satisfactoria para la interpolacion y la extrapola-
cion.

Los coeficientes de expansion polinomial adecuados para nuestro siste-
ma en particular, pueden determinarse usando el principio de minimos cuadra-
dos. Ahora bien, segiin observaciones hechas en la seccién 6-8, podra apre-
ciarse que las dificultades asociadas a este proceso aumentan rapidamente en
proporcion directa a la cantidad de términos del polinomio que se requieren
para establecer una correspondencia satisfactoria con las observaciones.
Puede verse un analisis mas detallado de esos métodos en el libro de Draper vy
Smith que se cita en la Bibliografia.

Se dispone también de un método similar cuando la dispersion de las ob-
servaciones no es muy severa, y si no se requiere la maxima precision. Las técni-
cas del calculo de diferencias finitas pueden aplicarse a las observaciones, asi
como emplearse una tabla de diferencias para la interpolacién y extrapolacion
o bien para el ajuste de un polinomio. Una exposicion completa de los méto-
dos de tabla de diferencias, puede hallarse en los libros de Whittaker y Robin-
son y de Hornbeck que se citan en la Bibliografia, aunque al mismo respecto se
incluye también una descripcion elemental en el Apéndice 3.

6—12 PRECISION GLOBAL DEL EXPERIMENTO

Al principio del experimento hicimos una conjetura sobre las incertidumbres
que era probable que encontraramos. Esta fue tinicamente una estimacién pa-
ra servir de guia en la conduccion del experimento. Al final de éste debemos
echar una mirada retrospectiva, y mediante una evaluacion critica de los resul-
tados, estimar la precision real que se ha logrado. No importa mucho qué tipo
de incertidumbre escojamos: intervalo estimado de valores posibles, des-
viacion estandar, desviacion estandar de la media, etc., siempre que solamente
establezcamos con toda claridad el tipo de incertidumbre que se considera.

Para que sea qtil, la cifra de incertidumbre global debe ser realista y
honrada, aun si el resultado del experimento es menos favorable de lo que es-
perabamos. Debe incluir también todas las fuentes identificables de incerti-
dumbre. No tiene caso afirmar que los voltajes que se leen en un poten-
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cibmetro de alambre de 1 m de largo tienen una precision de .05% simplemente
porque la escala esta graduada en milimetros, si el punto de equilibrio no se
puede identificar mas que con una aproximacion de 2 o 3 mm, o si hay erroresa
causa de la falta de uniformidad del alambre.

En esta etapa, no deben considerarse las contribuciones conocidas de los
errores sistematicos, porque las correcciones adecuadas a las mediciones ya de-
bieron haberse hecho. Por otra parte, es necesario describir cualquier fuente
de error sistematico cuya presencia sospechemos, pero cuya contribucion no
podamos evaluar exactamente, y tenerla debidamente en cuenta en el intervalo
global de incertidumbre. El enunciado final dependera de las circunstancias.

a) El resultado es la media de un conjunto de mediciones

La mejor cantidad a considerar es la desviacion estandar de la media, ya que
ésta tiene una importancia numérica reconocible. A veces se emplea la desviacion
estandar misma. En todo caso, es indispensable sefialar el nimero de medi-
ciones, de modo que pueda juzgarse la confiabilidad de la estimacion de o.

b) FE! resultado es consecuencia de un sola célculo

En la indeseable eventualidad de que no haya sido posible efectuar un analisis
grafico y que el resultado se obtenga algebraicamente de una serie de cantida-
des medidas, use los métodos del capitulo 3 para calcular los limites extremos
de la incertidumbre, o la desviacion estandar.

c) El resultado se obtuvo gréficamente

Si se ha establecido una linea recta por el método de minimos cuadrados, las
incertidumbres en las constantes m y b se obtienen directamente. Notese, una
vez mas, que estas incertidumbres tienen la ventaja de haber sido determinadas
pot la dispersion real de los puntos, independientes de sus incertidumbres esti-
madas, (Por supuesto, esto no significa que si intentamos hacer un ajuste de
minimos cuadrados a una linea recta, no debemos molestarnos en trazar las in-
certidumbres, o siquiera trazar una gréafica. Como se subrayo en la seccion 6-9,
la grafica, con las incertidumbres de los puntos, todavia hace falta para esti-
mar el intervalo de correspondencia entre el modelo y el sistema antes de hacer
el calculo de minimos cuadrados.) Si la linea recta se trazd a 0jo, las lineas en
los limites de posibilidad daran el intervalo probable de la pendiente y la orde-
nada al origen. Esta incertidumbre en la pendiente probablemente tendré que
combinarse con las incertidumbres de algunas otras cantidades antes de que pue-
da establecerse la incertidumbre final del resultado.
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Como ya hemos mencionado, quizas no importe mucho qué tipo de in-
certidumbre se considera, en tanto que se emplee alguna y se deje en claro la
naturaleza del valor sefialado. Ademas, cuando se trabaja en calculos prolon-
gados de incertidumbre, puede simplificarse la aritmética eliminando las
contribuciones insignificantes a la incertidumbre final. No tiene sentido agre-
gar una contribucion del 0.01% a una del 5%. En el enunciado final de incerti-
dumbre no es valido, por lo comin, senalar incertidumbres de mas de dos
cifras significativas; solo un trabajo de alta significacion estadistica justificaria
mas.

6—13 CIFRAS SIGNIFICATIVAS

Una vez que se haya obtenido la incertidumbre total del resultado final, se
puede considerar el problema del niimero de cifras significativas que deben
conservarse en el resultado. Este tema ya se trat6 en la seccion 2-11; reiteramos
lo expuesto aqui simplemente en aras de la integridad en el tratamiento de la
evaluacion de experimentos.

No hay una respuesta Ginica a la cuestion de las cifras significativas, pero,
en general, no se deberian dejar cifras después de la primera cifra incierta. Por
ejemplo: 5.4387 + 0.2 debe sefialarse como 5.4 + 0.2, porque, si el 4 es incier-
to, los 387 lo son mucho mas. Sin embargo, si se conoce la incertidumbre con
mayor precision, puede estar justificado retener una cifra mas. De este modo,
si fuera el caso que la incertidumbre anterior es de 0.15, seria valido senalar la
respuesta como 5.44 + 0.15.

Al sefialar una medida con una precision porcentual, se implica automa-
ticamente el nimero de cifras significativas. Por ejemplo, ;qué se daria a en-
tender si una medicion se sefiala como 527.64182 + 1%? El 1% significa que
la incertidumbre absoluta se podria calcular como 5.2764. Sin embargo, la pre-
cision en si aparece con una sola cifra significativa (1% y no 1.000%), por lo
que no estamos justificados para usar mas de una cifra significativa en la incer-
tidumbre absoluta. Tomaremos, pues, la incertidumbre absoluta como 5 , Y €50
implica que, si el 7 en el namero original es incierto en 5, el 0.64182 no tiene
sentido. La medida se podria referir entonces como 528 + S. Si un conjunto
de mediciones dado produce una media como resultado, el nimero de cifras
significativas en la media estara gobernado por la desviacion estandar de la
media, y el nimero de cifras significativas en la desviacion estandar estara go-
bernado a su vez por la desviacion estandar de la desviacion estandar.

Por altimo, es importante asegurarse siempre de sefialar un resultado y
su incertidumbre de tal manera que los dos sean consistentes; esto es, no como
16.2485 & 0.5 ni 4.3 = 0.0002.
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6—14 EL CONCEPTO DE CORRELACION

Hasta ahora, hemos considerado la interpretacion de resultados experimenta-
jes en los cuales estaban disponibles observaciones relativamente precisas, y los
modelos eran relativamente satisfactorios. No siempre somos tan afortunados,
y mucha de la experimentacién moderna es menos sencilla y bien definida delo
que las secciones anteriores podrian sugerir. En muchas areas de la ciencia es
comiin ocuparse de fendomenos sutiles en los cuales los efectos que buscamos
medir pueden quedar total o parcialmente encubiertos por las fluctuaciones
estadisticas u otras perturbaciones. En tales casos, lejos de poder hacer compa-
raciones detalladas entre el sistema y un modelo, quiza nos resulte dificil obte-
ner evidencia clara y definida de que el efecto que estamos considerando por lo
menos existe. Esto no es raro en los estudios biologicos, médicos y ambienta-
les. Todos estamos familiarizados con las discusiones sobre el papel que el ha-
bito de fumar juega en el cancer pulmonar, o los niveles bajos de radiacion
ionizante en la leucemia, o la dieta en las enfermedades cardrovasculares. En
estos casos, el concepto de ‘‘prueba’’ casi siempre sale a relucir en frases co-
mo: ““No hemos ‘probado’ que fumar ‘cause’ el cancer pulmonar’’. ¢ ¢Pode-
mos probar que los ataques al corazon son menos probables si comemos mar-
garina en vez de mantequilla?”” Nos hallamos, pues, en un area de operacion
muy diferente que nuestra clase anterior de experimentos iniciales, y merece la
pena darse algun tiempo para reflexionar sobre lo que queremos decir con pa-
labras como ‘‘probar’’ y ‘‘causar’’.

Consideremos dos experimentos: uno puede ser una medicion de la
corriente que pasa por un resistor como funcion de la diferencia de potencial a
través de él, y el resultado puede ser como se muestra en la figura 6.6(a). ;He-
mos ‘‘probado’’ que la corriente es ‘‘causada’’ por la diferencia de potencial?
Es cierto que la corriente en ¢l extremo superior del alcance es diferente de la
del extremo inferior por una cantidad que excede con mucho la incertidumbre
en la medicion, y que nos hace confiar en que la variacion realmente existe. Su-
puesto que existe, fue ‘‘causada’ por el cambio en diferencia de potencial?
En esa misma ocasiéon efectivamente observamos que la corriente si aumento
con el incremento de la diferencia de potencial. Sin embargo, podria ser que la
corriente no tenga nada que ver con la diferencia de potencial, y el incremento
en la corriente lo causara algn factor totalmente independiente, como la pre-
sién atmosférica. La relacion aparente con la diferencia de potencial podria ser
totalmente accidental. Durante cientos de afios, los filosofos nos han adverti-
do que aquellos eventos que se observa que ocurren al mismo tiempo, no nece-
sariamente guardan una relacion causal. No obstante, en el caso presente la
experiencia acumulada con el experimento, empleando la repeticion y una
atencion cuidadosa al control de otras variables, poco a poco NOs convencera,
por supuesto, de que la diferencia de potencial y la corriente en general si estan
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Figura 6-6 Extremos de comportamiento con respecto a las relaciones de
causa y efecto.

relacionadas, y solo un filésofo purista argumentaria contra la afirmacion de
que la diferencia de potencial ‘‘caus®’’ que fluyera la corriente.

La situacion es muy diferente en casos de definicion menos clara. Otro
experimento podria dar el resultado que se muestra en la figura 6-6(b). Esto
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seria probable si estamos considerando, acaso, la cantidad de resfriados sufri-
dos por el cuerpo estudiantil de una universidad como funcién de la cantidad
de acido ascoOrbico ingerido diariamente. ;Podemos afirmar que el nimero de
resfriados depende de la dosis de acido ascorbico o no? Quizas encontremos
que, después de realizar un experimento bien disefiado usando un grupo expe-
rimental y un grupo de control [como se describe en la seccion 5-6(b)], el grupo
de control de 100 personas que sin saberlo tomo pildoras de azicar en vez de
acido ascorbico todas las mafianas, tuvo 125 resfriados, mientras que el grupo
experimental que estuvo ingiriendo acido ascorbico present6 un total de 106
resfriados. Las preguntas que debemos hacernos son: ;Es ‘‘significativa’’ esta
diferencia? ;Qué queremos decir con *‘significativa’’? “‘Si la diferencia es sig-
nificativa, ;se la podemos atribuir al acido ascorbico?”’.

Incluso una atencion concienzuda a los detalles de la experimentacion, el
control sobre las muestras, la supresion de variables falsas, 1a repeticion del ex-
perimento, etc., quizas no aclare mucho la situacidbn. Los sistemas biologicos
son lo bastante complejos para que rara vez podamos alcanzar el grado de
control sobre las variables que caracterizo el experimento de electricidad. Re-
sulta inapropiado, por tanto, buscar la clase de ‘‘prueba’’ de que se dispone en
otros sistemas. No podemos afirmar que hayamos ‘‘probado’’ que fumar causa
cancer pulmonar, o que el 4cido ascorbico disminuye la incidencia de resfriados,
en la misma forma en que podemos ‘‘probar’’ que una diferencia de potencial
““causa’’ un flujo de corriente. Tenemos gue contentarnos con otro tipo de
afirmacion, la cual, aunque menos exacta, todavia puede ser adecuadamente
significativa y completamente convincente.

Este tipo de afirmacion puede ilustrarse refiriéendonos a un diagrama co-
mo el de la figura 6-7. Estas mediciones se hicieron para probar la siguiente
proposicion: la cantidad de particulas detectadas en una fuente radiactiva dé-
bil depende del lapso de medicion. Aqui la fluctuacion estadistica es casi tan
grande como el efecto que queremos observar, pero todavia podemos ver que
hay una tendencia ascendente en las observaciones. En un caso como éste deci-
mos que hay una *‘correlaciéon’’ entre una variable y la otra. Esto significa que
podemos observar una tendencia de una variable a seguir a la otra, aunque las
fluctuaciones provocadas por otros factores impidan la observacion de una
correspondencia tnica, uno a uno. El estudio matematico de tal correlacion se
llama “‘analisis de regresion”’. El analisis de regresion proporciona una medida
numérica del grado de correlacion entre las dos variables, y podemos evaluar,
para un conjunto particular de observaciones, un ‘‘coeficiente de correlacion”.
El valor de esta cantidad dependera del grado de dispersion de las observa-
ciones, y varia desde 1, si todas las observaciones coinciden exactamente sobre
una linea recta, a 0, si no existe relacion alguna-entre las variables.
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Figura 6-7 Dependencia de la cantidad de particulas respecto del lapso de
medicién para una muestra radiactiva débil.

Encontramos el concepto de correlacion en dos casos significativos: a)
si, de dos variables medidas, una puede considerarse como causa de la otra,
pero su efecto estd parcialmente encubierto por las fluctuaciones al azar, y b)
si dos variables pueden considerarse como consecuencias simultaneas de una
causa comin cuyo efecto, como antes, estd parciaimente oculto por fluc-
tuaciones al azar. En cualquier caso, podriamos afirmar que puede observarse
un cierto grado de correlacion entre una variable y la otra.

Las propiedades matematicas de las correlaciones se describen en los
libros de texto de estadistica. Nos limitaremos aqui a sefialar la ecuacion con la
que se calculan los coeficientes de correlacion. Para un par de variables medi-
das x y y, la ecuacion es:

Z xy

= ——
VZIx?2y?
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Una vez calculado, el coeficiente de correlacion proporcionara un indice
muy importante, esto es, una medida del grado en el que la variacion observa-
da en una cantidad puede atribuirse a la variacion de la otra. En el caso a)
mencionado antes, sera el grado en el que la variacion de la variable de salida
se puede atribuir a la variable de entrada; en el caso b) seré el grado en el quela
variacion de ambas variables se puede atribuir a la variacidon de cualquiera que
sea la fuente coman de la influencia.

Aun cuando observemos correlaciones, todavia debemos ser muy caute-
losos de no inferir una relacion causal entre las diferentes variables. Si obser-
vamos que una variable parece correlacionarse bien con otra, no hemos ‘‘proba-
do”’ que una variable “‘cause’’ la otra, en el mismo sentido con que usamos estas pa-
labras en el ejemplo sobre la corriente eléctrica. La literatura cientifica suele tener
muchos ejemplos de correlaciones falsas y desorientadoras. Un conferencista
ilustrod ese punto con la afirmacion irdnica de que habia descubierto la causa
del cancer: mostrd una grafica de una cantidad que se correlacionaba hermo-
samente con el incremento de un cierto tipo de cancer, y so0lo después reveld
que la otra variable era el consumo de petroleo combustible de la Armada Bri-
tanica. En otro caso, donde aparentemente se pretendia que se tomara en se-
rio, un periodico de los afios veinte anunci6 el descubrimiento de la causa de
la polio, puesto que su incidencia se correlacionaba tan bien con la cantidad
de automoviles en las carreteras.

Con todo, casos anecdéticos como éstos no desacreditan el estudio de las
correlaciones o la basqueda de relaciones causales;.solamente nos sirven como
un recordatorio mas de la necesidad de ser cuidadosos y perspicaces. Cuando
se tratan con sumo cuidado, y sobre todo cuando la correlacion puede obser-
varse repetidamente, los estudios de correlacién pueden proporcionar, en efec-
to, evidencia convincente de una relacion causal. Dada la enorme importancia
que muchas de estas cuestiones tienen en asuntos publicos, es importante que
todos nosotros tengamos una comprension clara de la naturaleza de la correla-
cion y de los métodos disponibles para las pruebas de significacion. Un analisis
mas detallado sobrepasa el proposito de esta obra, pero se recomienda se-
riamente proseguir con el estudio del tema en los textos de estadistica que apa-
recen en la Bibliografia.-

PROBLEMAS

1. Se realiz6é un experimento para medir la impedancia de un circuito R-L en serie. La
impedancia Z se da en funcion de la resistencia R, la frecuencia de la fuente fyla
inductancia.L como

Z? = R? + 472 f°L°
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En el experimento se midio Z como funcion de f, con la intencion de graficar Z2 en
el eje vertical y /2 en el horizontal para obtener L a partir de la pendiente y R a par-
tir de la ordenada al origen. Las lecturas obtenidas se dan en la tabla.

3f? ¥4

f, Hz Z,Q 2| fen = 2A8P) z: | zezy | =2267)
123 + 4 7.4 %02

158 8.4

194 9.1

200 9.6

229 10.3

245 10.5

269 11.4

292 11.9

296 12.2

Las incertidumbres que se dan en el primer renglon se refieren a todas las medi-
ciones en cada columna.

a)

b)

c)
d)

€)

f)

g
h)

Grafique estas lecturas en la forma adecuada y marque las incertidumbres en
los puntos. Los encabezados de columna que se sugieren para facilitar los calcu-
los se dan anteriormente.

Verifique si las observaciones se pueden interpretar en términos de una recta
para todo el rango o parte de él.

Obtenga la pendiente de la mejor linea.
Calcule el mejor valor de L.

Obtenga las pendientes de las lineas en los limites extremos de probabilidad, y
de esa forma enuncie el intervalo de incertidumbre de la pendiente.

Calcule la incertidumbre absoluta en la medida de L.
Obtenga el mejor valor de R a partir de la ordenada al origen.
Obtenga la incertidumbre del valor de R.

Enuncie el resultado completo del experimento con el nimero apropiado de
cifras significativas en cada magnitud.

2. Diez observadores diferentes informan sobre la intensidad de una lampara, medida
con un fotdOmetro de comparacion. Sus resultados (en unidades arbitrarias) apare-
cen en la tabla siguiente:
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Observador Media Desviacion estandar de la media
1 17.3 2.1
2 18.4 1.9
3 17.1 2.5
4 16.6 2.8
5 19.1 32
6 17.4 1.2
7 18.5 1.8
8 14.3 4.5
9 16.8 2.3

10 17.4 1.6

:Cual es el resultado del experimento y cual es su desviacioén estandar?

3. Se hallevado a cabo un experimento para investigar la dependencia con la tempera-
tura de la resistencia de un alambre de cobre. Un modelo comiln se representa por
la ecuacion:

R=R (1 +al

donde R es la resistencia a la temperatura T°C, R, es el valor de la resistencia a 0°C,
y « es el coeficiente de temperatura de la resistencia. Las mediciones de R y T obte-
nidas se dan en la tabla de abajo.

a) Utilizando el método de minimos cuadrados, obtenga el mejor valor para la
pendiente y para la ordenada al origen (los encabezados sugeridos con los que
se pueden realizar los calculos se dan en la primera parte de la tabla).

b) Obtenga el mejor valor de o.

¢) Evalie la desviacion estandar de la pendiente y de la ordenada al origen (los
encabezados sugeridos para esta parte de los calculos se dan en la segunda par-
te de la tabla).

Célculo de los mejores
valores de Ry y o Calculo de las desviaciones estandar
x y xy x? usando los mejores valores de Ry y o
Valor
calculado
de R (= Ry| 6R (R obs.

T°C R () TR T RoaT |+ RyaT) — R calc)) (6R)?

10 12.3

20 12.9

30 13.6

40 13.8

50 14.5

60 15.1

70 15.2

80 15.9

Z2x y 2 (&Y
Z x)? 2y [Ty |26G3 ys
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d) De alli evalie la desviacion estandar de o.
e) Enuncie el resultado final del experimento con el niimero apropiado de cifras
significativas.

4. Se desea ajustar un conjunto de observaciones a la funcion y = a + bx? utilizando
minimos cuadrados. Siga los mismos procedimientos empleados en la seccion A2-2
de los Apeéndices, y calcule las constantes de una funcion lineal para obtener
ecuaciones para @ y b en la funcion parabolica. De aqui calcule los valores de a y b
adecuados para el siguiente conjunto de observaciones:

x y
0.5 1.5
1.0 6.3
1.5 12.4
2.0 12.6
2.5 18.0
3.0 32.8
3.5 40.2
4.0 47.4

Suponga que la incertidumbre se limita a la variable y.

5. Las siguientes mediciones se efectuaron durante una investigacion de fenomenos
para los cuales no hay modelos disponibles. En cada caso identifique una funcion
adecuada y evalie sus constantes,

v i x y T f
0.1 0.61 2 3.2 100 0.161
0.2 0.75 4 16.7 150 0.546
03 0.91 6 44.2 200 0.995
0.4 1.11 8 88.2 250 1.438
0.5 1.36 10 150.7 300 1.829
0.6 1.66 12 233.5 350 2.191
0.7 2.03 14 337.9 400 2.500
0.8 2.48 16 464.5 450 2.755
0.9 3.03 18 618.0 500 2.981

a) b) ¢)

(Esta altima ¢s un
poco menos obvia)

6. Los siguientes datos provienen de un estudio de la relacion entre el promedio en la
escuela secundaria al matricularse y el promedio final de los estudiantes de la uni-
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versidad al final del primer afio. En cada caso, el primer nimero del par es el pro-
medio de la secundaria, y el segundo el promedio en la universidad.

78,65; 80,60; 85,64; 77,59; 76,63; 83,59; 85,73; 74,58; 86,65,

80,56; 82,67; 81,66; 89,78; 88,68; 88,60; 93,84; 80,58; 77,61,

87,71; 80,66; 85,66; 87,76; 81,64; 77,65; 96,87; 76,59, 81,57,

84,73; 87,63: 74,58; 91,78; 92,77; 85,72; 86,61; 84,68; 82,66;

81,72; 91,74; 86,66; 90,68; 88,60.

a) Elabore un diagrama de “‘dispersion’’ del promedio de la universidad grafica-
do contra el promedio de la secundaria.

b) Evalie el coeficiente de correlacion.

7. Evalte el coeficiente de correlacion para los valores de VX vy t en la tabla 4-3.



Redaccion de informes
cientificos

7—1 LA BUENA REDACCION ES IMPORTANTE

Es casi imposible exagerar la importancia de una buena redaccion cientifica.
La mejor experimentacion del mundo puede tener poco o ningun valor si no se
comunica a otras personas, y se les comunica bien, con una redaccion clara y
atractiva. Aunque la comunicacion puede a veces ser oral, en la abrumadora
mayoria de los casos la gente se entera de nuestro trabajo a través de paginas
impresas. Nuestra obligacion de optimizar la habilidad redaccional no es, por
tanto, trivial, y deberia considerarse como una parte esencial e integral de
nuestras actividades experimentales. Nuestra redaccion debe ser lo suficiente-
mente buena para atraer y retener la atencion y el interés de nuestros lectores.
Este capitulo presenta algunas sugerencias para lograrlo.

Es casi imposible decirle a una persona como escribir bien. Seria muy til
que pudiésemos ofrecer una breve lista de instrucciones y garantizar con ello
una prosa culta, brillante y fluida, pero tal lista no existe. Cada uno de noso-
tros tiene una forma diferente de expresar sus pensamientos, y cada uno debe
permitir que su estilo se desarrolle a su modo particular. Esto requiere una
practica amplia, y debemos considerar la redaccion de informes en un primer
curso de laboratorio de fisica como una excelente oportunidad para ganar ex-
periencia en ello. Quizas terminemos por adquirir diferentes estilos de escribir,

149
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pero, siempre que €l mensaje sea claro, la diversidad puede ser enriquecedora
mas que perjudicial.

Veamos ahora algunas consideraciones practicas sobre el proceso real de
redaccion de informes. Aunque ya hemos sefialado que no podemos ofrecer
una lista de instrucciones explicitas para escribir bien, si existe un principio
que, si lo seguimos a nuestro modo, hara mucho mas probable que produzcamos
una prosa buena y legible. Ya sea que estemos preparando un informe para
circulacién interna en una organizacion privada, o un articulo para publicar-
se en la literatura especializada, hay una persona cuyos intereses deben cap-
tar nuestra atencion en primer lugar: la persona que se ocupa de leer nuestro
informe. Esta persona es, por lo que respecta a nuestro informe, la mas impor-
tante del mundo, y hariamos muy bien en concentrar nuestra atencion en ella.
Es muy probable que nuestros lectores sean personas que no conocemaos, tal
vez en algun sitio lejano del mundo, y es muy posible que no sepan nada mas
de nosotros o de nuestro trabajo, excepto por el informe que tienen en sus ma-
nos. Es probable que solo tengamos una oportunidad de influir en ellos —con-
forme leen nuestro informe—, v el informe debe hacerlo por si solo. No podemos
colocarnos detras del hombro de nuestro lector, y ailadir explicaciones o acla-
raciones cuando encuentre dificultad para entender lo que hemos escrito. No
solo debe el informe sostenerse por si mismo, sino que el resultado de su lectu-
ra debe ser sumamente significativo. El reconocimiento piblico a nuestro tra-
bajo, la oportunidad de que otros se beneficien de él, nuestra propia reputa-
cion, tal vez hasta nuestras oportunidades de empleo o de promocion, pueden
depender de esos pocos minutos en que el lector avanza a lo largo de nuestro
informe. ;Necesitamos mayor convencimiento de que debemos tomar la re-
daccion en serio?

Por lo que respecta al lenguaje, otrora ha sido practica comun recomen-
dar un estilo de expresion distante y despersonalizado, caracterizado por el uso
de la voz pasiva y las construcciones impersonales. Parece haber pocas razones
para perpetuar ese lenguaje ampuloso, y podemos informarle sencillamente a
huestro lector de lo que hicimos en el experimento; p.ej.: ‘‘medimos el tiempo
dg caida usando un temporizador electroénico cuya precision era de 1 milise-
gundo’’. Dado que no hay una sola forma “‘correcta’’ de redactar un informe
experimental, debemos sentirnos en total libertad de usar el lenguaje y formas
de expresion como éstas en tanto nos permitan expresar nuestros pensamientos
en la forma mas clara, atractiva y convincente posible. Para una valiosa orien-
tacion relativa al estilo redaccional, consulte la obrita de Strunk y White sefia-
lada en la Bibliografia.

Consideraremos ahora las diferentes secciones del informe por orden,
vistas todas desde la perspectiva de nuestro importantisimo lector.
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/7—2 EL TITULO

El titulo es probablemente la primera parte del informe que llama la atencién
de nuestros lectores. Como ellos casi siempre son personas ocupadas en mu-
chos menesteres que compiten por su atencion, nuestro informe caplara ésta
solo si el titulo es informativo, apropiado y atractivo. Sin ser muy largo, debe-
ra especificar con toda claridad el tema del informe. Por ejemplo, si el propo-
sito de nuestro experimento es medir el calor especifico de un fluido empleando

- calorimetria de flujo continuo, podriamos usar esto directamente como titu-
lo: “*Medicion del calor especifico del agua empleando calorimetria de flujo
continuo’’. Es il senalar queéen ésie titulo sé Tesponde a tres preguntas: a)
¢El trabajo es experimental o teorico? Esto es, ¢estamos informando de una
medicion o un calculo? b) ;Cual &s el tema del trabajo? c) ;Qué método ge-
neral usamos? La consideracion de estas tres cuestiones casi siempre resultara
en una buena eleccion de titulo. Una sugerencia préctica es evitar el uso de
“el’” 0 ““la” como la primera palabra del titulo. Los titulos a veces se incluyen
en listas en orden alfabético, y los lectores pueden tener mas dificultades para
identificar nuestro trabajo si hay muchas referencias que empiecen con *“‘EI” o
“La’’.

7—3 EL FORMATO

Las secciones que siguen presentan un analisis detallado de las distintas partes
de un informe. Las diversas subsecciones que se describiran no deben usarse
como encabezados en un informe real. Aunque la practica variara desde luego
segun las circunstancias, los informes sobre la mayor parte del trabajo normal
de un primer curso de laboratorio de fisica requeriran soélo de un minimo de di-
visiones. Las secciones esenciales de un informe son:

INTRODUCCION
PROCEDIMIENTO
RESULTADOS
ANALISIS

y éstas deberan emplearse como punto de partida. Los encabezados de seccion
deben ser claros, sencillos, y estar escritos en mayusculas de imprenta. Las sub-
secciones en cada una de estas secciones principales se incluiran sélo si la ex-
tension o complejidad del informe las hace indispensables para la comprension
del tema. Por supuesto, pod‘r\e’m establecerse otras secciones principales de

v
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\
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acuerdo con las exigencias de experimentos particulares. Algunas posibilidades
que s¢ sugieren son:

TEORIA

PREPARACION DE MUESTRAS
CALCULOS DE INCERTIDUMBRE
etc.

Para conseguir que el informe sea tan incitante a la lectura y tan facil de enten-
der como sea posible, éste debera contener un hilo de argumentacion logico y
claro, y no debemos permitir que nada interrumpa la continuidad del discurso.
Si nos parece que tenemos que incluir alguna descripcion particular de suyo ex-
tensa y detallada que pudiese romper la libre continuidad de la argumentacion
principal, conviene considerar incluirla como apéndice al informe. En esta for-
ma, todos los detalles estaran disponibles para cualquier lector interesado, y la
continuidad de nuestro discurso no se vera afectada.

Veamos ahora en detalle cada seccion del informe.

7—4 LA INTRODUCCION

a) Indicacion del tema

Si nuestro titulo es eficaz, podemos suponer que ya hemos atraido la atencion
del lector y que él ha tomado nuestro informe para leerlo. Sin embargo, casi
con certeza €l comenzara de cero, o casi, en lo que se refiere a nuestro experi-
mento, y conforme se dispone a leer, nuestra primera tarea es orientar su re-
flexion hacia nuestra particular area de estudio. No vamos a lograrlo si de in-
mediato nos metemos en detalles fuera de concierto respecto del experimento. En
vez de ello, pensemos en la afirmacion mas general que podemos hacer sobreel
experimento, y expresémosla directamente; por ejemplo: ‘‘Es posible medir la
aceleracion de la gravedad empleando la oscilacion de un péndulo simple’’. De
esta manera, llevaremos a nuestro lector de su estado inicial de ignorancia a un
conocimiento directo del tema especifico de nuestro trabajo.

b) Revision de la informacion existente

En este punto, la reaccion natural de nuestro lector sera esperar algin tipo de
recordatorio sobre la informacion basica relativa a esta area en particular. Po-
demos atender esta necesidad dandole un breve resumen del estado del conoci-
miento actual relativo a nuestro experimento. Esto podria incluir, segun se re-
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quiera, algunos aspectos de la historia sobre el tema o un resumen del trabajo ex-
perimental anterior. Con todo, hay ademas dos temas que no son discrecionales y
que deben incluirse en cada informe de un experimento: uno es un enunciado
claro del sistema y las circunstancias experimentales con las que tratamos; el
otro, una descripcion del modelo o modelos que estamos usando.

En general, lo mejor es presentar este resumen con toda concision, so
pena de confundir la linea principal de argumentacion, aunque lo suficiente-
mente detallado para que incluya todos los aspectos de la situacion que sean
imprescindibles para la comprension del resto del informe. En atencion a la
concision y la claridad, sin embargo, no debe incluirse la derivacion de resulta-
dos teoricos estandar asociados con el modelo. (No obstante, la forma en que
estos resultados estandar se manejen para referirse a nuestro sistema en parti-
cular es otra cuestion, pues esto es algo especifico de nuestro experimento, y
sera tratado mas adelante en nuestro informe.) Habra que seftalar también el
comportamiento del modelo, simbolizado por las ecuaciones fundamentales
que hayamos empleado, y en esta etapa es importante mencionar cualesquiera
suposiciones consideradas en el modelo que pudiesen limitar la validez de las
ecuaciones, por ejemplo: ‘‘Se puede demostrar que, en el limite de amplitudes
cada vez mas pequeftas de oscilacion, el periodo de oscilacion de un péndulo
simple, considerado éste como un punto con masa en el extremo de un hilo sin
masa e inextensible, esta dado por. . .”’. Para compensar la omision de las de-
rivaciones usuales, quiza nos parezca deseable incluir en nuestra bibliografia
una fuente en la que pueda consultarse la derivacidon completa.

c] Aplicacion de la informacion al experimento expecifico

Basado en el contenido de la seccién precedente, nuestro lector estara prepa-
rado para entender todo lo que sigue del informe, y su reaccion natural en este
punto sera preguntarse: (En qué forma se refiere todo esto a este experimento en
particular? Deberiamos, por tanto, presentar un parrafo o dos que expliquen co-
mo la informacion basica, como la ecuacion que representa el comportamiento del
modelo, puede transformarse para fundamentar nuestro experimento en parti-
cular. Por lo comin esto incluira algiin procedimiento como expresar la ecua-
cion basica en forma de linea recta (o alglin equivalente adecuado), e identificar
las formas en las que el modelo puede confrontarse con el sistema. También po-
demos sefialar en este punto la informaciéon que se obtendra de los parametros
de la grafica (como la pendiente y la coordenada al origen en el caso de una gra-
fica de linea recta). Nuestro lector, entonces, estara perfectamente consciente de
la forma en que se obtendra nuestro resultado final.

d) Resumen de la intencion del experimento

Es muy satisfactorio para el lector si concluimos nuestra introduccion con un re-
sumen de nuestra intencion especifica en el experimento. Por ejemplo: ‘‘Asi, mi-
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diendo la variacion del indice de refraccion con la longitud de onda, debemos ser
capaces de comprobar el modelo de Cauchy usando una grafica de n vs. 1/72.
Los valores de los coeficientes de Cauchy, A y B, que son adecuados para nues-
ira muestra de vidrio, se obtendran entonces de la ordenada al origen y pendien-
te de la recta, respectivamente”. Una afirmacion como ésta satisface al lector
porque, particularmente en un experimento largo y complicado que requiera una
introduccion extensa, le ofrece una revision, en forma de resumen, del desarro-
llo total del experimento, preparandolo con ello para proseguir con la descrip-
cion de su desarrollo pormenorizado.

e) Enunciado del propdsito del experimento

Quizas ya notd que todavia no hemos mencionado el tradicional enunciado del
proposito del experimento. Se ha omitido hasta ahora porque, aunque induda-
blemente debe aparecer en alguna parte de la introduccién, no tiene €ste una
ubicacion de validez exclusiva. Si el tema del experimento es conocido, el
enunciado en cuestion podria constituir una adecuada indicacion del tema,
justo al principio de la introduccion; por ejemplo: ‘‘El propoésito de este expe-
rimento es medir la aceleracion de la gravedad registrando el tiempo de caida
de un objeto que cae libremente”’. En circunstancias apropiadas, este enuncia-
do de proposito puede ser una excelente indicacion del tema. Por otra parte, €l
proposito basico de un experimento puede entrafiar materias tan complicadas
y poco conocidas, que su enunciado seria completamente incomprensible, a
menos que se presentase después de una sustancial cantidad de conceptos preli-
minares. Es facil imaginar una compleja descripcion teorica que concluyese
provechosamente con la frase: *“. . .y el proposito de este experimento s eva-
juar el coeficiente k de la ecuacion 10”’. Asi pues, no importa mucho donde
aparezca el enunciado de nuestro proposito, siempre que se incluya y lo haga
en un punto de la introduccion donde venga bien y tenga un sentido adecuado
para el lector.

La introduccion sirve una variedad de propésitos para nuestro lector.
Justo al principio, la indicacion del tema orienta su atencion a nuestra area
particular de trabajo. Luego se le recuerda al interesado el estado del conoci-
miento vigente referido al campo considerado. A continuacion, se le muestra
como se aplica todo ello a nuestro experimento en particular. Por ultimo, se le
da un resumen sucinto de nuestra intencion experimental especifica. Ahora si,
esta preparado para enterarse de como llevamos a cabo, en efecto, el experi-
mento paso a paso.

7—5 EL PROCEDIMIENTO

Es posible que haya advertido que la seccion introductoria del informe presen-
ta la forma de una secuencia descriptiva que va de lo general a lo especifico.
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Empezamos con una indicacion del tema, que es la afirmacion mas general que
pudimos hacer sobre el experimento, y terminamos con un enunciado de inten-
cion completamente especifico. Una secuencia como ésta esta diseflada para
adaptarse a los requerimientos de nuestro lector en la seccion introductoria, y
otra estructura similar serd igualmente adecuada para la seccion del procedi-
miento. Si nos diésemos de inmediato a la tarea de describir nuestro proce-
dimiento dando un cimulo de detalles desorganizado, lo Gnico que lograriamos
seria irritar al lector. ; Como podria apreciar éste el sumo cuidado que tuvimos
en algin detalle del experimento si no esta consciente siquiera de las variables
que medimos? Al redactar la seccion de procedimiento, debemos tener tanta
consideracion por los esfuerzos mentales de nuestro lector como la tuvimos en
la introduccion, y no hay duda que hace falta una segunda secuencia de lo ge-
neral a lo especifico.

a) Bosquejo del procedimiento

Para disponer el terreno adecuado a nuestra exposicion ulterior de los detalles
del procedimiento y las mediciones, en primer lugar debemos ofrecerle al lector
una mirada retrospectiva del proceso integral del experimento. Si éste realmente
consistidé en medir la variacion de la resistencia eléctrica de un alambre de cobre
con la temperatura en el intervalo de 20°C a 100°C, debemos decir justamente
€s0; asi le proporcionaremos al lector un marco dentro del cual puede acomodar
toda la descripcion subsiguiente de los detalles. Si, en cambio, empezamos nues-
tra descripcion del procedimiento informando que conectamos la terminal A ala
terminal B, encendimos la fuente de poder C, leimos al voltimetro D, . . . etc.,
habremos perdido su atencidon en un par de renglones.

b) Detalles de medicion especificos

Una vez que nuestro lector conoce el curso general del experimento, esta listo pa-
ra que le informemos de los métodos especificos empleados para medir cada una
de las magnitudes requeridas, de como llevamos a cabo la preparacion de mues-
tras, etc. Esto se puede hacer con mucha facilidad explicando un solo método a
la vez, hasta agotar la lista. Debemos cerciorarnos de no omitir ningiin método
de medicion significativo; en algo como una medicién de tiempo, por eJemplo

es, casi sin duda, muy importante el que usemos un temporizador electrénico con
exactltucl de milisegundos, en vez de un cronémetro que solo puede registrar _
hasta 1 de segundo, y nuestro lector querra asegurarse de que asi [o hicimos. Si
una magmtud del experimento se pudo medir empleando alguna técnica normal
y conocida, bastara con mencionarla por su nombre; por ejemplo: ‘‘Las resis-
tencias se midieron usando un puente de Wheatstone con una exactitud de
0.01%"°. Si en nuestra opinion esta exactitud es poco usual, podemos abundar
en esta etapa acerca de la precision de cualquier proceso de medicidn en particu-
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lar, al liempo que observamos que la precision final del experimento es un tema
distinto que sera tratado en una seccion posterior del informe.

c) Precauciones

Ya que nuestro lector se ha enterado de los métodos mediante los cuales hici-
mos cada una de nuestras mediciones, es posible que vengan a su mente las di-
ficultades o riesgos de error inherentes a los procesos particulares. Por consi-
guiente, €l apreciara tener constancia de que nosotros también pensamos en
esas posibilidades y de que fuimos lo bastante cuidadosos para tomar las pre-
cauciones necesarias. No obstante, en este cometido tampoco debemos irnos a
los extremos: es obvio que hay que ser meticulosos en todas las mediciones, y
no tiene sentido molestar al lector con pretensiones superfluas de virtud al des-
cribir precauciones obvias y de rutina. Hay veces, sin embargo, en que un espe-
cial cuidado para evitar alguna fuente particular de error es una parte genuina-
mente importante del experimento, y es del todo razonable ltamar la atencion
al respecto antes de concluir nuestra seccion de procedimiento.

d) Diagramas de los aparatos

Los buenos diagramas de aparatos experimentales son una parte practica-
mente esencial de cualquier buen informe. En tanto que un articulo publicado
formalmente requiere de ilustraciones de calidad profesional, y tales recursos
no estan disponibles para el trabajo preliminar, debemos adquirir desde tem-
prano el habito de ser esmerados en los diagramas de los aparatos. Aun cuan-
do no se disponga de auxiliares de dibujo complejos, no es mucho pedir que se
utilice una regla. La limpieza y la claridad seran muy apreciadas por el lector, y
unos rotulos bien hechos y legibles lo ayudaran enormemente a entender nues-
tro experimento. Los buenos diagramas también pueden ayudarnos, cuando
escribimos el informe. Referirnos a un buen diagrama, claro y bien rotulado,
nos puede ahorrar parrafos enteros de descripcidn por escrito, y clarificara
pormenores que serian insoportablemente tediosos de leer si estuvieran inclui-
dos en el texto.

La referencia a los diagramas puede, por supuesto, hacerse en cualquier
punto adecuado del texto, pero la referencia a un diagrama general de nuestro
dispositivo experimental completo puede constituir un inicio claro y conve-
niente para la seccion de procedimiento; por ejemplo: ““Utilizando el aparato
que se muestra en la figura 1, medimos la variacion del tiempo de caida de un
balin con la altura, en el intervalo de 20 a 150 ¢cm’’. En la figura 7-1 puede ver-
se un ejemplo de un diagrama de dispositivo experimental aceptable.



SEC. 7-6 RESULTADOS 157

{a) Aparato de fiujo (b} Circuito de control de potencia
F — Aparato de flujo constante S — Fuente de 100 V CC
Ty, T, — Termdémetros de 0 - 100°C R, — Reostato de 80
G — Tubo de vidrio V — Voltimetro 0 - 30 vV CC
C — Abrazadera de manguera de hule A — Amperimetro 0 - 10 A CC

R — Alambre calefactor
A;, A; — Terminales eléctricas de R

Figura 7-1 Diagrama de dispositivo experimental completo.

/7—6 RESULTADOS

a) Valores medidos

A estas alturas se le ha dado ya al lector toda la informacion que necesita para
entender el experimento, y esta listo para recibir directamente los resultados.
Como todo buen experimento casi inevitablemente tendra que ver con la varia-
cidon de alguna magnitud con otra, los resultados sin duda podran apreciarse
mejor en una tabla. Aqui, como siempre, la claridad y la precision son de maxi-
ma importancia. Las lineas de la tabla deben trazarse con una regla, y hay
que destinar un espacio amplio para los encabezados y para las columnas de
cantidades. Los encabezados deben ser explicitos, e incluir, de ser posible, el
nombre de la variable, su simbolo y las unidades de medida. Junto a cada en-
trada numérica, debe estar su incertidumbre respectiva, a menos que un anali-
sis de las incertidumbres por separado clarifique del todo la precision de las
medidas. La tabla o tablas deberan identificarse claramente con un nitmero de
tabla y un encabezado o pie claros. En este punto puede ser conveniente refe-
rirse a las graficas de las variables originales que hayamos dibujado. Sera sufi-
ciente un enunciado sencillo como ‘‘Se encontrara una grafica del tiempo de
caida vs. la altura en la figura 2’’. Aquellas tablas de valores que por su exten-
sion y prolijidad no convenga incluirlas en el cuerpo principal del informe pues
interrumpirian la continuidad normal del discurso, deberan presentarse en un
apéndice,
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Después de la tabla o tablas principales, debemos enlistar los valores me-
didos de las demas magnitudes del experimento. Como siempre, cada una de
éstas debera acompanarse de su incertidumbre, y es preciso indicar con clari-
dad las unidades de medida empleadas.

b) Descripcion de las incertidumbres de la medicion

Debemos especificar claramente la clase de incertidumbres que estamos conside-
rando. Es muy probable que se trate, ya sea de limites extremos estimados, o de
parametros estadisticos como la desviacion estandar o la desviacion estandar
de la media. En el caso de parametros estadisticos no debemos dejar de sefialar
la cantidad de observaciones en la muestra de la que se derivaron los resultados.
Si cualesquiera cantidades en nuestra lista de valores medidos se obtuvieron por el
calculo a partir de alguna o algunas mediciones basicas, debemos indicar llana-
mente el tipo de calculo que se usod para obtener la incertidumbre final en la can-
tidad respectiva. En tales casos no hace falta abundar en detalles aritméticos, si
es que los hay, toda vez que nuestro lector pueda ver con perfecta claridad el tipo
de calculo aplicado.

c) Calculo del resultado final

Si nuestro experimento ha sido bien disefiado, deberemos haber obtenido
nuestro resultado final casi seguramente mediante algin procedimiento grafi-
co. Este es el momento de decirle al lector exactamente de qué procedimiento
se trata. En casos sencillos podemos obtener nuestro resultado de la grafica ba-
sica de una variable contra la otra, pero aun asi, debemos explicar cumplida-
mente lo que hemos hecho; por ejemplo: “‘el valor de la resistencia se obtuvo
de la pendiente de la grafica (que se muestra en la figura 3) de V' vs. [, entre 0.5
Ay 1.5 A”’. Si nuestro resultado no fue la pendiente misma, pero se obtuvo a
partir de calculos con otras cantidades medidas, debemos, una vez mas, especi-
ficar explicitamente lo realizado; por ejemplo: ‘‘Nuestro valor del coeficiente
de viscosidad se obtuvo de la pendiente de la grafica de Q vs. P en combina-
cion con los valores medidos de @ y £ usando la ecuacion (3)*’,

En esta etapa nuestro lector se preguntara qué tipo de calculo realizamos
para obtener la incertidumbre del resultado final. Debemos, simplemente, de-
cir lo que hemos hecho. Si evaluamos visualmente el intervalo de pendientes
posible, debemos sefialar precisamente eso. Podemos agregar, si es necesario,
que la incertidumbre basica de la pendiente se combiné con otras incertidum-
bres, y especificar con precision el método de calculo empleado. Si obtuvimos
la pendiente por un calculo de minimos cuadrados e incorporamos otras des-
viaciones estandar para obtener un valor final de la incertidumbre del resulta-
do, de nueva cuenta habra que especificar con sencillez lo que hemos hecho.
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En toda nuestra seccion de resultados, no debemos importunar a nuestro
ocupado lector con calculos innecesariamente detallados. El confiara en nues-
tro dominio de la aritmética elemental, pero querra saber qué tipo de calculo
hicimos. No obstante, si por alguna razon nos sentimos obligados a presentar
una cantidad desusada de detalles respecto a esos calculos, siempre podemos
incluirlas en un apéndice, donde estaran disponibles para cualquier interesado,
pero no oscureceran la claridad de nuestro informe principal.

/-7 LAS GRAFICAS

La grafica, o graficas, del informe difieren de las graficas que utilizamos al ha-
cer el experimento. Esas graficas eran documentos de trabajo disenados como
auxiliares de calculo. Para un experimento preciso, las graficas posiblemente
sean muy grandes, y deben dibujarse a conciencia para permitir una extraccion
precisa de la informacion. Por otro lado, es extremadamente poco probable
que nuestro lector quiera hacer cualquier calculo por su cuenta basandose en
las graficas de nuestro informe. Estas sirven en su mayor parte como ilustra-
ciones. Deben permitirle al lector ver el comportamiento de nuestro sistema, y
con ello facilitarle su propia apreciacion de la validez de nuestras afirmaciones
sobre los resultados.

Las graficas de nuestro informe deben ser, por supuesto, limpias, claras
y no estar atestadas, de modo que el lector no tenga que esforzarse mucho para
interpretar su mensaje. Los puntos de las graficas deben tener sus incertidum-
bres bien marcadas sobre ellos (con un rectangulo o una cruz), y los ejes estan
debidamente identificados. Tanto el tipo de incertidumbre como cualquier
simbolo empleado para rotular los ejes deberan de identificarse explicitamen-
te, en forma clara, sobre o junto a la grafica; no querriamos irritar a nuestro
lector obligandolo a buscar por todo el texto para encontrar la forma de inter-
pretar la grafica. Por otra parte, no es conveniente aprovechar espacios vacios
en la grafica con calculos aritméticos de pendientes, etc. Cada grafica debe te-
ner, desde luego, un titulo claro o, como es mas comun en las publicaciones
impresas, un pie mas extenso. Ademas de proporcionar la identificacion, un
pie extenso tiene la ventaja adicional de constituir un buen lugar para los deta-
lles importantes mencionados arriba. En la figura 7-2 se da una muestra de
distribucion aceptable para una grafica ilustrativa de ese tipo.

7-8 EL ANALISIS

a) Comparacion entre el modelo y el sistema

El analisis es una parte integral del informe, y no una reflexion posterior. Es asi
porque aun no hemos descrito el aspecto del experimento que hemos considera-
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Figura 7-2 Una grafica completa.

do, desde un principio, como €l tema central de la experimentacion: la relacion
entre el sistema y el modelo. El resultado de esta comparacion es decisivo para el
experimento, y nuestro lector estara ansioso por saber lo que tengamos que decir
al respecto.

Ya hemos enlistado en la seccion 6-11 las diferentes categorias de resulta-
dos experimentales. Recordando que, en la evaluacion de nuestros resultados,
tuvimos que desligarnos de nuestras esperanzas y aspiraciones sobre el experi-
mento y aceptar objetivamente el resultado real, asi ahora, en la etapa del infor-
me, debemos hacer una afirmacion franca y desprejuiciada de ese resultado. Lo
deseable es un enunciado simple y directo de la situacion real; por ejemplo: ““El
comportamiento del modelo lo representa la ecuacion (1), en la cual la variacion
de Q con Pes una linea recta que pasa por el origen. En nuestro experimento, los
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resultados si mostraron una variacion lineal sobre parte del rango, pero, en vez
de pasar por el origen, la linea que mejor se ajusta a las observaciones tiene un
intercepto finito en el eje de las Os. Ademas de esto, en la parte superior de la es-
cala de P, las observaciones muestran una desviacion sistematica de la linealidad
en una cantidad que evidenternente excede la incertidumbre de la medicion’’.

En esta etapa es suficiente hacer esa afirmacion llana de los hechos. Co-
mo tal comparacion era el objetivo fundamental de nuestro experimento, es
necesario que su resultado se especifique en forma clara, notoria y objetiva.
En nuestro informe muy pronto trataremos cuestiones de interpretacion y de
opinion, y es importante comenzar nuestra seccion de analisis con un enuncia-
do simple y directo del resultado réal e indisputable del experimento.

Este enunciado provocara algunas interrogantes en la mente de nuestro
lector, y debemos ahora ocuparnos de éstas.

b) Consecuencias de las discrepancias entre el modelo
y el sistema

Una de estas interrogantes tiene que ver con la posibilidad de error en nuestro re-
sultado final que estaria causada por una falta de correspondencia entre nuestro
sistema y el modelo que usamos. Algunas de esas posibilidades ya s¢ han men-
cionado en la seccion 4-3, y nuestro lector apreciara la garantia de que hemos
preservado nuestro resultado final de esa clase de error. Por ejemplo, debemos
sefialar que una coordenada al origen inesperada no contribuira a error en una
cantidad que se ha obtenido solamente de la pendiente, 0 que una falla sistemati-
ca de linealidad en parte de la grafica no invalidara un resultado que se obtuvo
solo del segmento lineal. Mucha de la habilidad en la experimentacion consiste
en la preservacion de nuestros resultados finales de esas fuentes de error, y pode-
mos ser muy explicitos con nuestras afirmaciones de haberlo hecho asi: nuestro
lector apreciara esa garantia.

c) Especulacion concerniente a la discrepancia entre el sistema
y el modelo

Al describir las secciones anteriores del informe hemos hecho hincapié en la in-
formacion objetiva y apegada a los hechos de la situacion real. Las cuestiones de
opinion o de conjetura no debian tener un papel importante en esas partes del in-
forme, y probablemente nos hayamos limitado a aquellas afirmaciones que ha-
brian hecho los observadores mas imparciales. Sin embargo, ahora llega una eta-
pa en la cual no sblo podemos, sino debemos introducir nuestras propias ideas.
Nuestro lector ha sido informado a su tiempo del grado real de correspondencia
entre nuestro sistema y el modelo, y le hemos asegurado que nuestro resultado
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final no esta contaminado (hasta donde podemos saberlo) por alguna falla de
correspondencia entre el sistema y el modelo. Podriamos, ademas, con sobrada
justificacion ya que hemos cumplido nuestras obligaciones basicas como experi-
mentadores, dar por concluido aqui el informe. Sin embargo, sin duda habre-
mos despertado el interés de nuestro lector con nuestra descripcion de las discre-
pancias entre el modelo y el sistema. Supuestamente empezamos con un modelo
que se escogio para ajustarse al sistema tan exactamente como fue posible. Si se
hubiera anticipado cualquier falta de correspondencia entre el modelo y el siste-
ma, se habria incorporado esta ruptura en nuestro disefio del experimento. Si,
por ejemplo, queremos medir un coeficiente de viscosidad empleando teorias
que se basan en el flujo laminar, no disefiamos el experimento para que se llevea
cabo en condiciones de flujo turbulento (excepto si, por alglin proposito inde-
pendiente, queremos detectar cuando se establece la turbulencia). Por tanto, lo
mas probable es que una falta de correspondencia observada atraiga la atencion,
y nuestro lector querra saber lo que pensamos de ella. Estamos mas familiariza-
dos que nadie con nuestro experimento, y debemos estar en mejor posiciéon que
otros para inferir el origen de las discrepancias.

A veces una discrepancia tendra (al menos superficialmente) un origen
que es facil de identificar. Si, por ejemplo, hemos estado midiendo la rapidez
de flujo de un fluido por un tubo, el que las medidas de rapidez de flujo se
aparten por debajo del comportamiento lineal a valores elevados de la diferen-
cia de presion, se puede atribuir con bastante confianza al establecimiento de
la turbulencia. Si nuestros objetivos experimentales incluyeron la deteccién del
establecimiento de la turbulencia, con esa afirmacion dariamos por terminado
el asunto. En otras ocasiones, sin embargo, es necesaria una mayor explica-
cion. Si, en el ejemplo anterior, nuestra intenciéon hubiera sido simplemente
medir el coeficiente de viscosidad en la parte lineal de la variacion de Q y P,
nuestro lector podria preguntarse por qué no habiamos tenido éxito en evitar
una region en la cual la teoria de lineas de flujo era claramente invalida. Tal
vez nos haya sorprendido un establecimiento temprano e inesperado de la tur-
bulencia, y si asi fue, debemos ser lo bastante sinceros para admitirlo, y tal vez
especular sobre el origen de esa discrepancia. Si, finalmente, estamos tratando
con una situacion que es verdaderamente desconcertante, puede ser que no
tengamos mucho que ofrecer en lo que respecta a la especulacion, pero siempre
vale la pena intentarlo. Como dijimos antes, tenemos una mayor probabilidad
de especular con prove¢ho que los demas, y nuestras ideas casi con seguridad
resultaran de interés y de posible utilidad para otros investigadores.

A veces, empero, pese a nuestros mejores esfuerzos, fallaremos, y no se-
remos capaces de aportar ninguna idea constructiva. En este punto debemos
actuar con total honradez. Si estamos tratando con un sistema bien comprobado
y un modelo confiable y bien conocido, y hemos procurado honradamente re-
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solver una falta de correspondencia entre ¢llos y hemos fallado, nuestra situa-
cion no puede dejar de interesar a otros investigadores. Debemos comentarse-
la, y tal vez todos aprendamos algo de la discusion resultante.,

Cuando intentemos ser creativos con respecto a nuestras discrepancias
experimentales, debemos recordar que estamos haciendo algo importante. To-
dos los modelos y las teorias pasan por procesos de refinamiento, y esos proce-
sos se basan en los diversos casos de fallas observadas en los modelos. Por tan-
to, debemos procurar responsabilizarnos al especular en nuestro trabajo. En
vez de lanzarnos con cualquier idea absurda que imaginemos, debemos tratar
de conseguir que nuestras sugerencias tengan alguna conexion logica con la
evidencia de las discrepancias. Por ejemplo, si hemos hecho un experimento
con la oscilacion de un peso colgado de un resorte, podemos consignar: ““Co-
mo la ordenada al origen inesperada en la grafica de 72 vs m da un valor f inito
de T para m = 0, tenemos una clara indicacion de la presencia de una masa
adicional que no estaba incluida en los valores medidos de peso™”. Si podemos
inferir o no la identidad de esa masa adicional, es menos importante; lo esen-
cial es que, al menos, habremos aportado una inferencia logicamente acepta-
ble a partir de la naturaleza de la discrepancia observada, facilitando con ello
la investigacion y experimentacion ulteriores en ese campo.



Apéndice 1

Propiedades
matematicas de la
distribucion normal
0 de Gauss

A1—1 LA ECUACION DE LA CURVA DE
DISTRIBUCION DE GAUSS

Consideremos ahora que una magnitud, cuyo valor verdadero es X, esta sujetaa
incertidumbre al azar. Consideremos que la incertidumbre surge de un cierto ni-
mero 2n, de errores, cada uno de magnitud E, y con la misma probabilidad de
ser positivo o negativo. El valor medido x puede entonces variar en el intervalo
que va desde X — 2nE, si ocurre que todos los errores tienen signo negativo,
hasta X + 2nE si todos 1os errores tienen signo positivo. Los valores intermedios
obviamente surgiran de diferentes combinaciones entre las contribuciones positi-
vas y negativas. Queremos determinar la forma de la curva de distribucion resul-
tante para un niamero muy grande de tales mediciones. Esta forma la determinara
la probabilidad de encontrar un error particular R dentro del intervalo completo
+ 2nE. Esta probabilidad estara gobernada por el numero de maneras en que se
puede generar un error particular.

Por ejemplo, un error de valor total 2nE se puede generar de sélo una
manera: todos los errores elementales deben tener simultaneamente el mismo
signo. Por otra parte, un error de magnitud (2n — 2)F puede ocurrir de varias
maneras; si alguno de los errores elementales hubiera sido negativo, el error to-
tal sumaria (2n — 2)E, y esta situacion se puede presentar de 2n maneras dife-
rentes. Por lo tanto, un error de magnitud (2n — 2)E es 2n veces mas probable

164
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que uno de magnitud 2nE. Correspondientemente, una situacion en la que dos
de los errores elementales tienen signo negativo puede generarse de muchas
mas maneras que para uno solo, y asi sucesivamente.

Por lo tanto, este argumento se puede generalizar, utilizando ¢] niimero de
maneras en las que se puede generar cada error especifico R, como medida de la
probabilidad de ocurrencia del error R y, en consecuencia, como medida de la fre-
cuencia con que ocurre en un universo de observaciones.

Consideremos un error total R de magnitud 2rE (en donde r < n). Este
debe ser el resultado de alguna combinacion de errores en la cual (n + r) son
positivos, y (n — r) son negativos. El nimero de maneras en que esto puede
ocurrir se puede calcular como sigue: el nimero de maneras de seleccionar
cualquier arreglo particular de 27 objetos es (2#)!. Sin embargo, no todos esos
arreglos son diferentes para nuestros prop0sitos, ya que no nos importa si hay
cualquier rearreglo interno entre los errores en, digamos, el grupo de los erro-
res positivos. Debemos por lo tanto dividir el nimero total de arreglos entre el
numero de estos arregios irrelevantes, esto es, entre (n + r)!. En forma seme-
Jante, debemos dividir entre el niimero de arreglos internos posibles en el gru-
po negativo; esto es, entre (n — r)!. El nimero total de combinaciones relevan-
tes es, por lo tanto:

2!
(n+ Nlin — r)

Esta cantidad no es ain estrictamente una probabilidad, aunque es una medi-
da de la posibilidad de encontrar ese error total. La probabilidad misma se ob-
tendra multiplicando el nimero de arriba por la probabilidad de esta combina-
cidn de (n + r) elecciones positivas y (n — r) negativas. Como la probabilidad

de cada eleccion es de %, el multiplicador requerido es:

%(n+r) %(rl—r) — (%)Zn

El resultado final para la probabilidad del error R es entonces:

e ) 1=

Ahora nuestro problema es evaluar esta expresion en funcion de la varia-
ble r. Eso se hace sujetandola a la condicion de que # sea muy grande; de he-
cho, que tienda a infinito.
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Para evaluarla, requerimos de dos resultados auxiliares,
1. El primer resultado auxiliar es:

n=vV2rne"n"

Este se conoce como el teorema de Stirling. Aunque una derivacion completa
esta fuera del nivel de esta obra, podemos indicar su factibilidad de la siguiente
manera:

f log x dx = [x log x — x}}
1

=nlogn—-n-+1

La grafica de log x vs. x se muestra en la figura Al-1. Claramente la inte-
gral anterior se puede aproximar por la suma:

logt +log2 +1log3+---+logn

queeslog(l x 2 x 3 x ... x n), ologn!. Podemos por lo tanto, escribir
aproximadamente, si # es muy grande:

logn! =nlogn—n
esto es,

log x

/23456 n X

Figura Al-1 Grafica de log x vs. x.
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Esta es una aproximacion a la féormula que se dio arriba. Se encontrara
una derivacion completa en el texto de Margenau y Murphy que se menciona
en la Bibliografia.

2. El segundo resultado auxiliar es:

lim(l + 1) =e
H— % n

La expansion de [1 + (1/n)]" es:

1+£1+m:_1>(1)2+n(n~1><n—2)(1)-‘+...

1'n 2! n 3 n

Conforme # se hace mas grande, todos los productos en funciéon de # clara-
mente tienden a la unidad, de modo que la serie tiende a:

COmo se requiere,

Ahora estamos en posicion de evaluar la expresion (Al — 1). Aplicando el
Teorema de Stirling a los términos (2n)!, (n + ! y (n — n!:

(2")! = (2’1)2"6"211 \/277- . 2" — 22"n2n+(1/2)€_2n\/477

n+rl=@m+ry"e """ V2gn + r)

r n+r+(1/2)
= n"+’+(1/2) 1 + =~ e "\ 217

n

r n—r+(1/2)
(n =) =m0/ — = e """\ 2

R

Por lotanto:

2\n+(1/2) r -r
(n+rln—r)= nz"“(l - %) (1 + f:) (l — f) e -2

n n

Ahora podemos escribir la parte variable de (A1 —1):

r2 -n—(1/2) r\ =" r\
(1 -3 1 - - 1 + -
h n h
2\ {2/ r)r2/m) 2\-1/2 nfri—rl/n) —n/r(~r/n)
r r r r
n n n n
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Asi pues, se puede escribir la expresion (Al - 1) como:

1 r2 — (/) (r2/n) r2\-1/2 r nfr(—r/n) r —n/r(—r2/n)
=(1- 1-2) (1+Z -
nir n n n

2\ —nZ/r2

r ; n

(l —;1—2) ——3 ¢ cuando ——— ®
r

Asi que, finalmente, la probabilidad del error R es:

1 e—r2/n

Vn

La caracteristica significativa de este resultado es la forma e-. Especifi-
ca la probabilidad de un error R y es por tanto equivalente a la ecuacion (3-3),
en la cual el error es la diferencia entre el valor verdadero X'y el valor observa-
do x. El tnico problema que queda para poner la ecuacion en forma normal es
redefinir las constantes. Hagamos:

.
hy = —
Vn

para el exponente, y en la constante reemplacemos 1/+/n por hdx. La ecuacion
queda entonces como:

h
P(x)dx = —=e " dx
Vi

en donde P(x) dx es la probabilidad de encontrar un error entre X y x + dx.
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A1—2 DESVIACION ESTANDAR DE LA DISTRIBUCION
DE GAUSS

Debemos calcular la suma de los cuadrados de los errores dividida entre el ni1-
mero total de observaciones. Sean N observaciones, donde se puede suponer
que N es un nimero muy grande. El niimero de errores de magnitud entre x y

x + dx esigual a (Nh/</m)e "+ dx.

Por lo tanto:

— k2.2
e xt dx

1J’°° h
o = — N—
Nl g

h

—hig2
— x2ehxdx
V)=

Esta es una integral conocida y tiene el valor /7/2A3. Por lo tanto:

,_ _h Vmr_ 1
RV TSR TS

Esto nos proporciona la justificacion para la ecuacion (3-4) y nos permite rees-
cribir la funcion de probabilidad como:

_ 1
POy dx = =

e " dx

A1—3 AREAS BAJO LA CURVA DE DISTRIBUCION
DE GAUSS

La probabilidad de que un error caiga entre x y x + dx es:

1
V2T o

e—.x2/20' dx
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Por lo tanto, la probabilidad de que un error esté entre 0 y x es:

S|
e—x2/20' dx
J(; \V2ma

Aunque esta integral se puede evaluar facilmente para limites infinitos,

no es tan sencilla para limites fijos como se requiere ahora.

Se utilizan métodos numéricos de integracion, con los resultados que s¢
dan en la tabla A1—1. (Véase la figura Al —2.)

TABLA Al-1 Areas bajo la curva de Gauss

x/o Probabilidad de que el error esté entre 0 y x
0 0
0.1 0.04
0.2 0.08
0.3 0.12
04 0.16
0.5 0.19
0.6 0.23
0.7 0.26
0.8 0.29
0.9 0.32
1.0 0.34
1.1 0.36
1.2 0.38
1.3 0.40
1.4 0.42
1.5 0.43
1.6 0.45
1.7 0.46
1.8 0.46
1.9 0.47
2.0 0.48
2.5 0.49
3.0 0.499

Si requerimos la probabilidad de que un error esté entre * x/0, ese valor
debe por supuesto duplicarse. Por ejempio, el dato para x/¢ = 1 es 0.34, lo
que da la cifra de 68% que hemos estado usando para los limites de ¥ 10. Se
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Probabilidad

Thh Y

Figura A1-2 Elarea evaluada para calcular la probabilidad de ocurrencia de un
error hasta x.

pretende que esta tabla dé inicamente una indicacion de la forma en que va-
rian las probabilidades, y para trabajo estadistico, el lector se debe referir a
una de las muchas tablas estadisticas disponibles. (Busque Lindley y Miller en
la Bibliografia.)



Apéndice 2

El principio de minimos
cuadrados

A2—1 MINIMOS CUADRADOS Y MEDIAS DE LAS MUESTRAS

Supongamos que hacemos N observaciones, x;, de una magnitud que presenta
fluctuaciones al azar. Calculemos luego el valor X, cuyas desviaciones con res-
pecto a las x; se minimizan de acuerdo con el principio de minimos cuadrados.

X se obtendra de la condicidn
> (x; — X)* = minimo

Sea X la media de las x;. Entonges:

Se-XP=2 -3+ F&- X
= > [ — 3+ & - X?+ 2x — DE — X)]

0, como Z (x; — x) = 0,

S—XP=2 k-0 + F— X7

Evidentemente, esta ultima expresion tiene un valor minimo cuando x =
X confirmando asi que el uso de 1a media como el valor mas probable para una
muestra es consistente con el principio de minimos cuadrados.

172
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A2—2 AJUSTE DE MINIMOS CUADRADOS A
UNA LINEA RECTA

Consideremos un conjunto de observaciones (x;, y;) al cual se desea ajustar una
relacion lineal:

y=mx+b
Suponemos que los valores de x son precisos, que toda la incertidumbre
esta contenida en los valores de y, y que las ponderaciones de los valores de y

son iguales. Deseamos minimizar la-suma de los cuadrados de las diferencias
siguientes:

8y: = yi — (mx; + b)
Por tanto,

(6y)* = [yi — (mx; + b))
=y + m*x? + b + 2mxb — 2mxiy; — 2yib

Si hay » pares de observacibnes, la suma es
M= (8) = Syt mia x4 b+ 2mb D, x,

—ZmExfyf—Zbe,

La condicion para la mejor eleccion de m y & es que Z (6y.)* sea un
minimo. Necesitamos, entonces, que

oM oM
—_ = 0 -
om ob

La primera condicién da
2m2x?+2b2x,-—-22(x,-y1) =0

y la segunda

2nb+2m 2 x —22 y; =0
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La resolucion del sistema de ecuaciones simultaneas para my b resulta

nzx (x;yf) - Exfzyf

m:

nsxr— 2 x)P
b=2x?§:yi—2xi2(x,—y,—)
nxt - Cx)

Las desviaciones estandar de my b se pueden calcular como sigue: los va-
lores calculados de m y b son funciones de las magnitudes y;. Las desviaciones
estandar de m y b se calcularan, pues, usando la ecuacion (3-9) para la desvia-
cion estandar de funciones calculadas. Se calcularan en funcion de la desviacion
estandar de los valores de y. Esta se expresa, cOmo la ecuacion (6-5), empleando

las magnitudes oy::
_ 3 (8y)?
T Np-2

No se intentara justificar el valor de n — 2: esto se relaciona con el hecho
de que las 6y; no son independientes, pero estan vinculadas por la existencia de
la mejor linea especificada por los valores de m y b. La ecuacion (3-9) para la
desviacion estandar de un valor calculado es

RN C)
st = (— 2y (L2
ax § 3y sy +

Aplicamos esta formula en nuestro caso notando que las x y y de la for-
mula son las y,, y,, €tc., que forman parte de nuestro conjunto de observacio-
nes. De este modo, la funcion que define a m €s

1 :
m:nzx?_(zxi)z[nxl%"ylzx,+n_x2y2—y22xl_+,._]

Por tanto:

om 1
E)Tk T nExt-(2 x.-)z[nxk - 2 x,]

am\* _ 1 - _ 2 _ _
(35) Sz Cr) [" xe (2 "‘) 2nxc 2 "‘]
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Como x; es comun para todas las contribuciones, podemos sumar las
(0m/3y.)* directamente para obtener

2 (3_;'1)2 T mea? - (= x)?)° ["2 2%+ "(2 "")2 - 2"(2 x‘)z]

ya que ¥ x, = L x;, etc.

Luego,

2 (g_’;)z R - S x)2)? [”2 2 5t - "(2 x‘)z]

n

nxi—(2x)?

O sea:

n
Sm = % \/;Ex? —(E x)

El valor de s, puede obtenerse por el mismo procedimiento.

A2—3 PONDERACION EN LOS CALCULOS ESTADISTICOS

Cuando realizamos algunos calculos estadisticos, como para obtener la media de
un conjunto de medidas o para ajustar una funcion a las observaciones usando
el principio de minimos cuadrados, las ecuaciones de las secciones 3-3 y 6-7 son
validas so6lo cuando todas las medidas son igualmente precisas. Si estas medidas
son de precision desigual, desde luego es una falacia conceder que éstas contri-
buyen de igual modo a la respuesta final. Como es logico, las medidas mas preci-
sas deben desempefar un papel mas importante que las menos precisas en los
calculos. Para lograr esto asignamos a las medidas ‘‘ponderaciones’ gue son in-
versamente proporcionales a los cuadrados de las desviaciones estandar de las
observaciones correspondientes. La derivacion de las ecuaciones resultantes pue-
de hallarse en los textos clasicos de estadistica, y aqui s6lo consideraremos los re-
sultados.
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a) Media ponderada de un conjunto de medidas’
Consideremos que tenemos un conjunto de cantidades x; medidas indepen-

dientes, v que conocemos las desviaciones estandar, S;, para cada una de las x..
La media ponderada del conjunto de valores x estara dada por

y la desviacién estandar de la media ponderada por
2 (xi - f)z
§? = Si

N-D3

b) Ajuste de linea recta por minimos cuadrados ponderados

Consideremos que tenemos un conjunto de valores de una variable y medidos
como funcién de x. Como en la seccion 6-7, supondremos que los valores de x
son precisos y que toda la incertidumbre se limita a los valores de y. Las ecua-
ciones por las cuales podemos calcular la pendiente m y la ordenada al origen b
de la mejor linea puede expresarse como sigue:

_ SwyZwx’— I wxXwxy
M= wa? — (2 wx)?

b_Ewway-waEwy
T S wZwx?-— (Ewx)?

Dado el engorroso caracter de estas ecuaciones, hemos empleado una notacion
abreviada en la que hemos eliminado el subindice i que debe agregarse a cada
una de las cantidades. Asimismo, utilizamos el término w; para la ponderacion
de cada par de valores medidos (x;, y;). Las ponderaciones se calcularan en
funcion de las desviaciones estandar de los valores de y como

=L
Sy’

Wi
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Las mejores estimaciones de las desviaciones estandar de m y b pueden
expresarse (como se hizo en la seccion 6-7) desde el punto de vista de la desvia-
cion de los puntos medidos respecto de la mejor linea. Para un ajuste de mini-
mos cuadrados ponderado, estas desviaciones deberan ponderarse a su vez, y
el valor ponderado de S, estara dado por:

EW,S?
S = Nn-—2

Las mejores estimaciones de la desviacion estandar de la pendiente y la ordena-
da al origen, pueden expresarse ahora como:

§2 = S} /W

1 xz)
2 _ Pl + =
Sb Sy(E w W
donde
W= wix—-xP
y X es el promedio ponderado de los valores de x, dado por:

3:“=wa
Zw

Notese que, como antes, se ha omitido el subindice /.



Apéndice 3

Tablas de diferencias y
calculo de diferencias
finitas

A3—1 FUNDAMENTOS MATEMATICOS

El calculo de diferencias finitas proporciona una herramienta poderosa para ¢l
tratamiento de las variables medidas. Por el momento, sin embargo, conside-
remos la situacion completamente desde el punto de vista matematico. Una vez
que hayamos determinado matematicamente los valores que necesitamos, po-
demos proceder a aplicarlos a las mediciones.

Consideremos una funcion conocida y = f{x) (véase la figura A3-1), que
puede expresarse partiendo de un desarrollo de Taylor alrededor del valor x = a:

00 = fl@) + (x - )(%) +(_£;_>(.§xl) L

a

Se dice que una funcion como ésta es analitica en el puntox = a, y cualquier
buen texto de calculo abundara en mayores detalles ai respecto.

Una funcion tal se define sobre el intervalo continuo de valores en la es-
cala de x, y, para que esta teoria sea aplicable a las variables medidas, debemos
transformar la formulacion de modo que se refiera a valores discretos de x.
Hagamos que esos valores de x estén espaciados en forma equidistante, au-
mentandolas a partir de x = a a intervalos de longitud A, de modo que los va-
lores de x en los que estamos interesados sean:

178
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x=a, x=a+h, x=a+2h, x=a+ 3h,...

Ahora podemos calcular los valores correspondientes de y para estos valores
discretos de x. Ellos seran:

fla), fla+ h), fla+ 2h), fla-+ 3h),...

y podemos, también, ilustrar estos valores en una grafica como la que se mues-
tra en la figura A3-2.

Si concentramos nuestra atencién en esos valores discretos de x y y, vy si
queremos encontrar una forma del desarrollo de Taylor aplicable a valores dis-
cretos, podemos simular las derivadas requeridas utilizando diferencias fini-
tas. Definimos la magnitud Af(@) como

Af(a) = fla + k) - fla)

fla} b ———m—m—m————m——

f
!
IF
|
|
|
|
a

Figura A3-1 Grafica de la funcion y = fix).
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fla +3h) - —w

fla + 2h) — —— 7

fla+ h —-—1

flal—————————— " -

a a+h a+2h a+3h x

Figura A3-2 Valores de f(x) para valores de x cerca dex = a.

Y en forma correspondiente, tendremos:
Af(a + h) = fla + 2h) — fla + B)
etc., magnitudes que estaran relacionadas con las primeras derivadas de la fun-

cion en los diferentes valores de x. De manera semejante, definimos las segun-
das diferencias como

A’f(a) = Af(a + h) — Afla)
y asi sucesivamente para las terceras diferencias y las de orden superior.
Cuando arreglamos todas esas diferencias junto a los valores tabulados
de f(x), obtenemos una ‘‘tabla de diferencias’’ para esos valores. Una tabla de

diferencias para la funcion:

y=2x+x°
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TABLA A3—1 Tabla de diferencias para la funcion y = 2x + &3

x y A A? A} A
1 3
9
2 12 12
21 6
3 33 18 0
39 6
4 72 24 0
63 6
5 135 30 0
93 6
6 228 36 0
129 6
7 357 42 0
171 6
8 528 48 0
219 6
9 747 54
273
10 1020

se muestra en la tabla A3-1. Esta ilustra varias caracteristicas importantes de
las tablas de diferencias, incluyendo, para este caso, la constancia de las terce-
ras diferencias y el consecuente valor cero de las cuartas.

Consideremos ahora el problema de obtener valores de y para valores de
x intermedios entre los valores discretos de x. Encontremos, ademas, la forma
de calcular estos valores intermedios a partir de los valores conocidos de y, en
vez de calcularlos directamente a partir de la funcion misma. La ventaja de tal
procedimiento es, por supuesto, que estara disponible para uso posterior en
valores de los cuales no conocemos la funcion correspondiente, Para calcular
estos valores intermedios debemos reexpresar el desarrollo de Taylor en forma
que sea compatible con las cantidades que se encuentran en las tablas de dife-
rencias, y que sea también adecuado para el calculo con valores intermedios.
En la figura A3-3 la derivada de la funcion f en x = a puede calcularse con la
razdn A/h. Los valores correspondientes de la segunda derivada se pueden cal-
cular en funcién de la segunda diferencia A2, y asi sucesivamente para las deri-
vadas superiores. Consideremos también un valor de x intermedio entre x = a
yx = a + h, y permitamos que éste sea especificado por una nueva variable v de-
finida por

x=a + uh



182 TABLAS DE DIFERENCIAS Y CALCULO DE DIFERENCIAS FINITAS APE. 3

Y
/
/
/
/
/
//
/
// A
4R
/ |
/ |
/ I
// a
4 i
e
yd Yy flathl
M
7
— 1
fla}
I
|
¥ ¥
a a+h X

Figura A3-3 Aproximacion de la derivada de fix) en x = a.

Ahora podemos reexpresar ¢l desarrollo de Taylor partiendo de las magnitudes
anteriormente mencionadas y obtener asi los valores intermedios de y como

v = fla) + uh + %u(u — 1A+ %u(u C D= 2A 4 -

Esta forma del desarrollo de Taylor se conoce como la formula de interpola-
cion de Gregory-Newton. Se puede usar para calcular valores intermedios
siempre que tengamos valores tabulados de dos variables. Esos métodos, por
ejemplo, se aplicaban cominmente para interpolar entre los valores tabulados
de logaritmos, funciones trigonométricas, €Ic.

Para aplicar la formula de Gregory-Newton, construimos una tabla de
diferencias hasta donde esas diferencias se hagan ya sea cero o lo suficiente-
mente pequefias para que el error incluido en el caiculo de la interpolacion sea
aceptablemente pequefio. Si construimos la tabla de modo que el valor que es-
tamos buscando quede entre x = gy x = a + h, las varias diferencias que ne-
cesitamos para incluirlas en la formula se encontraran en la hilera superior de
la tabla. Si el valor que buscamos estaentrex = @ + hyx = a + 2h, las dife-
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rencias que necesitamos se hallaran en el siguiente renglon hacia abajo, y asi
sucesivamente.

La extrapolacion puede llevarse a cabo mediante un proceso semejante.
Supongamos que tenemos un conjunto de valores de x que van desde x = a
hasta x = a + (n — 1)h. Si queremos calcular un valor de y adecuado para
X = a + nh, debemos empezar suponiendo que los valores de y que se obticnen
despuésdex = g + (n — 1)h estan determinados por la misma funcion que los
valores anteriores. Con base en este supuesto, hay un método sencillo para en-
contrar y parax = @ + nh; éste parte del proceso de ampliar la tabla de dife-
rencias basica. Empezando con la columna de diferencias que son constantes,
0 aproximadamente constantes para nuestros propositos, calculamos sucesiva-
mente las diferencias de orden inferior en funcién de las de orden superior,
hasta alcanzar el valor requerido de y (véase la tabla A3-2). De esta manera la
tabla se puede ampliar indefinidamente para proporcionar los valores ulterio-
res de la funcidn que se requieran. '

TABLA A3—2 Uso de una tabla de diferencias para extrapolacion

x y=x* A A? A?
2 8
| 19

3 27 18

37 6
4 64 24

61 6
5 125 30

91 6
6 216 +6e

91 + 36— =36
7 206 + 127 =127
= 343

También podemos usar una tabla de diferencias para construir un poli-
nomio que o bien reproducira la verdadera relacion funcional entre yyx, oal
menos proporcionard una aproximacion adecuada a ella. Para hacerlo, hay
que reexpresar la formula de Newton-Gregory en una forma adecuada a nues-
tro proposito. La habiamos escrito en funcién de la variable u; ahora quere-
mos reexpresarla partiendo de la variable x al tiempo que seguimos empleando
las diferencias A y no las derivadas df/dx. Asi pues, recordando que

xX=a+ uh
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tenemos:
4= x—a
h
y la forma original de la ecuacion de Newton-Gregory se convierte en
| 11
y =f(x) = fla) + %(x - a)A + -2771—2(x —a)x —a— 1)A?
/ +—1—l(x—a)(x—a—l)(x—a-—2)A3+---
3! k3

La ecuacion esta ahora en la forma que deseamos. Si empleamos en ella los va-
lores adecuados de A, A%, A3, etc. para un valor particular, como f{(a), genera-
remos el polinomio requerido en x.

Como ejemplo, consideremos la tabla de diferencias de la tabla A3-1, y
tomemos los valores de la parte superior. Estos son:

fl@g=3 a=1, h=1, A=9, A=12, A =6 A=0

Empleando estos valores, y efectuando el calculo algebraico correspondiente,
obtenemos:

y=2x +x°

Como ésta es la funcion con la que empezamos, no debemos sorprendernos.
Sin embargo, hemos comprobado lo adecuado de la formula de Newton-Gre-
gory para generar un polinomio que sea consistente con un conjunto de valores
tabulados. Es, por lo tanto, de inmenso valor potencial para construir un poli-
nomio adecuado cuando nos ocupamos solamente de valores tabulados, y no
tenemos idea de una funcion adecuada que sirva como modelo.

A3—2 APLICACION DE LAS TABLAS DE DIFERENCIAS
A LOS VALORES MEDIDOS

En la seccion anterior ilustramos el calculo de diferencias finitas y tablas de di-
ferencias usando funciones matematicas. Cuando nos enfocamos a variables
medidas y buscamos aplicar estas técnicas, nos encontramos dos divergencias:
a) puede ser que no conozcamos una funcion que proporcione un ajuste ade-
cuado a las observaciones, y b) las variables mostraran una dispersion prove-
niente de la incertidumbre de las mediciones.
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Consideremos primero el caso en el que las medidas son muy precisas, de
modo que la dispersion es insignificante en comparacion con los valores medi-
dos. En este caso, la tabla de diferencias contendra valores que se comportan
con relativa regularidad, y podemos usarla para realizar de inmediato procedi-
mientos como la interpolacion y la extrapolacion. Mas aun, si un polinomio de
un cierto orden ha de servir como un buen ajuste para las observaciones, las di-
ferencias del orden adecuado resultaran ser casi constantes, y las siguientes dife-
rencias se distribuiran alrededor de cero. Podremos emplear, entonces, los
procedimientos de la seccion anterior para construir el polinomio adecuado.

Si, por otra parte, nuestras observaciones muestran una dispersion ma-
yor, nos enfrentamos con un problema de interpretacién en cierto modo dife-
rente. En principio es posible ajustar exactamente un polinomio a cualquier
conjunto de valores, no importa qué tanta dispersion muestren. De hecho, a
cualquier conjunto de valores es posible ajustarle un niimero infinito de poli-
nomios, de los cuales se ilustran solo dos en la figura A3-4. Asi pues, ¢cual po-
linomio queremos? ;Va a ser uno como el que representa la linea continua de
la figura A3-4? Bajo ciertas circunstancias, esto quiza sea apropiado. Sin em-
bargo, en otras ocasiones tendremos una buena razon para pensar que, aparte de

Figura A3-4 Ajuste de un polinomio a un conjunto de observaciones dado.
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la incertidumbre de las mediciones, el comportamiento basico del sistema ¢s
regular, y en realidad la que necesitamos es la funcion que corresponde a la li-
nea punteada en la figura A3-4. De este modo, tendremos que ocuparnos de la
«suavizacion”’ de las observaciones, con lo que queremos decir, escoger una
curva que siga a las observaciones en términos generales, pero que pasa por al-
to aquellas desviaciones menores de un limite preseleccionado. Muchos de los
textos clasicos de teoria de mediciones proporcionan detalladas descripciones
de los procedimientos de suavizacidn. Véase, por ejemplo, el texto de Whitta-
ker y Robinson que aparece en la Bibliografia.

No siempre resulta claro hasta donde tenemos que llegar en la ‘‘suaviza-
cion® de observaciones. Sacrificamos la sencillez de representacion para evitar
una posible pérdida de conocimiento detallado genuino en el comportamiento
del sistema. Esto requiere buen juicio de parte del experimentador, y nuestras
decisiones no siempre son acogidas con la aprobacion general. En todo caso, si
es que queremos hacer la eleccion de un cierto orden de polinomio para repre-
sentar las observaciones, podemos escoger en la tabla la columna de diferencias
correspondiente que deba ser constante, y con base en algan valor promedio de
esas diferencias, construir el polinomio deseado.

Si tal procedimiento no es de nuestro agrado, y estamos restringidos a
observaciones inevitablemente fluctuantes, nuestra (inica alternativa acaso sea
emplear un procedimiento de minimos cuadrados y minimizar con ello la dis-
crepancia entre las observaciones y una funcion del tipo seleccionado. Notese,
empero, la importante diferencia entre el uso de la tabla de diferencias y del
procedimiento de minimos cuadrados. La tabla de diferencias nos indicara los
coeficientes de un polinomio implicito en las observaciones; el procedimiento
de minimos cuadrados, en cambio, nos dara simplemente los parametros opti-
mizados de una funcion cuya forma general debemos elegir por cuenta propia.



Apéndice 4

Experimento de muestra

A4—1 DISENO DEL EXPERIMENTO

Sistema

Nos dan un resorte suspendido de un soporte, un platillo agregado al extremo
inferior del resorte para colocar pesos, un juego de pesas, y un crondometro con
la escala dividida en 4 de segundo.

Modelo

Se nos dice que, suponiendo que el alargamiento de un resorte sea proporcio-
nal a la carga aplicada, el periodo de oscilacion, 7, para la carga suspendida,

m, esta dado por:
m
r=2m"
™N%

en donde k es la constante de un resorte particular.

Requerimiento

Se nos pide que midamos la & de nuestro resorte con una incertidumbre no ma-
yor del 10%.

187
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Disenio del experimento
Siguiendo los pasos indicados en la seccion 5-3, tenemos:

a) Nuestro sistema en operacion consiste en el resorte solo. No nos han
dado informacion sobre el peso del platillo para las pesas, o de alguna manera
de pesarlo, de modo que debemos proseguir sin ese conocimiento.

b) Nuestro modelo contiene solo dos variables, carga m'y periodo de os-
cilacion T, asi que es facil decidir que nuestra variable de entrada, la que pode-
mos controlar, sera m y la variable de salida sera T.

¢) Para presentar la ecuacion en forma en que la grafica sea una linea rec-

ta, nuestra primera idea podria ser eliminar la raiz cuadrada. Elevando al cua-
drado ambos miembros de la ecuacidn, nos queda:

m
T? = 2—
4qr P

La comparacion con la ecuacion de una linea recta

variable vertical = pendiente x variable horizontal

sugiere que debemos tomar
variable vertical = T

variable horizontal = m

2

ndiente = —
pendiente X

Esta es una eleccion aceptable, pero una incognita, k, aparece en el denomina-
dor de Ia pendiente. Para simplificar la aritmética futura es igualmente valido,
y mas conveniente, escribir la ecuacion como
k 2
41?

variable vertical = m

m =
en donde

variable horizontal = T?

k

472

pendiente =

d) En este caso el alcance de la variable de entrada, m, puede estar gober-
nado por las pesas que nos proporcionaron. Sin embargo, ademas de eso, de-
bemos considerar la posibilidad de sobrecargar el resorte. ;Se sugiere, 0 esta
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escrito en algin lado, que se deben restringir las cargas? Podriamos ensayar
unos cuantos pesos en el platillo para ver como se comporta el resorte. De un
modo o de otro podemos escoger un alcance de » con el que nos sintamos coOmo-
dos. El alcance de los valores de T no representa problema alguno, ya que lo
determina el sistema.

€) Vamos a suponer que nuestras pesas son suficientemente exactas para
que no necesitemos considerar su incertidumbre. Por supuesto, no son total-
mente exactas, y si queremos saber qué incertidumbre tienen, debemos consul-
tar el catalogo del proveedor.

Por lo tanto, la Gnica incertidumbre surgira de las mediciones de tiempo,
y esa incertidumbre dependera de la precision con que seamos capaces de de-
terminar el tiempo de las oscilaciones. La unica manera de averiguarlo es hacer
la prueba. Escogemos una carga tipica, iniciamos las oscilaciones, y medimos
el intervalo de tiempo de, digamos, 10 oscilaciones. Ahora debemos decidir
qgué es lo que determina la incertidumbre de las medidas. ;Es la exactitud de la
lectura del cronémetro, o es nuestra capacidad de observar las oscilaciones, y
arrancar y parar el reloj apropiadamente? Es obvio que debemos probar inten-
tando hacer la medicion de nuevo, y debemos continuar probando el sistema
de medicion en esta forma hasta que estemos seguros de que conocemos nues-
tras capacidades. Podemos decidir, como en el caso presente, que estamos se-
guros de que podemos medir los intervalos de tiempo con una incertidumbre
de = .3 segundos.

Sin embargo, con eso no se completa nuestra consideracion de la preci-
sion; debemos evaluar el efecto en los valores de & de esta incertidumbre en 7.
Es dificil planear de antemano con mucho detalle, porque nuestro valor final
de k lo obtendremos de la grafica, pero es prudente verificar que nuestras lec-
turas individuales tengan la precision adecuada para contribuir en forma signi-
ficativa al resultado final.

Por ejemplo, supongamos que medimos el tiempo de un cierto namero
de oscilaciones que dieron un intervalo de tiempo, ¢, de 2 seg. ;Cual seria la
contribucion de nuestro + .3 seg a la incertidumbre de £? k es una funcion de
2, Por lo tanto

RU(k) = % =2 x :;: 30%

Es claro que una medicion como ésta hard una contribucion poco significativa
a la determinacion de & con el 10% de precision. Si gueremos una precision del
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10% en k, necesitamos un 5% de precision en ¢, y podemos determinar en con-
secuencia los limites en la medicién de ¢ argumentando como sigue:

Si
RU(t) no debe ser mayor del 5%
esto es
0.3
— 2 05
t
entonces
0.3 '
t € 005 6 seg

Asi que, cualquiera que sea el valor actual de 7, si medimos un nimero de 0s-
cilaciones que dé un intervalo de tiempo total de 6 seg o mas, lo mas probable
es que la incertidumbre en nuestras medidas de tiempo sea aceptable. Por con-
veniencia podemos escoger un nimero constante de oscilaciones para las dife-
rentes cargas, pero, si tuviéramos poco tiempo para un experimento largo, po-
driamos escoger para cada carga un nimero de oscilaciones que nos dé un valor
satisfactorio de 7.

f) Vamos a decidir, como primera suposicioén, que mediremos el tiempo
de 10 oscilaciones, sabiendo que incluso para la carga mas pequefia €so nos da
un intervalo de tiempo medido mayor de 6 seg, y que tomaremos el tiempo de
las oscilaciones para cargas de .1, .15, .2, .25, .3, .35, .4, .45y .5 kg. Como
queremos graficar m vs. T? e incorporar el valor de la incertidumbre absoluta
en T2, estoes, 2T x 86T 0 2T x AU(T), construiremos la tabla que expresa
nuestro programa de medicion para que tenga los siguientes encabezados:

Nimero de Periodo? | AU(T?)
Carga, m, kg oscilaciones | Tiempo, ¢, seg | Periodo, T, seg | 7% seg’ seg?

Resultados experimentales

El siguiente paso es hacer realmente las mediciones y llenar la tabla con los va-
lores medidos de 7 y los valores calculados para el periodo y el periodo al cua-
drado con sus incertidumbres absolutas. El resultado de este proceso se vera
entonces como en la tabla siguiente.
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Nuamero de Periodo, Periodo? | AU(T?),
Carga, M, kg oscilaciones Tiempo, ¢, seg T, seg T2, seg? seg?

0.10 10 8.2 x0.3 0.82 = 0.03 0.67 +0.05
0.15 10 9803 098 + 0.03 0.96 0.06
0.20 10 10.7 £ 0.3 1.07 + 0.03 1.14 0.06
0.25 10 11.5 = 0.3 1.15 + 0.03 1.32 0.07
0.30 10 12.5 £ 0.3 1.25 £ 0.03 1.56 0.08
0.35 10 13.0 £ 0.3 1.30 = 0.03 1.69 0.08
0.40 10 13.8 0.3 1.38 = 0.03 1.90 0.08
0.45 10 14.5 £ 0.3 1.45 + 0.03 2.10 0.09
- 0.50 10 152 £ 0.3 1.52 + 0.03 2.31 0.09

Ahora debemos graficar estos valores de m y T2, Cada valor graficado
debe contener su intervalo de incertidumbre; m no tiene incertidumbre y 72 es
incierta en la cantidad indicada en la ultima columna, de modo que cada
“punto’’ de la grafica sera una linea horizontal corta.

Una vez que se grafiquen esos valores, la grafica se parecera a la que
muestra la figura A4-1. El siguiente paso es interpretar lo que vemos en términos
de las categorias descritas en la seccion 6-4. Primero observamos la dispersion de
los puntos y consideramos si s consistente con nuestra estimacion previa de la
incertidumbre. En el caso presente parece haber una consistencia razonable en-
tre la dispersion y la incertidumbre estimada, y no parece requerirse en esta
etapa ninguna consideracion posterior. El siguiente punto a considerar es has-
ta dénde el comportamiento del sistema es consistente con el modelo. En el ca-
so actual el modelo predecia una linea recta que pasara por el origen, y debe-
mos juzgar nuestra grafica contra tal caso. Podemos ver de inmediato que en
nuestro caso la correspondencia con el comportamiento de una linea recta pa-
rece bastante adecuado en todo el intervalo. Por lo tanto, estaremos justifica-
dos para incluir todos los puntos cuando lleguemos a decidir sobre nuestra
eleccion de lineas rectas.

Sin embargo, en lo que respecta a la coordenada al origen, la situacion es
diferente. Una ojeada a la grafica dejara en claro que vamos a tener una absci-
sa al origen sobre el eje de 72 que no podemos atribuir a la incertidumbre de las
medidas. Tendremos que volver a considerar esta discrepancia mas tarde, pero
mientras tanto podemos notar que el valor final de £ se obtendra sblo de la
pendiente, y que la pendiente se puede calcular aun en presencia de una coor-
denada al origen inesperada.

El siguiente paso es trazar rectas para que podamos obtener valores para
las pendientes. Una eleccion seria dibujar nuestra ‘‘mejor’’ recta a 0jo, y tam-
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Figura A4-1 Primera etapa de la grafica de m vs. T2,

bién rectas que correspondan a las pendientes maxima y minima permitidas
por el intervalo de incertidumbre en la dispersion. En esta etapa, la grafica se
parecera a la que aparece en la figura A4-2.

Ahora tenemos que leer valores de la grafica que nos permitan calcular
estas pendientes. Para cada linea buscamos intersecciones convenientes con el
papel cuadriculado, como se ilustra en la figura A4-3, que nos daran las coor-
denadas de puntos en la parte superior e inferior de cada recta. En la grafica
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las intersecciones elegidas se indican con flechas, y se rotulan las coordenadas
adecuadas. Dadas estas coordenadas, es facil calcular las pendientes:

Linea mas inclinada:

pendiente = 0.55 — 0.075
2.40 — 0.73
= (0.284 kg seg™
Linea central:
pendiente = L_OOS-
2.50 — 0.52

= (0.253 kg seg™?
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Figura A4-3 Identificacion de las intersecciones en la parte superior
e inferior de la grafica, que permiten calcular las pendientes.
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Linea menos inclinada:
0.55 — 0.075

2.64 — 0.51
= (0.223 kg seg?

pendiente =

Ahora se pueden calcular los valores correspondientes de &, usando

endiente = —
p 47
lo que da

k = 4m* x pendiente

Valor maximo:
k= 11.212 kg seg™?

Valor medio:
k = 9.988 kg seg?

Valor minimo:
k = 8.804 kg seg?

Ahora que tenemos una medida de la incertidumbre total de los valores
de k, podemos redondear los valores para obtener nuestra afirmacion final so-
bre £ y su incertidumbre:

k=10.0 = 1.2 kg seg™?

La cifra final de la incertidumbre, del 12% del valor de &, es ligeramente
mayor que nuestra meta del 10%, pero la diferencia tal vez no sea muy grande
para aceptar que nos hemos acercado lo suficiente a nuestro objetivo. Si nos
vemos forzados a aceptar cualquier nueva reconsideracion, podemos volver al
principio y reevaluar nuestra incertidumbre basica en las medidas de tiempo. Es
cierto que la baja dispersion de los puntos en comparacion con la incertidum-
bre estimada en la parte superior de la grafica sugiere que fuimos ligeramente
pesimistas con nuestra estimacion de + .3 seg en el tiempo, y una reevaluacion
nos puede permitir refinar esa estimacion.

Hemos completado nuestros calculos de &, ahora tenemos que regresar al
problema de la coordenada al origen inesperada. Quedamos convencidos de
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que era inofensiva, ya que nuestro valor de k se obtenia de la pendiente, que se
podia determinar perfectamente, aun en presencia de la abscisa al origen o in-
tercepto. Sin embargo, no debemos ignorarla totalmente, ya que constituye
una falta de correspondencia entre el modelo y el sistema, y no es una buena
practica experimental dejar cosas como ésa sin atender. Tratando de encontrar
posibles fuentes de discrepancia, podemos notar que parece estar asociada con
alguna carga que no se tomoé en cuenta en nuestros valores de m. Porque cuan-
do la carga agregada, m, es cero, la grafica nos dice que todavia observaremos
un periodo finito de oscilacion. ;Qué podria dar lugar a esa masa no conside-
rada? Una suposicion obvia seria el platillo en el que se pusieron las pesas.
Otra hipétesis obvia seria la masa del resorte mismo. Sin ninguna investigacion
posterior, no podemos estar seguros de que cada una de estas hipotesis sea
buena, pero nuestra explicacion de la abscisa al origen inesperada, parece sufi-
cientemente razonable para que probablemente estemos justificados para ter-
minar el experimento presente en este punto, y dejar la confirmacion de nues-
tras suposiciones a experimentos posteriores.

A4—2 INFORME

En esta seccion daremos una version de un informe final que se podria escribir
con base en el experimento cuya conduccion se describio en la seccion anterior.
Se puede escribir el informe de acuerdo con las sugerencias que se dieron en el
capitulo 7. S6lo se da la version final del informe; el detalle de la construccion
y su correspondencia con las sugerencias del capitulo 7 se puede elucidar com-
parando el informe con las diversas secciones del capitulo 7.

MEDICION DE LA CONSTANTE DE UN RESORTE
POR EL METODQ DE OSCILACION

introduccién

Se puede medir la rigidez de un resorte tomando el tiempo de oscilacion de una
carga suspendida. Para un resorte elastico (alargamiento o carga), se puede
probar que el periodo de oscilacién T de una masa suspendida /n, esta dado por

T= 277\/% (1)

en donde & es la constante de ese resorte en particular. El objetivo del presente
experimento es medir el valor de k de un resorte con una incertidumbre no ma-
yor del 10%.
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Se puede reescribir la ecuacion (1) para que quede

k
m=z1}3T2

la que es lineal en m y T2, con pendiente k/4x2. Asi, midiendo la variacion del pe-
riodo de oscilacion al variar la carga, podremos trazar una grafica de m vs. T2
y obtener el valor de & a partir de la pendiente.

Procedimiento

Usando el aparato que se muestra en la figura 1, medimos la variacion del pe-
riodo de oscilacion con la carga. Las cargas consistieron en un juego de pesas
graduadas ‘‘Cenco’’ desde .1 kg hasta .5 kg, con una precision especificada de
.04%,

El periodo de oscilacion se midi6 tomando el tiempo de varias oscilacio-
nes, usando un cronémetro graduado en —;— de segundo.

Resultados

Los valores medidos de la carga y del periodo de oscilacién se muestran en la
tabla 1.

La incertidumbre que se muestra para los tiempos medidos, se apreci6 vi-
sualmente estimando los limites extremos de valores posibles del tiempo, y asi
mismo los valores calculados para la incertidumbre de 72 también representan
los limites extremos posibles.

La grafica de los valores de m y T2 se muestra en la figura 2. El valor de &
y su incertidumbre fueron calculados a partir de la pendiente de las tres lineas
ilustradas, lo que da

k= 10.0 = 1.2 kg seg™?

Discusién

Usando el método de oscilacién, se ha determinado que el valor de la constante
de rigidez de un resorte es de 10 £ 1.2 kg seg™2. El modelo que representa la
ecuacion (1) predice, para la grafica de m, T2, una linea recta que pasa por el ori-
gen. En nuestro experimento, la variacién de m con T? demostro ser consistente
con una linea recta dentro de los limites presentes de incertidumbre. Sin em-
bargo, en vez de pasar por el origen, se puede ver que las lineas que se mues-
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—| Figura 1 Diagrama del resorte, ¢l soporte y la carga.

0000000000 )

TABLA 1 Variacion del periodo de oscilacion con carga

Namero de Periodo, Periodo?

Carga, M, kg oscilaciones Tiempo, !, seg 7, seg T2, seg?
0.1 10 82 0.3 0.82 = 0.03 0.67 = 0.05
0.15 10 9.8 +0.3 0.98 = 0.03 0.96 = 0.06
0.20 10 10.7 = 0.3 1.07 £ 0.03 1.14 = 0.06
0.25 10 11.5 =03 1.15 = 0.03 1.32 £ 0.07
0.30 10 12.5 £ 0.3 1.25 = 0.03 1.56 = 0.08
0.35 10 13.0 = 0.3 1.30 = 0.03 1.69 = (.08
0.40 10 13.8 0.3 1.38 = 0.03 1.90 += 0.08
0.45 10 145 =03 1.45 = 0.03 2.10 = 0.09
0.50 10 152 = 0.3 1.52 £ 0.03 2.31 = 0.09
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Figura 2 Grafica de m vs. T2,

tran en la figura 2 parecen tener una abscisa al origen o intercepto finito en el
eje de T2, que no se puede atribuir a la incertidumbre de la medicion. No obs-
tante, nuestro valor de & se obtuvo a partir de la pendiente inicamente, y debe
de estar libre de errores que provengan de factores que generen un intercepto.

Ya que el intercepto da un valor finito para 7a m = 0, esto parece estar
asociado con la presencia de alguna carga no incluida en los valores medidos de
m. Podemos sugerir que una carga extra como ésa puede provenir del platillo
que soporta las pesas, y de la masa del resorte mismo, aunque no hemos com-
probado estas posibilidades.
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Respuestas a los

problemas

CAPITULO 2:

L

Newmew

CAPITULO 3:
1.

142.45 = 0.15cm; 0.11% 8. 0.30 ohm
1.245 = 0.005 A, 9, 9.77 + 0.04 m seg2, 0.4%
3.3 = 0.1V; 0.4%, 3.0% 10. 1800 kg m™°
0.5 min 11. 0.110 m, 0.0012 m, 1.08%
a) 10cm, b) 2cm 12. 0.8 nm, 0.24%
7.7% 13. 14.3 = 0.1; 14.25 = 0.15
0.6% " 14. 6.75 + 0.03
26 cm?

sk

5k

al

3k

2F

1k

33 35 37 139 41 43 45 47 49 B
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11.

CAPITULO 5:

10.

.a) 3.8a5.0,
10.

. presion =

Entre 39 y 41, 38.
38.3
4.39
0.80
0.58

a) 33.9 a 42.7,
b) 29.5a 47.1

a) 37.5 a 39.1,
b) 36.7 a 39.9

b)3.2as.5
0.16

Rechazarla

No
M)z
4
tension superficial
radio
. \/momento de inercia
periodo ©« —
constante de rigidez
fuerza de carga ¥
y X radio? )

alcance 0<(

deflexion OC(

* { longitud
X -
radio
a y b son constantes arbitrarias

b
) radio, en donde

s vertical, # horizontal; la pen-
diente es + a

T vertical, n*? horizontal;, la
pendiente es 4 m

P vertical, v? horizontal; la pen-
diente es p/2

T2 vertical, cos « horizontal; la
pendiente es 47%//g

d vertical, WI® horizontal; la
pendiente es 4/ Yab?

12.

13.
14.
15.

17.

15.

16.

17.
18.

19.

. p vertical,

La muestra 34, 47, 43, 40, 32
tiene media 39.2 y desviacion
estandar 5.56

La muestra 36, 40, 38, 43, 34
tiene media 38.2 y desviacion
estandar 3.12

Mas de 130

Mas de 200

0.047 mm?

. 021 X 10°m

0.11 m seg™?

. h vertical, 1/R horizontal; la

pendiente es 20/ pg

T horizontal; la
pendiente es R/v

. fup vertical, f — f, horizontal,

la pendiente es ©

. | vertical, At¢ horizontal; la

pendiente es fy v 1a ordenada
al origen es /,. De ahi se ob-
tiene «

sen 6, vertical, sen 6, horizon-
tal; la pendiente es u,/p,

1/s vertical, 1/s’ horizontal,
cada coordenada al origen es
1/f; o bien ss’ vertical, s + s’
horizontal, la pendiente es f

1/c¢ vertical, w? horizontal, la
pendiente es L

F vertical, 1/r? horizontal; ve-
rifique si es lineal

F vertical, #i,/r? horizontal;

verifique si es lineal, y compa-
re Fvs. by, Fvs. b y Fvs, 1/r
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20.

21.

CAPITULO &:

por separado, manteniendo las
demas variables constantes

log Q vertical, ¢ horizontal; la
pendiente es —1/RC

Z? vertical, 1/«? horizontal; la
pendiente es 1/¢? y la ordena-
da al origen es R?

. ¢) 0.00129 ohm? seg?

d) 0.00572 henry

e) 0.00145 ohm? seg?,
0.00117 ohm? seg?

f) El valor medido de L puede
variar desde 0.00544 henry
hasta 0.00606 henry

g) 6.00 ohm

h) El valor medido de R puede
variar desde 5.39 ohms hasta
6.43 ohms

i) L = 0.0057 £ 0.0004 henry
R = 6.0 £ 0.6 ohms

La media es 17.54 y la des-
viacion estandar de la media es
0.26

22.

23.

3.

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS

m? vertical, m?v?* horizontal;
la pendiente es 1/¢? y la orde-
nada al origen es m;

1/n vertical, 1/n% horizontal,
la pendiente es — R, la ordena-
da al origen es R/4.

a) La pendiente es de 0.0499
ohm grado™?, y la ordenada
al origen es 11.92 ohms

b) a = 0.00419 grados™

¢) 0.0024 ohm grado™,

0.16 ohm

d) 0.00021 grado™

e) a = 0.00419 £
0.00021 grado™
Ry = 11.92 = 0.16 ohm

4, a=2.12,b=2.98
5.a)i=05e”

b) y = 0.6 x**

¢) f=62e %7
6. b) 0.73
7. 0.99
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