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Guia 0: repaso matematico

Parte I: vectores
@ Determine el médulo y la direccién de los siguientes vectores. Represéntelos graficamente.
A =(—4;3) B = (2;0) C=-22-3y D=0z-59

@ Halle las componentes cartesianas de los siguientes vectores:

a) y b) Q)

Al =2

0 = 240°
/ve =30°
\
X / X X

9=3n2 ¥ |Al=15

y

|Al=3

@ Dados los vectores A y B, halle graficamente la suma, A + B.
(a) A=(=3;2) y B=(-25).
(b) |A|=2,04=20°y |B| =3, g = 135°.
(c) A=(-20)y B=(0;4).
)

(d) |A|=3,04=57/4y |B| =2, 05 =—7/4.

@ Sean A y B los vectores dados en el ejercicio anterior. Halle analiticamente las compo-
nentes cartesianas y polares del vector A + B, y del vector A — B. ;El moédulo del vector
suma, C = A + B, es igual a la suma de los médulos de A y de B?

@ Halle el vector que tiene origen en el punto P y extremo en el punto Q en los siguientes
casos:

(a) P=(2,-1)y Q= (-5;-2).
(b) P =(2-5:8) y Q= (—4-3;2).

@ Dados los vectores A = (32 +29y+32),B=(42—-3y+22), C=(—2y—52), efectiie
las siguientes operaciones:
(a) (A -B)/[C|
(b) 5A —2C
(c) 2A+B-C/5

Se define el producto escalar entre dos vectores como A - B = |A||B| cosf, donde 6 es el
angulo que forman los dos vectores.

@ Sean {Z, y, 2} los versores usuales de la terna derecha mostrada en la figura.
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La base canénica se define con los siguientes versores: & = (1;0;0), g = (0;1;0), 2 =
Y, 5Y Y Y-z 2z

Usando la propiedad distributiva del producto escalar respecto a la suma y los resultados
del ejercicio anterior, demuestre que si

A=A 2+A,9+A.2yB=DB,2+ B,y + B, 2, entonces:

A-B=A,B,+A,B,+A.B.

@ Efectie el producto escalar entre los vectores A y B y diga si en algiin caso A es perpen-

dicular a B.

(a) A=33—2j+12 B=-1i+3%
(b) |A] =3, [B| = 2, 5 = 60°

(c) A=(2;3-1) B = (6; —5;2)

Parte III: ecuaciones diferenciales

Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales. Es decir, encuentre la funcién y(t). En
todos los casos, 1y es una constante.

(2) ¥ =2, y(0) = 0; (b) & = a, y(0) = yo:
(c) Z_ZZ =e'+2,y(0) = yo; (d) % —sin(3t) = 0, (0) = yo;
(e) CC% =2y, y(1) =y (f) t% =1, y(1) = v

@ Suponga una colonia que tiene Ny bacterias al tiempo ¢t = 0. Si la colonia crece a una
tasa proporcional a su poblacién, entonces:

dN
— =kxN, K>0
dt

(a) Resuelva esta ecuacién para encontrar N (t). Grafique cualitativamente la solucién.

(b) ¢{Cuéanto tarda la poblacién inicial en duplicarse? ;Cudnto tiempo maés hay que es-
perar para que se vuelva a duplicar?

@ La ecuaciéon del ejercicio @ (crecimiento exponencial o Malthusiano) tiene una apli-
cacion limitada porque no es razonable que la colonia siga creciendo para siempre. Una
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mejora es considerar que la tasa de crecimiento depende del nimero de bacterias de for-
ma tal que si N es un nimero “chico” la colonia crezca pero si es un nimero “grande”
disminuya. Esto puede tenerse en cuenta de la siguiente forma (;por qué?):

ﬂ:7"N(1—E>
dt K

La ecuaciéon anterior, en donde tanto r como x son constantes positivas, se conoce capa-
cidad de carga.
(a) (Para qué conjunto de valores de NN, la poblacién disminuye y para cuales crece?
(b) ¢{Para qué valores de N, la poblacién no crece ni disminuye?

(c) ;Existe algtin valor de N estable? Por estable queremos decir que si N aumenta o
disminuye respecto de ese valor, la poblaciéon vuelve a ese valor.

(d) Encuentre la solucién N(t). Para hacerlo considere la ayuda.

(e) Grafique cualitativamente la solucién para distintas condiciones iniciales e interprete
el resultado en funcién de las respuestas anteriores.

T—K

Ayuda: [ dr —— =1In -%
yude: J e )

Una reaccién quimica autocatalitica es una en la que la produccién de una sustancia es

estimulada por la propia sustancia. Este proceso (retroalimentacion positiva) llevaria a un
crecimiento descontrolado de la sustancia en cuestién si no estuviera limitado de alguna
forma. Supongamos que llamamos ¢ a la concentracién de la sustancia C'y f(c) a su tasa
de produccién por unidad de tiempo dc/dt . La siguiente ecuacién es un ejemplo de una
ecuacion que modela una reaccién autocatalitica:

de (o) = 2m0lar e 1molarc2
dt seq seqg?

(a) Haga un grafico de la tasa de produccién en funcién de c.

(b) ;Para qué valores de ¢ la tasa de produccién es positiva y para qué valores es nega-
tiva?

(c) Siinicialmente la concentracién de C' es 0.75 molar, jsubird o disminuira la concen-
tracién con el tiempo?

(d) Encuentre una expresién para c(t).

(e) {Qué relacion tiene este problema con el del crecimiento logistico (ejercicio @)7

Bajo ciertas condiciones que estudiaremos cuando veamos mecanica a escala celular y

molecular, la aceleraciéon de un objeto que se mueve en un fluido es a = —yv | donde
es una constante positiva que depende de la masa y la forma del objeto y de la viscosidad
del fluido. Si la velocidad inicial es vy > 0, encuentre la velocidad en funcién del tiempo
para el objeto.

Resuelva estas ecuaciones diferenciales de segundo orden. Tome como condicién inicial en
todos los casos z(0) = 2o y ©(0) = vy (m, F'y A son constantes).

(a) mi=F (b) &= At (c)i=¢e
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Ayuda: Muchas veces, para resolver una de segundo orden, conviene primero asignarle un
nuevo nombre a la derivada primera. Por ejemplo, en lugar de &, usar t = v y & = 0.

N ;o d_l' . "o dQ_Z'
Notacion: © =2'=§, y i =a2" = 93
@ Probar que = = cos(3t) es una solucién de la ecuacién z” = —9z.

Encuentre una solucion para las siguientes ecuaciones diferenciales con las condiciones

iniciales dadas.

(a) & =—4ux, z(0) =3y z(0) = 0;
(b) & = —4z, 2(0) = 0 y &(0) = 6;
(¢) &=—4x—12, z(0) =0y (0) = 0;



