Introducciéon a la estadistica de las mediciones

Ménica B. Agiiero
Dpto. de Fisica, FCEyN, UBA
244 edicién, septiembre de 2020

Los errores casuales o aleatorios generan distinguibilidad entre dato y dato (obtenemos
resultados distintos), cuando repetimos un experimento en idénticas condiciones. Sin embargo,
mediante la teoria estadistica podemos determinar el valor de la magnitud medida y estimar
su error estadistico.

Supongamos que realizamos una serie de N mediciones de una misma magnitud obteniendo

los resultados x1, ..., 5. Nos podemos preguntar:
. Hay alguna regularidad en los resultados?
i Alguno de ellos aparece con mas frecuencia que los demas?
. Qué resultado representa mejor al grupo de observaciones en su totalidad?

Si consideremos el caso particular de una serie de resultados distribuidos alrededor del
promedio Z, observamos que hay valores que estan maés cerca del promedio y otros, menores en

numero, se encuentran mas lejos. Si hacemos una nueva medicién x 41 no sabemos de antemano
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el resultado que va a salir pero si podremos decir que, con cierta probabilidad, estara cerca del
promedio. No podemos predecir el valor de una mediciéon dada pero si podemos decir algo sobre
la probabilidad de que su valor caiga en un determinado intervalo de valores posibles.

Una herramienta til que vamos a usar en este curso para analizar este conjunto de datos
son los histogramas.

1. Histograma

Si dividimos el eje x en pequenos intervalos iguales Ax, podemos contar el nimero de
observaciones AN que caen en cada intervalo y representarlo graficamente. Este grafico de
barras verticales se llama histograma (ver Fig. 2). Los histogramas son ttiles para describir
distribuciones con un gran numero de datos (x1, xs, ..., Tx) obtenidos experimentalmente. Para

realizar un histograma:

» marcamos intervalos regulares sobre un eje horizontal (en el rango donde estén los valores

de las mediciones). El ancho de estos intervalos se llama factor de clase o bin size.

= sobre cada intervalo dibujamos un rectangulo cuya altura es proporcional a la cantidad

de mediciones que caen dentro de dicho intervalo (nimero de ocurrencia).



= Cuanto mas grande sea la estadistica, mas pequenos podemos hacer los intervalos Ax y
tener un numero suficientemente grande de datos AN en cada intervalo.

= En vez del numero de ocurrencia podemos graficar, en el eje de las ordenadas, la frecuencia
de ocurrencia que se obtiene dividiendo el numero de observacion de cada intervalo por

el numero total de observaciones: ATN.
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Figura 1: Modelo de histograma. El ancho Az de las barras del histograma se lo conoce como factor de clase
o bin size.

Ahora podemos apreciar de un solo vistazo como se distribuyen los valores a lo largo de la
escala. Esta distribucion es clave para una interpretacién satisfactoria de las mediciones.

Se necesita tener algiin cuidado en la eleccion del bin size en un histograma. Si los bin
size se hacen demasiado anchos, entonces todas las mediciones (o casi todas) caerdn en una
misma barra, y el histograma consistird en un tunico rectdngulo, lo cual no aporta mucha
informacion. Si los bin zise se hacen demasiado angostos, entonces pocas barras incluirdn més
de un resultado, y el histograma consistira en numerosos rectangulos estrechos, casi todos de
la misma altura. Claramente, el bin size debe elegirse de modo que cada una de las diferentes
barras del histograma incluya varios resultados.

2. Tratamiento estadistico de datos

Pero queremos ir mas lejos. Entonces, para analizar la serie de N mediciones de una misma
magnitud obtenida en igualdad de condiciones vamos a emplear la Teoria Estadistica. Los méto-
dos estadisticos aportan una estimacion fiable de las incertidumbres aleatorias y proporcionan
un procedimiento bien definido para reducirlas. Para ello veamos algunas definiciones a tener

en cuenta.

2.1. Medidas de Centralizacion

Hay diferentes posibilidades para definir el resultado que representa mejor al grupo de

observaciones en un conjunto de datos [1]. En la Fig. 2 se muestran algunos ejemplos.



Media o promedio: Supongamos que tenemos N mediciones de la variable x (medidas

en las mismas condiciones, con el mismo equipo y procedimientos) y obtenemos los N

es o = T donde

resultados x1, ..., x. La mejor estimacion de x es usualmente la media de z, ..., xy. Esto
. $1+I‘2—|—...+$N

1
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La media es el promedio aritmético de todas las mediciones de esa cantidad.

(1)

Otros conceptos tutiles en el andlisis de una serie de mediciones son la mediana y la moda:

Mediana: si ordeno las mediciones de menor a mayor, la mediana es aquel valor que
separa por la mitad las observaciones de tal forma que el 50 % de estas son menores que
la mediana y el otro 50 % son mayores.

Moda: valor de la variable que mas veces se repite, es decir, aquella cuya frecuencia
absoluta es mayor. No tiene por qué ser unica (ver Fig. 3). Si queremos destacar aquel

valor que sale mas veces, entonces mencionamos el valor modal.
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Figura 2: Distribuciones donde se ejemplifica la relacién entre moda, mediana y media. Notar que para una
distribucién simétrica, la media, la mediana y la moda coinciden todas en el centro de la distribucién.
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Figura 3: Ejemplos de distribuciones unimodal, bimodal y multimodal.

Amplitud de las distribuciones

Otra pardmetro que se utiliza en Estadistica es el desvio estandar o [1,2]

o= \/% S (w1 — )2,

Mientras que el desvio estandar de una muestra se define como

S = \/ﬁ > (@i —2)2.
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En las ecs. (2) y (3), la diferencia d; = x; — = se suele llamar desviacion (o residual) de z;
respecto de Z, y nos dice por cudnto la i-ésima medida z; difiere del promedio z. La ec. (2)
también se conoce como desvio estandar poblacional y la ec. (3) como desvio estandar muestral.

La cantidad S estima la desviacion estandar de una poblaciéon basada en una muestra
aleatoria (porque no se dispone de datos sobre la poblacién completa). Sin embargo, cuando la
muestra es grande, N — 1 tiende a N. Por este motivo el desvio estandar de la muestra tiende
al poblacional para muestras grandes (S — o).

El desvio estandar como incertidumbre en una sola medicién

El desvio estandar es una medida de la distribucién de las mediciones alrededor del valor
mas probable. Nos da una idea de cuan dispersos estan los datos alrededor del valor promedio.

Si se mide la misma cantidad x muchas veces, siempre usando el mismo método, y si todas
sus fuentes de incertidumbre son pequenas y aleatorias, entonces los resultados se distribuiran
alrededor del valor verdadero .. siguiendo una curva en forma de campana (distribucion
Normal). En particular, aproximadamente el 68 % de las mediciones estardn dentro del rango
T £ o (donde nuestra mejor estimacién del valor verdadero estd dado por Z).

En otras palabras, si realiza una sola medicién (utilizando el mismo método), hay una pro-
babilidad del 68 % de que el resultado esté dentro del intervalo (z — o,z + o).

La desviacion estandar o caracteriza las incertidumbres asociadas a las medidas experi-

¢

mentales individuales que se realizan con el fin de determinar el valor “verdadero”. Para un
dado ntimero de observaciones, la incertidumbre al determinar la media Z de la distribucién es

proporcional a la desviacién estandar de esa distribucion.

Importante: Cuando informamos el resultado final de la medicién reportamos

r=x9pte=IT*te¢ (4)
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Zsts €inst €5 el error instrumental

donde € tiene en cuenta todas las fuentes de error. Si €2 = €2, +e
Yy €est €s el error estadistico (o error aleatorio). Recordar que o no es el error estadistico porque
el resultado final que informamos es un valor promedio.

En la Sec. 2.3 se discute cémo calcular el error estadistico y en la Sec. 2.4 se ejemplifica el

rol de o para una distribuciéon Gaussiana.

2.3. Error estadistico de la serie de N mediciones

Sixy, o, ..., xN representan los resultados de N mediciones de la misma cantidad x, entonces,
la mejor estimacion para la cantidad x es su media z. El resultado xqg = Z proviene de una
combinacion de todas las mediciones realizadas.

Se puede demostrar que el error estadistico de la serie de N mediciones viene dado por el
desvio estdndar dividido por v/N. Esta cantidad se llama desvio estandar de la media

§=—7= (5)

también conocido como error estandar. Ahora £ me indica que, si realizo una nueva serie de

mediciones, hay un 68 % de probabilidad de que el nuevo promedio caiga en el intervalo (z —




£,T+¢E).

La demostracién de la ec. (5) excede el alcance de estas notas introductorias. Quienes estén
interesados en més detalles pueden leer el capitulo 5 de la referencia [2].

Por lo tanto, el resultado final de la medicién sera

r==T+te (6)
donde Z estd dado por la ecuacién (1) y el error absoluto por € = /€2 , + €2, con
o
€est — ﬁ (7)
Una caracteristica importante en la ec. (7) es el término v/ N en el denominador. Por lo tanto,

si hacemos mas mediciones (medidas en las mismas condiciones y usando la misma técnica), o

no cambiaria de forma apreciable pero €., disminuiria al aumentar V.

Si bien al aumentar el nimero de mediciones es posible disminuir el error estadistico, desde
el punta de vista fisico, el error de  nunca puede ser cero. Solo puede hacerse igual o del orden
del €;,5. El mejor balance se logra cuando €.y ~ €;,5. Esta relaciéon nos da un criterio para

determinar el nimero 6ptimo (N,,) de mediciones que se deberian realizar

2
o
N,y & <€‘ t) : (8)

Esto nos muestra que no tiene sentido disminuir el €. mas alla del error dado por el

instrumento de medicion. Si se quiere reducir el error absoluto € serd mas conveniente cambiar

el instrumento o mejorar el método de medicién que aumentar el nimero de mediciones.

2.4. Distribucién de Gauss (o distribucién Normal)

En la mayoria de los experimentos, a medida que se aumenta el nimero de mediciones,
el histograma empieza a tomar una forma definida. A medida que el nimero de mediciones se
aproxima a infinito, su distribucién se asemeja cada vez mas a una determinada curva continua.
Cuando esto sucede, dicha curva continua define lo que se denomina la distribucidn limite® [2].

Es importante tener en cuenta que la distribucion limite es una construccion tedrica que
nunca puede medirse con exactitud. Cuantas mas mediciones hagamos, nuestro histograma se
acercara cada vez mas a la distribucion limite.

Diferentes tipos de medidas tienen diferentes distribuciones limite. En particular, si la forma
obtenida para el histograma es una barra central rodeada por barras decrecientes distribuidas
mas o menos simétricamente a su alrededor, la distribucion limite parece estar proxima a una
curva acampanada simétrica. En este caso se dice que dicho histograma presenta una tipica
distribucion normal o Gaussiana.

La experiencia muestra que, para todos los casos de errores casuales, el histograma corres-
pondiente a la serie de N mediciones (z1, s, ...,xy) puede ser aproximado por una funcién
continua bien definida conocida como curva de distribucion de Gauss. Los datos estan dis-

!También llamada distribucién poblacional, distribucién poblacional infinita, distribucién asintética.



tribuidos alrededor del promedio z, donde algunos valores que estaran cerca del promedio vy,
otros menos en nimero, estaran lejos.

Sea AN el niimero de mediciones que caen en el intervalo (entre x y  + Ax). Se comprueba
experimentalmente que ese nimero depende del valor de x y de la longitud del intervalo Ax en
forma aproximada [3]

N —(7 — x)*
AN = A 9
e | A )
La relaciéon se transforma en igualdad para diferenciales dN y dx
AN dN N —(z —x)?
lim — = — = — . 10
A;:IEO Az dx o2 exp [ 202 (10)
Si ademds dividimos la expresién (10) por el nimero total de mediciones N, se tiene la
funcién ( 2
1 —(r—=
G(z) = _ 11
(0) = e | ] ()

conocida como distribucion normal o curva de Gauss.

G(x)

X
Figura 4: Curva de Gauss. En el eje de las abscisas se indican el promedio Z y los puntos de inflexién de la

curva (T— oy T+ o).

Podemos notar lo siguiente:

Presenta un maximo en z = .
Es simétrica respecto de ese valor medio .
Tiene forma de campana.

Sus puntos de inflexién estan en 7 =+ o.

A e

Tiende a cero a medida que nos alejamos de .

Cuanto menor sea o, mas aguda resultard la curva resultante y los errores mayores
tendran una menor probabilidad de ocurrencia, lo que significa que la precisiéon del expe-
rimento es alta. En cambio, si o es grande, la curva serd achatada (o dispersa) y esto
indica una baja precisiéon del experimento (habra un nimero considerable de mediciones
con grandes desviaciones). En la Fig. 5 se muestran ejemplos de estos casos.

Si bien es imposible predecir el valor exacto que saldra de una mediciéon dada, si se puede
decir algo sobre la probabilidad de que ese valor este comprendido en un intervalo dado. El
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Figura 5: Efecto de o sobre el ancho de la campana de Gauss.Curva azul: o = 0,4. Curva roja: o = 0,8. Curva
verde: 0 = 1,6. Notar que las tres curvas estan centradas en T = 6.

nimero de observaciones cuyo valor estd comprendido entre x, y zo sera

. m exp {T;‘”)Q} dz = AN (12)

Si ahora dividimos AN por N (ndmero total de datos)

Aj\]f\f a\/ﬁ exp [%} dx = /$2 G(z)dx (13)

1

obtenemos lo que se llama la probabilidad de que una observacion dada esté compren-
dida en este intervalo. Es decir,

Probabilidad :/ 2G(:v)dx. (14)
T

Efectivamente, la probabilidad es por definicion el cociente entre el niimero de casos “favo-
rables” (o sea, en este caso, los que estén en ese intervalo (z1, x2)) v el niimero de casos totales
(N). El nimero 1OOATN representa la probabilidad expresada en porcentaje. La probabilidad de
encontrar un dato entre —oo y +oo es 1 (o sea 100 %). La probabilidad de encontrar un dato
fuera del intervalo (zq, x) serd 1 — X,

En resumen: de esto deducimos que, si bien es imposible predecir el valor exacto que saldra
en una medicién dada, si podemos decir algo sobre la probabilidad de que ese valor esté com-
prendido en un intervalo dado. Y para la prediccién de esas probabilidades hemos utilizado la
funcion de Gauss.

A partir de la Ec. (14) se obtiene que la probabilidad de que una medicién dada caiga entre
T—0y T+ o esdel 68%:

—@ =21 4 — 0,68 (68%) (15)
am o | S| da = °

Cambiando los limites de integracién en (15), se obtiene que la probabilidad de que la




medida se encuentre entre £ — 20 y T + 20 es del 95.4% (ver Fig. 6).

G(x)

X+20 X.0 X X+0 X4+20 X
26~68%
46~95,4%

A7

>

Figura 6: Distribucién de probabilidades.

Supongamos haber hecho 100 mediciones de una magnitud, con un valor medio z y un
desvio estandar o de cada dato [3]. Supongamos que entre los 100 datos haya tres que difieren
del valor medio en mas de 3o, por ejemplo. De acuerdo con la funcion de Gauss, la probabilidad
de que un dato caiga fuera del intervalo & 30 es

ot /MU exp [M] dz = 0,0028 (0,28%) (16)
oV2T Jr 30 202

O sea que sélo entre 1000 datos podria esperarse que haya 3 fuera de ese intervalo. Esto
indica que esas tres mediciones particulares padecen de un defecto “extra-gaussiano”: deben
rechazarse. De esta manera podemos fijar para cada serie de mediciones un “limite de confi-
dencia”. Cualquier dato cuyo valor caiga fuera del intervalo dado por el limite de confidencia
debe ser rechazado. Por supuesto que para determinar el limite de confidencia no puede darse
un criterio univoco; ese limite dependera ademés del niimero total de mediciones N. En este

curso no profundizaremos sobre ese tema.

2.5. Distribucion de los promedios

Cuando tenemos varias (M) series de N mediciones, con sus promedios parciales z¥, se

comprueba experimentalmente que estos M promedios también se distribuyen “gaussianamen-
te” alrededor del promedio total X. O sea, su distribucién es a su vez una curva de Gauss en
la que el desvio estandar de la media £ es el pardmetro que fija sus puntos de inflexién. La
interpretaciéon de &, como uno de los pardmetros de esa curva de Gauss, nos dice que el 68 %
de los promedios parciales estardn entre X — &y X + €.

Cuando hacemos una sola serie de N mediciones, obteniendo un promedio Z, sabemos a priori
que ese promedio, y todos los promedios de otras series de N mediciones, perteneceran a una
distribucién de Gauss alrededor del “valor verdadero”. Y podemos interpretar el error estandar
del promedio £ como aquel valor que determina el intervalo alrededor del promedio, z + &,



dentro del cual el “verdadero valor” de la magnitud estara comprendido con una probabilidad
del 68 %.

No en todos los procesos de medicion los datos se distribuyen de acuerdo con una curva de
Gauss. Ademas, también pueden aparecer errores sistematicos u otras condiciones fisicas que
“distorsionan” la distribucién de Gauss. La forma cualitativa mas simple, para verificar si una
distribucién dada de datos es Gaussiana, consiste en comparar el histograma obtenido con la

curva de Gauss tedrica correspondiente.

2.6. Comentarios finales

» Dada una serie de mediciones, o (desvio estandar) me indica que hay un 68 % de proba-

bilidad de que una nueva medicién caiga en el intervalo (z — 0,Z + o).

» Dada una serie de promedios, £ (desvio estdndar de la media, error estdndar) me indi-
ca que, si realizo una nueva serie de mediciones, hay un 68 % de probabilidad de que
el nuevo promedio caiga en el intervalo (z — &, 7 +§).

= Cuando realizo estadistica reporto el resultado del promedio  con una incerteza €.y =

a

VN’

= Kl error estadistico puede reducirse aumentando el nimero de mediciones pero su limite
estd dado por otras fuentes de error (por ejemplo, la incertidumbre instrumental). Se
puede utilizar este concepto para predecir el niimero de mediciones que se deben realizar

a fin de obtener una cota de incertidumbre similar a la incertidumbre instrumental.

s Incerteza final: recordar sumar todas las contribuciones. Por ejemplo, en una serie de
mediciones donde solo haya error estadistico €.q y error instrumental €;,4, el error final

f e — 2 2
Sera € = \/€;, o + €
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