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Dispersión de la velocidad de grupo

N modos

Escribimos el pulso como producto de una envolvente y una portadora

𝐸 𝑡 = 𝐴 𝑡 ⅇⅈ𝜔0𝑡 + 𝑐. 𝑐.
(14.1)

donde 𝜔0 es una “frecuencia promedio”, y la forma de la envolvente 𝐴 𝑡 depende de la “diferencia del frecuencia”, ancho 
espectral. El espectro es la transformada de Fourier de (14.1)

𝐴 𝜔 = න

−∞

∞

𝐴 𝑡 ⅇ−ⅈ𝜔𝑡 ⅆ𝑡 (14.2)

Las amplitudes complejas 𝐴 𝑡 y 𝐴 𝜔 las podemos escribir como

𝐴 𝑡 = 𝐴 𝑡 ⅇⅈ𝜃 𝑡

𝐴 𝜔 = 𝐴 𝜔 ⅇⅈΦ(𝜔)
(14.3)

donde decimos que:
Si 𝜃 = 𝑐𝑡ⅇ ⇒ el pulso está libre de modulación de fase
Si Φ = 𝑐𝑡ⅇ ⇒ el pulso está limitado por ancho de banda 2



Dispersión de la velocidad de grupo

𝐴 𝑡 = 𝐴 𝑡 ⅇⅈ𝜃 𝑡

𝐴 𝜔 = 𝐴 𝜔 ⅇⅈΦ(𝜔)
(14.3)

Si hay una variación no trivial de la fase 𝜃 𝑡 o Φ 𝜔 decimos que el pulso está 
“chirpeado” (la palabra viene de “chirp”, un sonido corto, intenso y con barrido en 
frecuencia, especialmente en pájaros. Chirrido?)

El efecto de un elemento óptico pasivo, como una ventana, una lente,  un filtro, etc
sobre el pulso que incide en él, se puede pensar como una función transferencia en 
el espacio de las frecuencias 𝐻 𝜔

𝐻 𝜔
𝐴0 𝜔 𝐴 𝜔

𝐴 𝜔 = 𝐻 𝜔 𝐴0 𝜔 = 𝐵 𝜔 ⅇⅈΦ𝐻 𝜔 𝐴0 𝜔 = 𝐵 𝜔 ⅇⅈΦ𝐻 𝜔 𝐴0 𝜔 ⅇⅈΦ0 (𝜔)(14.4)

Se pueden sumar las fases espectrales Φ = Φ𝐻 +Φ0 (14.5)

(suma que no se puede hacer con las fases 
temporales)

3



Dispersión de la velocidad de grupo

Si el pulso se propaga una distancia L en el material dispersivo de índice de refracción 𝑛 𝜔 , entonces (si Φ0=0) 

Φ(𝜔) = 𝑘 𝜔 𝐿 =
𝜔

𝑐
𝑛 𝜔 𝐿 (14.6)

dependiendo de la forma funcional de Φ 𝜔 , se producen diferentes tipos de distorsión de fase, y consecuentemente 
distorsión del pulso. Si se conoce el tipo de distorsión que produce el sistema, se puede realizar algún tipo de compensación
que recupere las características del pulso original

Si escribimos (14.6) como una expansión de Taylor alrededor de la frecuencia de la portadora 𝜔0

Φ(𝜔) = 𝑘 𝜔 𝐿 = 𝑘 𝜔0 𝐿 + 𝑘′ 𝜔0 𝜔 − 𝜔0 𝐿 +
1

2
𝑘′′ 𝜔0 𝜔 − 𝜔0

2𝐿 +…. (14.7) donde 𝑘𝑛 𝜔 es la derivada n-ésima
respecto de 𝜔

no distorsiona el pulso

distorsiona el pulso

(14.8)𝑘 𝜔0 =
𝜔0

𝑣𝑝 𝜔0

velocidad de fase
𝑘′ 𝜔0 =

1

𝑣𝑔 𝜔0

velocidad de grupo

𝑘′′ 𝜔0 =
1

ⅆ𝜔
อ

1

𝑣𝑔
𝜔0

dispersión de la velocidad de grupo GVD
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Dispersión del retardo de grupo

Retardo de grupo 

Para entender el papel de cada uno de los términos de (14.7), es mas fácil ponerlo en términos del retardo de grupo 𝜏𝑔 y 

hacer Taylor

(14.9)

5

(14.10)

Cada componente espectral 
del pulso como se atrasa o 
adelanta respecto de otra o 
de la portadora

Frecuencia Frecuencia Frecuencia 

re
ta
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e 

gr
u

p
o

 

El primer término de (14.9) viene del segundo término de (14.7) y así siguiendo. Por ejemplo, el segundo término hace que el 
pulso tenga un barrido lineal con la frecuencia del retardo de grupo y que depende de la segunda derivada de la fase con la 
frecuencia (GDD)

GDD = GVD 𝐿



Dispersión del retardo de grupo

Cuál es el efecto sobre el pulso?

6

unidades de 
tiempo (fs)

unidades de 
tiempo^2 (fs2)

unidades de 
tiempo^3 (fs3)

no distorsiona el pulso
distorsionan el pulso

Frecuencia 
re

ta
rd

o
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e 
gr

u
p

o
 

in
te

n
si

d
ad

tiempo 

Para el caso de segundo orden si  
ⅆ2Φ

ⅆ𝜔2 𝜔0 > 0 las frecuencias 

menores se adelantas respecto 
de las mayores, es decir que el 
rojo se va para el frente del 
pulso y el azul para la cola. Para 
este caso la simetría del pulso se 
conserva

GDD TOD  (third order disp.)

TOD Tanto las frec
mayores como las 
menores se atrasan ⇒
se produce un batido 
en la cola del pulso



7

Ejemplo de parámetros materiales para vidrio, cuarzo y aire

G
V

D
 (

fs
2
/m

m
)

cuarzo

aire (x 1000)

Dispersión del retardo de grupo

A 750nm

para BK7   ~ 33 fs2/mm
para aire ~  2 10-2 fs2/mm

1mm de BK7 equivale a 
1.6m de aire!
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Dispersión del retardo de grupo

GDD =0

GDD =500fs2

GDD =-500fs2

Pulso de 100nm de ancho de banda, a 800nm longitud de onda

limitado por transformada
Δ𝜈 ⋅ 𝑇𝑝 = 0.44 (gaussiano)

𝑇𝑝 = 9 fs

http://halas.rice.edu/conversions

unidades

𝜈 850𝑛𝑚 − 𝜈 750𝑛𝑚 , en THz

~ 10 mm de vidrio BK7

?
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Dispersión del retardo de grupo

GVD
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Propagación de pulsos gaussianos

Para el caso en el que el pulso tiene un perfil gaussiano (que es una buena aproximación para cualquier pulso corto) es 
posible encontrar la expresión analítica del perfil del pulso de salida, teniendo en cuenta el efecto de dispersión de 
segundo orden. Consideremos un pulso dado por 

(14.11)

Se transforma Fourier el pulso (14.11) y se suma la fase cuadrática

Φ 𝜔 𝑐 =
ⅆ2Φ 𝜔0

ⅆ𝜔2 𝜔 − 𝜔0
2(14.12)

Y se antitransforma, quedando

(14.13)

con    Φ′′ =
ⅆ2Φ 𝜔0

ⅆ𝜔2 ; 𝑏 =
𝑇𝑝
2

8 ln 2
; Φout 𝑡 = Φ′′ 𝑡2

2Φ′′2+8𝑏2
+

1

2
𝑎𝑟ctg −

Φ′′

2𝑏

(14.14)

𝐸 𝑡 = 𝐸0 exp − Τ𝑡 𝜏𝐻𝑊
2 ⅇⅈ𝜔0𝑡 + 𝑐. 𝑐. = 𝐸0 exp −2 ln 2 Τ𝑡 𝑇𝑝

2
ⅇⅈ𝜔0𝑡 +𝑐. 𝑐.

𝜏𝐻𝑊 es el semiancho de pulso del campo 
𝑇𝑝 es el ancho a mitad de altura de 

intensidad, 𝜏𝐹𝑊𝐻𝑀

𝐸out 𝑡 =
𝐸0

1 +
Φ′′2

4𝑏2

1
4

exp −
𝑡2

4𝑏 1 +
Φ′′2

4𝑏2

exp ⅈ 𝜔0𝑡 + Φout 𝑡 + 𝑐. 𝑐.



11

Propagación de pulsos gaussianos

Para el caso en el que el pulso tiene un perfil gaussiano (que es una buena aproximación para cualquier pulso corto) es 
posible encontrar la expresión analítica del perfil del pulso de salida, teniendo en cuenta el efecto de dispersión de 
segundo orden. Consideremos un pulso dado por 

𝐸 𝑡 = 𝐸0 exp − Τ𝑡 𝜏𝐻𝑊
2 ⅇⅈ𝜔0𝑡 + 𝑐. 𝑐. = 𝐸0 exp −2 ln 2 Τ𝑡 𝑇𝑝

2
ⅇⅈ𝜔0𝑡 +𝑐. 𝑐.

𝜏𝐻𝑊 es el semiancho de pulso del campo 
𝑇𝑝 es el ancho a mitad de altura de 

intensidad, 𝜏𝐹𝑊𝐻𝑀

Se transforma Fourier el pulso (14.11) y se suma la fase cuadrática

(14.12)

Y se antitransforma, quedando

𝐸out 𝑡 =
𝐸0

1 +
Φ′′2

4𝑏2

1
4

exp −
𝑡2

4𝑏 1 +
Φ′′2

4𝑏2

exp ⅈ 𝜔0𝑡 + Φout 𝑡 + 𝑐. 𝑐. (14.13)

con    Φ′′ =
ⅆ2Φ 𝜔0

ⅆ𝜔2 ; 𝑏 =
𝑇𝑝
2

8 ln 2
; Φout 𝑡 = Φ′′ 𝑡2

2Φ′′2+8𝑏2
+

1

2
𝑎𝑟ctg −

Φ′′

2𝑏

(14.14)

Se pueden relacionar los anchos de pulso antes y después de la dispersión

(14.11)

Φ 𝜔 𝑐 =
ⅆ2Φ 𝜔0

ⅆ𝜔2 𝜔 − 𝜔0
2
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Duración del pulso de salida

Y queda que

𝑇𝑜𝑢𝑡 = 𝑇𝑃 ⋅ 1 +
Φ′′2

4𝑏2
= 𝑇𝑃 ⋅ 1 +

16 (𝑙𝑛2)2 Φ′′2

𝑇𝑃
4

𝑏 =
𝑇𝑝
2

8 ln 2(14.15) con

Φ′′ =
ⅆ2Φ 𝜔0

ⅆ𝜔2 ≡ Φ2

Duración del pulso de entrada (fs)
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10 mm de 
cuarzo en 
el visible Pulsos “largos”:

los pulsos de entrada y de salida 
tienen la misma duración

Pulsos cortos:
Ensanchamiento notable del pulso de 
salida, y cada vez mas pronunciado 
cuanto mas corto es el pulso de 
entrada



13

Barrido en frecuencia o chirp

Mirando la ecuación (14.13) vemos que hay además una fase dependiente del tiempo exp ⅈ 𝜔0𝑡 + Φout 𝑡 dada 

por la ecuación (14.14). 

Que produce un barrido en frecuencia o chirp que podemos calcular como

Φout 𝑡 = Φ′′
𝑡2

2Φ′′2 + 8𝑏2
+
1

2
𝑎𝑟ctg −

Φ′′

2𝑏

𝜔 𝑡 =
ⅆ 𝜔0𝑡 + Φ𝑜𝑢𝑡(𝑡)

ⅆ𝑡
= 𝜔0 +

2Φ′′

2Φ′′2 + 8𝑏2
⋅ 𝑡 (14.16)

La frecuencia del pulso de salida aumenta linealmente con el tiempo, y  si Φ′′>0, tiene  un barrido lineal positivo.  

𝑏 =
𝑇𝑝
2

8 ln 2

⇒ un pulso gaussiano que atraviesa un material con dispersión también tiene un termino de chirp

Es importante conocer los efectos de la dispersión en pulsos 
chirpeados ya que es posible construir situaciones donde la 
dispersión debido a la propagación compense el chirp del 
pulso, reduciendo su duración.



14

Propagación de pulsos con chirp

Supongamos ahora que tenemos un pulso gaussiano con barrido lineal en frecuencia (chirp lineal) entrando en un 
material. Podemos escribir ese pulso como

𝐸 𝑡 = 𝐸0 exp −2 ln 2 Τ𝑡 𝑇𝑝
2
exp 𝑖 𝜔𝑜𝑡 +

𝛿𝜔
2𝑇𝑝

𝑡2 + 𝑐. 𝑐. (14.17)

donde 𝛿𝜔 es el coeficiente de chirp o de barrido en frecuencia. 

Transformando Fourier (14.17) y agregando una fase cuadrática Φ 𝜔 𝑐 como  (14.12) y volviendo a antitransformar se 
obtiene una expresión para el campo de donde se puede extraer el ancho de pulso de salida como hicimos en (14.13)

𝑇𝑜𝑢𝑡 = 𝑇𝑃 ⋅ 1 − Φ′′
𝛿𝜔
𝑇𝑝

2

+
Φ′′2

4𝑏2
(14.18)

Que es una expresión generalizada de (14.15) para pulsos gaussianos inicialmente con chirp (que se propagan por un 
material con dispersión cuadrática). Si 𝛿𝜔=0 se recupera (14.15)  

𝑏 =
𝑇𝑝
2

8 ln 2

Φ′′ =
ⅆ2Φ 𝜔0

ⅆ𝜔2
≡ Φ2

Dependiendo en como sean Φ′′ y 𝛿𝜔 el pulso puede salir mas corto o más largo que a la entrada. Si GDD>0 y 𝛿𝜔>0, el pulso 
se ensancha, pero si GDD>0 y 𝛿𝜔 <0 el pulso se acorta hasta un valor mínimo y luego se ensancha.   
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Propagación de pulsos con chirp

Pulso con chirp negativo propagándose por un material de vidrio SF10

Ejemplo

D
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 (
fs

)

Longitud de propagación en el vidrio (mm)

pulso limitado por transformada
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Compensación del chirp. Compresores de pulsos

En la región visible, la compensación de dispersión debida a medios materiales, requiere sistemas con dispersión de retardo 
de grupo negativo, GDD<0. Como la mayoría de los medios materiales producen GDD >0 es necesario recurrir al uso de la 
dispersión geométrica. Los sistemas más importantes para este propósito son: 

✓ 4 redes de difracción

✓ 4 prismas
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Compresores de pulsos

La dispersión angular da siempre un GDD negativo (ya sea con prismas o con redes)

Vamos a considerar la GDD solo debida a la dispersión angular 𝜃 𝜔 y no aquella debida al material del prisma

Tomando la proyección de 𝑘 𝜔 sobre el “eje óptico” (la dirección de aquel 
rayo que no se desvía), una dada frecuencia 𝜔 ve una fase 𝜑 𝜔 :

𝜑 𝜔 = 𝑘 𝜔 ⋅ 𝑟𝑜𝑎 = 𝑘 𝜔 𝑧 cos 𝜃 𝜔 =
𝜔

𝑐
𝑧 cos 𝜃 𝜔 (14.19)

1

sⅈ 𝜃 ≪ 1

ⅆ𝜑

ⅆ𝜔
=
𝑧

𝑐
cos 𝜃 −

𝜔

𝑐
𝑧 sⅈn 𝜃

ⅆ𝜃

ⅆ𝜔

⇒

ⅆ2𝜑

ⅆ𝜔2 = −
𝑧

𝑐
sⅈn 𝜃 −

𝑧

𝑐
sⅈn 𝜃

ⅆ𝜃

ⅆ𝜔
− 𝜔

𝑧

𝑐
cos 𝜃

ⅆ𝜃
ⅆഥ𝜔

2

− 𝜔
𝑧

𝑐
sⅈn 𝜃

ⅆ2𝜃

ⅆ𝜔2

(14.20)

(14.21)

⇒
𝐺𝐷𝐷 = อ

ⅆ2𝜑

ⅆ𝜔2

𝑤0

≈ −𝜔0

𝑧

𝐶
ቤ

ⅆ𝜃

ⅆ𝜔
𝜔0

2

(14.22)

GDD debido a dispersión 
angular es siempre NEGATIVA



18

Compresor de prismas

R. L. Fork, O. E. Martinez, and J. P. Gordon, "Negative dispersion using pairs of prisms", Opt. Lett. 9, 150-152 (1984).

Para 𝛽 pequeño:

Donde 𝐷 Τ1 𝑒2es el diámetro del haz en 1/e2

ⅆ𝑛

ⅆ𝜆

ⅆ2𝑛

ⅆ𝜆2
Salen de las ec de Sellmeier

negativo positivo


