Apuntes de Fisica del Plasma

Fernando O. Minotti

2do cuatrimestre de 2019 (corregido agosto 2023)



Indice general

. Introduccién

1.1. Generalidades . . . . . . . . . ... ...
1.2. Longitud de Debye . . . . . . . ... ... ... ...
1.3. Logaritmo de Coulomb . . . . . ... ... ... ... .....
1.4. Frecuenciade Plasma . . . . . . . .. . ... ... ... ....
1.5. Reactoresde fusiéon . . . . . . . ... . .. ... ... ...,

. Movimiento en campos magnéticos

2.1. Deriva generada por fuerza aplicada . . . . . .. ... ... ..

2.2. Derivas en campo magnéticos constantes suavemente variables
enelespacio. . . . . ... Lo
2.2.1. i) B paralelo a e, con variacién perpendicular . . . . .
2.2.2. ii) B de médulo constante con ligera curvatura . . . . .
2.2.3. iii) B paralelo a e, con variacién a lo largo de z . . . .

2.3. Invariantes adiabdticos . . . . . .. .. ..o

2.4. Variaciones temporales lentasde Ey B . . . . ... ... ..

2.5. Corrientes de deriva. . . . . . . .. ..o

. Plasma como fluido

3.1. Descripcién cinética . . . . . . . . ..o
3.2. Descripcién de fluido . . . . .. ... ...
3.2.1. Fluidos multiples . . . . ... ... ... .. ... ...
3.2.2. Aproximacion de dos fluidos . . . .. ... ... ...
3.2.3. Fluido simpley MHD . . . . ... ... .. .. ....
3.2.4. Congelamiento de lineas magnéticas . . . . . . . . . ..
3.2.5. Numero de Lundquist . . . . . ... ... ... ....
3.26. Modelode CGL . . . . ... ... ... ... ......
3.2.7. MHD bidimensional incompresible . . . . . . . . . ...
3.3. Conservacién de la energfa . . . . .. ... ... ... ... ..
3.4. Aproximacién de difusién . . . . .. ..o
3.4.1. Plasmas débilmente ionizados . . . . .. .. ... ...



INDICE GENERAL

3.4.2. Plasmas totalmente ionizados . . . .. .. ... .. ..

4. Colisiones
4.1. Colisiones en plasmas totalmente ionizados . . . . . . ... ..
4.2. Ecuacién de Fokker-Planck . . . . . . . ... ... ... ....
4.3. Relajaciéon en plasmas . . . . . . .. .. ... .. .. .....
4.3.1. Plasmas frios . . . ... ... .. ... ... .. ...,
4.3.2. Plasmas maxwellianos . . . . ... ... ........
4.4. Resistividad en plasma maxwelliano . . . . . . . ... ... ..

5. Oscilaciones en plasmas
5.1. Ecuaciones bédsicas . . . . . . .. ... ... ...
5.2. Oscilaciones en plasmas sin campo magnético . . . .. .. ..
5.3. Oscilaciones en plasmas con campo magnético . . . . . . . ..
5.3.1. Propagacién paralela . . . . . .. ... ... ...
5.3.2. Propagacién perpendicular . . . . ... ...

5.3.3. Propagacién oblicua . . . . . ... ... ... ...
5.4. Ondas de deriva (drift waves) . . . .. ... ... ... ....

6. Equilibrios y estabilidad
6.0.1. Tokamak . . . . .. ... .. ... ... .........
6.1. Pinchs . . . . . . . . . .. ...
6.1.1. Theta-pinch . . . . . ... ... ... ... ...
6.1.2. Z-pinch . . ... ... ...

6.2. Ecuacién de Grad-Shafranov . . . . . ... ... ... ... ..
6.3. Estabilidad . . .. ... ... ... ... ...
6.4. Modosflute . . . ... ... . ... ... ... .. ... ...
6.5. Principio de energfa de Bernstein . . . . . ... ... ... ..

6.5.1. Estabilidad del z-pinch . . . . . ... ... ... ....
6.6. Inestabilidad de intercambio . . . . . . .. ... ... ... ..
6.7. Inestabilidades tipo “ballooning” . . . . . . . ... ... ...
6.8. Inestabilidades resistivas (modos “tearing”). . . . . . ... ..

6.8.1. Problema interno . . . . . ... ... ... .......

6.8.2. Problemaexterno . . . . . ... ... ... ... ...
6.9. Modos tearing en tokamaks . . . . .. .. ... o000

7. Teoria cinética de plasmas
7.1. Aproximaciéon de Vlasov . . . . .. ... ... ... .. ... .
7.2. Ondas de plasma y amortiguamiento de Landau . . . . . . . .
7.3. Amortiguamiento de Landau en ondas iénico-acusticas . . .
7.4. Inestabilidad de dos haces . . . . . ... .. ... ... ....

95

57
S7
61
63
63
66
68

70
70
72
)
78
83
85
87

90
92
93
93
94
96
97
100
105
109
113
118
119
121
123
124

132
132
137

. 140



INDICE GENERAL

7.5. Amortiguamiento inverso de Landau

7.5.1. Inestabilidad de ondas de plasma . . . . .. ... ...

7.5.2. Inestabilidad idnico-actistica



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Generalidades

Se denomina plasma al medio gaseoso que contiene un nimero aprecia-
ble de cargas libres, pero que es aproximadamente neutro en su conjunto.
La gran cantidad de cargas libres da lugar a altas conductividades eléctricas
y a la posibilidad de establecer facilmente corrientes eléctricas que interac-
tan con campos magnéticos aplicados y con los propios generados por tales
corrientes. Un enorme porcentaje (> 99 %) de la materia en el universo ex-
iste aparentemente en forma de plasma; el medio estelar, interplanetario e
interestelar, y las altas atmésferas planetarias. Sin embargo, en los medios
relativamente densos y frios en los que se desarrolla la vida el estado de plas-
ma es mds raro por la tendencia a la recombinacion de las cargas libres. En el
laboratorio debe aplicarse energia a un gas para producir el estado de plasma,
y su mantenimiento prolongado, sobre todo en las condiciones de densidad
y temperatura necesarias para las aplicaciones, incluyendo la generacion de
reacciones de fusién nuclear, plantea enormes desafios tecnolégicos.

1.2. Longitud de Debye

Imaginemos entonces que entregamos energia a un gas, por ejemplo es-
tableciendo una descarga eléctrica a través de éste. Los electrones emitidos
por el cdtodo disociardn y ionizaran las moléculas del gas, produciendo a
su vez mas electrones capaces de ionizar. A su vez, los electrones libres
emiten radiacién electromagnética al ser acelerados en su interaccién con
otras particulas, y los iones, &tomos y moléculas emiten y absorben radiacion
al desexcitarse o excitarse a distintos niveles; esta radiacién también produce
ionizaciones. Se establece eventualmente un equilibrio entre los distintos tipos
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de ionizaciones, recombinaciones y pérdidas y ganancias de particulas a través
del contorno, sostenido por el circuito externo. En este estado de plasma ten-
dremos una poblacién de electrones, iones con distintos estados de carga y
excitacion, particulas neutras (moléculas y dtomos) también en distintos es-
tados excitados, y radiacién electromagnética. La poblacién relativa de cada
una de estas especies dependerd del tipo de equilibrio que se establezca; los
procesos de ionizacién mas importantes son los debidos a impacto electrénico
(e+A — A'+2e¢) y ionizacién radiativa (hv+ A — AT +e), mientras que las
recombinaciones corresponden a los procesos inversos; recombinacién a tres
cuerpos (A1 +2e — e+ A) y recombinacién radiativa (AT +e — hv+ A). En
equilibrio termodindmico estos cuatro procesos estarfan equilibrados; esto es,
habria una temperatura tnica a la que estarfan todas las especies (incluyen-
do la radiacién) a la que cada proceso y su inverso producirian la misma
cantidad de reacciones por unidad de tiempo, lo que requiere una poblacién
relativa de especies muy particular para cada temperatura. Muy rara vez
el plasma es lo suficientemente extenso y denso para retener la radiacién y
establecer asi un equilibrio con ella (esto si es posible en los interiores este-
lares); de todas maneras es todavia posible tener equilibrio termodindmico
entre los procesos que no involucran radiacién; la ecuacién de Saha permite
entonces obtener la poblacion relativa de especies. Sin embargo, a las densi-
dades y temperaturas habituales de plasmas de laboratorio la recombinacion
a tres cuerpos es generalmente mucho menos probable que la recombinacién
radiativa. El resultado es entonces que muchas veces se establece un equi-
librio de poblaciones no termodindmico, en el que la ionizacién por impacto
es balanceada por recombinacién radiativa, el denominado equilibrio corona
(por ser caracteristico de la corona solar).

Los procesos ineldsticos considerados producen entonces un cierto nivel
de poblacion de las especies del plasma. Estas especies, a su vez, interactiian
también a través de procesos eldsticos, especialmente las especies cargadas
a través de la fuerza eléctrica de largo alcance. Imaginemos un plasma en
equilibrio mecanico, en el que cada elemento fluido (macroscépico) del plasma
estd quieto y, por simplicidad, consideremos que contiene una sola especie
de iones. Tendremos una densidad volumétrica de electrones n. (x), y una
densidad n; (x) de iones de carga Ze (e es el médulo de la carga del electrén).
El equilibrio mecanico requiere que la fuerza neta sobre cada especie en el
elemento de volumen sea cero; asi, escribimos

—TVne+en.Vo = 0,
—TVn; — Zen;Vo = 0,

donde hemos aproximado la presién de cada especie por nT, la expresién de
gas ideal (con la temperatura 7" medida en unidades de energia), y supuesto
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temperatura uniforme. Por la condicién de estacionareidad el campo eléctrico
es potencial, con potencial ¢, que estard determinado por la ecuacién de
Poisson (unidades MKS)

V2¢ — _pelec’
€0

dada la densidad de carga p,;... Imaginemos que en el seno de tal plasma
existe una particula quieta de carga (), que consideramos en el origen de
coordenadas, y determinemos entonces la distribucién de equilibrio de den-
sidades y de potencial eléctrico. Las condiciones de equilibrio se integran
trivialmente dando

Ne = neoeXP(€¢/T)7 (11&)
n; = mnpexp(—Zep/T), (1.1b)

por lo que escribimos la ecuacién de Poisson como
1
Vip = - [Q0 (x) + Zenjgexp (—Zep/T) — enegexp (ed/T)] .
0

Como esperamos campo eléctrico nulo lejos del origen, tomando ¢ = 0 muy
lejos, debe ser
Z?’Lio = Neo, (12)

que es la condicién de que el plasma sean neutro lejos de la carga (). La
ecuacion obtenida para el potencial es extremadamente complicada, por lo
que la aproximaremos suponiendo que ¢ es lo suficientemente pequeno para
aproximar las exponenciales a primer orden (esto no sera correcto muy cer-
ca de @), pero serd suficiente en las zonas de interés). Escribimos entonces,
usando la (1.2), y usando simetria esférica

rW( d¢)_— 9 5+ (14 76,

dr 4drregr? eol

cuya solucion es

6= e (1/Ap)

donde hemos introducido la denominada longitud de Debye

€0T

Ap = _—
b ene (1 + 72)

A = 74 x10
p[m] 8 \/ne0 1+Z)
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(1eV =1,6x1071J = 11600°K).

Vemos que el potencial de la carga es apantallado a distancias mayores que
Ap. La razon es clara de las relaciones (1.1); si Q > 0 el potencial cercano a la
carga es positivo y las (1.1) indican entonces que n. serd mayor alli que muy
lejos, mientras que n; serd menor (lo opuesto ocurre si ) < 0), manifestando
la tendencia de las cargas a acumularse cerca de la carga de signo contrario.
La presencia de un gran nimero de cargas, asi como la agitacién térmica
microscépica impiden el aglutinamiento excesivo y determina una distancia
caracteristica de apantallamiento finita.

Lo dicho para la carga () vale para cualquiera de las particulas cargadas
del plasma; cada electrén o i6n siente el campo individual de las particulas
que estdn dentro de un esfera de radio ~ A\p alrededor de él. El campo de
cada particula fuera de esta esfera de Debye es fuertemente apantallado y el
electrén o i6n sélo percibe el campo macroscépico (o colectivo) generado por
todas las particulas fuera de su esfera de Debye.

El nimero de particulas dentro de la esfera de Debye es

47 1
Np =~ ?neo <1 + E) )\?fj

1,7 x 10*2 T3 [eV]
Z neo [m=3] (1 4+ Z)’
que normalmente es un nimero muy grande; aun en plasmas relativamente
frios, de unos pocos eV, con densidades caracteristicas de 102°m =3, tenemos
Np Z 100. De hecho, la condicién Np > 1 es la que caracteriza cuantitativa-
mente a un plasma, porque le otorga su dindmica particular al tener un gran
nimero de particulas interactuando simultdneamente a través de la fuerza
eléctrica. El denominado pardmetro de plasma es la inversa de Np

g=Np' < 1.

Notemos el hecho importante que, al haber una separacién media entre
particulas dada por (no hacemos distincién entre especies)

~ . —1/3
dNn /7

la energfa media de interaccién por particula es
2 2,1/3
e en
Uymw 0
47T€0d 41 €0
que si la comparamos con la energfa cinética media (W) que, por equiparti-
cion, es del orden de T', tenemos
<W> _ 47T60T
(Uy = el

legj/3>>1.
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Al ser la energia de interaccién media mucho menor que la energia cinética, es
una muy buena aproximacién considerar al plasma como un gas ideal desde
el punto de vista termodindmico, como hicimos maés arriba.

1.3. Logaritmo de Coulomb

El hecho que cada particula interactiia simultdaneamente con ~ Np particu-
las a través de la fuerza de Coulomb genera desviaciones de su trayectoria
que se consideran como colisiones. Estimemos primero cuén cerca debe pasar
una particula de otra para sufrir una desviacién apreciable. Esto requiere que
llegue a distancias b, en las que la energia de interaccién es comparable a la
cinética; como ya vimos, podemos escribir

e? e?

¢ 47T€(]T.

~

- 47T€0bc

Notemos primero que, como es natural de la discusién anterior, esta distancia
es mucho menor que la separacién media entre particulas

bc e2n1/3

~
~

~ N-2? « 1.
d  AdmeyT p <

Designemos a este tipo de colisién binaria colisién de Coulomb. La seccién
eficaz correspondiente es
) et 6,5x 10726
o.~mh. ~ ~

16me3T? T2[keV|

En términos de la seccion eficaz y de la densidad de particulas blanco podemos
definir un camino libre medio entre colisiones de Coulomb

1 16721
no. net

Ae =

que, comparado con la longitud de Debye, es

Ae  16medT? |en
— = ~ N 1. 1.3
AD ne eoT D> (13)

El punto importante es ver ahora qué sucede con las interacciones Coulom-
bianas débiles (con pardmetros de impacto grandes) que sufre la particula al
interactuar con las &~ Np particulas dentro de su esfera de Debye. Para esto
estimemos el dngulo que se desvia una particula al pasar a una distancia b de




CAPITULO 1. INTRODUCCION 10

otra. El cambio de velocidad perpendicular al movimiento original serd del
orden de la aceleracién, debida a la interaccién, por el tiempo de duracién
de la misma

1 €2 1 e b

Au, ~ — N — -,
m 4megb? m 4mwegh? u

por lo que el dngulo de desviacién serd

Au | e? bo
00 ~ ~ = — 1.4
u dregbmu? b’ (1.4)

donde hemos introducido una constante similar a b,

62

bo = dregmu®’ (1.5)
El 60 estimado corresponde a la desviacién por interaccién con una sola
particula, si superponemos las desviaciones simultdneas al interactuar con las
~ Np particulas dentro de la esfera de Debye, el valor medio (§6) se anulara
por ser las desviaciones equiprobables en cualquier direccién; sin embargo, la
desviacién cuadratica media no es nula, sino del orden

((60)?) ~ / e (60)% 2xnbdb L

bml’n

donde 2mnbdb L es el nimero de particulas blanco que encuentra la particula
a una distancia b cuando recorre una dada longitud L. Usando (1.4) tenemos
inmediatamente

((60)*) =~ 27nb? In (bm) L.

bml’n
Como la interaccion estd apantallada a distancias mayores que Ap tomamos
bmax =~ Ap, mientras que, como consideramos desviaciones pequenas, debe
ser bnm > b.; debido a la insensibilidad de la funcién logaritmo, el valor no es
muy sensible a los valores precisos por lo que tomamos by, ~ b.. Con esto,
la desviacion cuadrética media de la particula al recorrer una distancia L es

((60)%) ~ 27nb3In A L,

donde hemos introducido el simbolo usual

cuyo logaritmo es denominado logaritmo de Coulomb.
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Vemos entonces que la particula se desvia apreciablemente, <((59)2> ~ 1,
luego de recorrer una distancia

1

DY ——
= omnbIn A

por lo que A es el camino libre medio para desviaciones perpendiculares
por interacciones simultdneas de baja desviacién individual, pero con un
nimero grande de particulas blanco (= Np). En términos de una seccién
eficaz podemos escribir

de donde identificamos la seccién eficaz correspondiente

e
o, ~2mh2lInA~ —— _InA.
. 0 8me2 (mu?)®

Para particulas con energfas medias caracteristicas, mu? ~ T, tenemos

oA
0, ~ ———InA~oc.InA.
8medT? ‘
Obtuvimos asi el resultado importante que las numerosas colisiones de
poca desviacién son un factor In A ~ In Np més efectivas para desviar las

particulas que las pocas colisiones cercanas de Coulomb. Notemos que (us-
ando (1.3))

AL A Np
Ao AplnA  InNp
Estimemos finalmente la importancia de las colisiones de particulas car-
gadas con neutros. Para colisiones con éstos la seccién eficaz es aproximada-
mente

> 1.

o, ~ mad ~ 1070m?,

donde aq es el radio de Bohr. Si, para estar del lado seguro, usamos la menor
de las secciones eficaces para colisiones entre particulas cargadas, 0., podemos
escribir la condicién para que dominen las colisiones con particulas cargadas

CO1mMo 1 1
)\c = —< )\n - )
no. NpOp

donde n sin subindice indica la densidad de cualquiera de las especies car-
gadas, y n, la de neutros. La condicién es entonces

2
RSN (@) ~ 0,032 [eV] .

N, O b
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Por supuesto, la relaciéon n/n,, es una funciéon complicada de la temperatura y
del tipo de equilibrio que se establezca; sin embargo, la condicién se cumple
generalmente cuando la temperatura supera muy pocos eV. En el caso de
hidrégeno, ya para T ~ 1,5¢V es n/n, =~ 1, con lo que las colisiones con
neutros son despreciables (note sin embargo que en este caso un tercio de las
particulas del plasma corresponde a neutros). Como regla, las colisiones con
neutros son dominantes por debajo del eV, y totalmente despreciables para
unos cuantos eV. En el rango intermedio, que corresponde, por ejemplo, a
los arcos de alta presién, ambos tipos de colisiones deben considerarse.

1.4. Frecuencia de Plasma

Consideremos ahora un modelo simple de plasma constituido por iones y
electrones "frios" (sin presion). Las ecuaciones de conservacién de particulas
y de movimiento de cada especie a (« = i, e, designa iones o electrones,
respectivamente) se escribirdn como

ong
¥ + V- (nave) = 0,
8Va do

) - 1R
5 + (Vo - V) vq .

donde el campo eléctrico E satisface la ecuacién de Gauss
50V ‘E = Nn;q; + NeQe,

con n, la densidad numérica de la especie dada. Si consideramos apartamien-
tos pequenos 0v,, 0n, y 0E de un estado base con campo eléctrico y veloci-
dades nulos, y densidades uniformes que cumplen neutralidad: n;oq; +neoge =
0, la linealizacién de las ecuaciones anteriores resulta en

don,
T +neoV-ov, = 0,
DOV, o
= —0E
ot Mo

80v -0E = (571,’%’ + 5neqe.

Tomado la divergencia de la ecuacién intermedia y usando las otras dos
para reemplazar las divergencias de dv,, y de JE, se tiene

Do la0d (0m:q; + oneqe)

ot? EoMa
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que al multiplicar por ¢, y sumar para ambas especies resulta en

0? n-oq2 n0q2
— (0nig; 4+ 0neqe) = — | —— + —= | (0niq; + oneqe) ,
at2(nq—|— Nede) <50mi+6ome (0niq; + 0neqe)

que corresponde a oscilaciones arménicas de dn;q; + on.q. con frecuencia
angular dada por
2 2 2
2 Tioq; | TMe0qe  The0Ye

wy, = + ~ : (1.6)
EoMny; EoMMe E0Me

que se denomina frecuencia de plasma. Como es claro de la deduccién, estas
oscilaciones localizadas (no propagantes) de las densidades se deben a que
una perturbacién de las mismas genera fuerzas eléctricas que son restitutivas,
a la vez que la inercia sostiene la oscilacién.

1.5. Reactores de fusion

La idea de lograr reacciones de fusién nuclear controlada motivé el gran
desarrollo de la fisica del plasma a partir de la segunda mitad de los anos
1950. De las posibles reacciones de fusién, la mas promisoria es la de un
nicleo de deuterio (deuterén) y uno de tritio, que da lugar a una particula
alfa y a un neutrén

D+ T — He* (3,5 MeV) +n (14,1 MeV).

Debido a la repulsiéon coulombiana entre los niicleos esta reaccion tiene una
seccién eficaz despreciable a bajas energfas. El maximo (unos 8,0 x 10728
m?) corresponde a energias del deuterén de alrededor de 100 keV'. Reacciones
alternativas como

D+D — T+ H+4,03MeV,
D+ He* — He'+ H+18,3MeV,

tienen secciones eficaces del orden de 4,0 x 1073 a energias equivalentes.

Notemos que la fusién de 1 kg de D — T entrega una energia de 10% kWh
(La produccién anual de energfa eléctrica de Argentina es de unos 8,3 x 101°
EWh). Si bien el tritio es practicamente inexistente en forma natural, puede
ser generado a partir del litio, por la reaccién

Li®+n— T+ He*+4,8MeV,

usando los mismos neutrones de la reaccion de fusion.
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Las reservas mundiales de deuterio son enormes, y alcanzarfan para sosten-
er el consumo mundial actual de energia por miles de millones de anos. Te-
niendo en cuenta las reservas naturales de litio, s6lo en tierra firme, seria
posible sostener el consumo actual por unos 30,000 anos. Si se incluyen las
reservas marinas el limite se incrementa a unos 30 millones de anos.

Para lograr un nimero de reacciones sustancial se requiere entonces hacer
colisionar los nicleos con energfas considerables, del orden de los 100 keV/,
durante un tiempo suficiente para tener un niimero apreciable de reacciones.
Si se dirige un haz de deuterones con estas energfas de 100 kel sobre un
blanco de tritio sélido, los deuterones pierden energia muy rdpidamente. Si
se lanzan dos haces interpenetrantes las densidades posibles son demasiado
bajas para tener un nimero suficiente de reacciones.

El método mds promisorio es entonces contener durante un tiempo pro-
longado un plasma de D—T a temperaturas suficientes para que las particulas
de mas alta energia (las de la cola de la distribucién) logren fusionarse en
cantidades apreciables.

Desde ya, calentar y contener al plasma requiere entrega de energfa, por
lo que el interés es alcanzar un estado en el que la energia entregada por
las reacciones de fusién alcance a sostener esta configuracién. En cualquier
sistema de confinamiento concebible los neutrones escapan del plasma (si
bien su energia se entrega fuera del plasma y es aprovechada finalmente).
Las particulas alfa, sin embargo, depositan su energia muy eficazmente en el
plasma. Podemos entonces estimar la energfa, por unidad de volumen y de
tiempo, que entregan las particulas alfa como

P, = an (ov) E,,
4
donde suponemos un plasma con 50 % D y 50 % T', por lo que np = nyp = n/2,
E,=3,5MeV,y (ov) es es el producto de la seccién eficaz por la velocidad
relativa, promediado sobre la distribucién de energias, denominado tasa de
la reaccion.

Por otro lado, debido a las pérdidas de energia del plasma, éste se enfriaria
en un tiempo caracteristico 7g si no se le entregara energfa, por lo que, dado
que la energia del plasma (por unidad de volumen) es 3nT’, podemos escribir
las potencia perdida por unidad de volumen como

3nT
Pp: T_
E

Existen entonces estados en los que la temperatura del plasma puede
ser sostenida en contra de las pérdidas por la energia de las particulas alfa
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mismas. La condicién para que esto suceda es P, > P, o sea,

12T

EDYR (1.7)

nrg >

Usando la expresién de (ov) en funcién de la temperatura, el lado derecho
de esta expresion tiene un minimo en aproximadamente 7" = 30 keV', que da
la condicién para autosostenimeinto del plasma

ntg > 1,5 x 102°m3s,

similar al denominado criterio de Lawson (éste es algo menos restrictivo, con
un limite de 0, 6 x 10**m=3s, y el tiempo caracteristico es el de confinamiento
y no el de pérdida de energia).

En la prictica 75 también es funcién de la temperatura, por lo que la
condicién de T' ~ 30 kel no es muy conveniente, y deben considerarse tem-
peraturas algo menores. Dado que en el rango de 10 — 20 keV el (ov) se
puede aproximar por {(ov) = 1,1 x 1072472 [keV] m3s~1, podemos escribir la
condicién (1.7) como

nTTr > 3 x 102m3keV s.

Los valores alcanzados de nT'7z han ido aumentando desde ~ 10 en
los afios 1960 hasta ~ 102! en la actualidad. Estos altos valores son muy
dificiles (y costosos) de producir, por lo que los esfuerzos actuales hacia la
fusién nuclear controlada para generar energfa 1til sélo son posibles a través
de grandes experimentos multinacionales.

Dada la alta temperatura del plasma el confinamiento no es posible con
paredes materiales, por lo que se aprovecha la conductividad eléctrica del
plasma para contenerlo con campos magnéticos. Un medio conductor no es
libre de moverse a través de lineas de campo magnético, ya que al hacerlo
induce corrientes que se oponen a este movimiento, por lo que el plasma
tiende a fluir méds bien a lo largo de las lineas.

Varios tipos de confinamiento magnético se estudian en la actualidad, en
configuraciones de lineas abiertas (espejos magnéticos) o cerradas (toroides)
generadas con distribuciones de bobinas externas al plasma.

En las configuraciones abiertas se incrementa la intensidad del campo en
los extremos para minimizar las pérdidas (lo veremos més adelante). Las con-
figuraciones cerradas requieren ademés que las lineas de campo no sean sim-
plemente toroidales (esto no alcanza para confinar), sino que tengan ademas
una torsion. La torsién del campo se logra con bobinas externas (stellarators),
o con corrientes producidas en el mismo plasma (tokamaks).
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Existen también configuraciones llamadas pinch, en las que el campo mag-
nético es generado integramente por corrientes circulando en el plasma.

Finalmente, se consideran también confinamientos puramente inerciales,
sin campos magnéticos, en los que el plasma es comprimido radialmente y
las condiciones de fusién se logran durante esta aceleraciéon centripeta, la
inercia es entonces la que se opone a la disgregacién del plasma. Esta rédpida
compresién se logra dirigiendo haces concéntricos de luz ldser muy intensa,

o de particulas energéticas, sobre pequenos blancos esféricos que contienen
D-T.



Capitulo 2

Movimiento en campos
magnéticos

Muchos de los plasmas naturales y de laboratorio interactian con campos
magnéticos impuestos exteriormente. Cuando las fuerzas magnéticas resul-
tantes sobre las particulas del plasma son apreciables, comparadas con las
fuerzas entre particulas mismas, la dindmica del plasma en su conjunto es
fuertemente determinada por el campo magnético impuesto. Esta dindmica
es en general muy compleja y una primera aproximacién es considerar la
dindmica de particulas individuales (sin interaccién con otras del plasma) en
estos campos.

Consideremos primero el movimiento en un campo magnético uniforme,
B = Be,, sin campo eléctico, E = 0. La ecuacién de movimiento

mocll—l; = qu x B, (2.1)

se escribe en componentes cartesianas

du,
m 7 = quy_B7 (22&)
du,
o
du,
= 0. 2.2
mdt (2.2¢)

Tenemos entonces que u, = cte y, definiendo (i es la unidad imaginaria)

= —qu,B, (2.2b)

U= u, +iuy,

al multiplicar la segunda ecuacién (2.2) por i y sumar las dos primeras es

aU
= = —igBU
mdt qbu,

17
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cuya solucion es
U= er—ith/m'

Si elegimos el instante inicial para que la velocidad incial tenga sélo compo-
nente y, es Uy = iu,0, y tenemos entonces la solucién

B B
Uy = Uysin (%t) = T =1 — u;oBm cos (q—t) : (2.3a)

m

B B
Uy = UyoCOS <%t> — T =1y + u;(j)gm sin <%t> , (2.3b)
Uy, = Uy = 2 = 2y + Usol. (2.3¢)

Vemos entonces que la trayectoria es una hélice con eje en la direcciéon
z (paralela al campo magnético) centrada en (zg, o), de radio (denominado

radio de Larmor)
uyrm

el B
donde u,; representa la magnitud de la velocidad perpendicular al campo

magnético (uy = /u2 + u2). La frecuencia angular del movimiento (definida
positiva)

rL

_ldB

We = —,
m

es denominada frecuencia angular de ciclotrén. Si uno observa el movimien-
to enfrentando al campo magnético, las particulas positivas describen giros
horarios con frecuencia w,. y las negativas anti-horario, a la vez que avanzan
con velocidad uniforme u,y a lo largo del campo magnético. Notemos que
el campo magnético generado por el movimiento de la particula se opone al
campo magnético original. En este sentido el movimiento es diamagnético.

2.1. Deriva generada por fuerza aplicada

Si ademads de la fuerza magnética actia otra fuerza F tenemos

d
md—ltl:F—i—quxB,

que, al transformar a un sistema de referencia inercial S’ que se mueve con
velocidad constante V p, se convierte en
du’

m%:F+q(ul—l—VD) XB,
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donde hemos despreciado los cambios de orden (Vp/c)® que sufre el campo
magnético al cambiar el sistema de referencia (c es la velocidad de la luz en
el vacio), y u' = u— Vp es la velocidad de la particula en S’. Vemos entonces
que si elegimos V para que

F+¢VpxB=0, (2.4)

la ecuacién de movimiento en S’ corresponde a la (2.1) y tenemos entonces
en S’ la trayectoria en hélice descripta arriba. Para resolver la (2.4) usamos
que, para un vector arbitrario A, es

(AxB)xB=-B*A,,

con A | la componente perpendicular a B. Al post-multiplicar vectorialmente
por B la (2.4) obtenemos asf

FxB
qB? -

A\Y DL = (25)
La trayectoria en el sistema original es entonces una hélice cuyo eje (o centro
de giro o centro guia) se mueve con una velocidad de deriva V p perpendicular
a B.

En el caso més general la velocidad de deriva Vp no es constante, por lo
que el sistema S’ no es inercial. En este caso, la ecuacién de movimiento en
S" debe incluir la fuerza de inercia —mdV p/dt, por lo que la condicién (2.4)

se sustituye por

dV

Procediendo como antes tenemos para la componente perpendicular a B

1 av
VDL:— (F_md—tD) XB,

mientras que proyectando (2.6) a lo largo de B tenemos para la componente

paralela de Vp

dt

Vemos asi, por ejemplo, que si la fuerza es debida a un campo eléctri-

co uniforme y constante perpendicular a B, los centros gufa de todas las
particulas cargadas se mueven con la velocidad

ExB
p— B2 5

m :F”.

Vg

independientemente de su carga.
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2.2. Derivas en campo magnéticos constantes
suavemente variables en el espacio.

2.2.1. i) B paralelo a e, con variacién perpendicular

La ecuacién general de movimiento perpendicular al campo se escribe

dUJ_

m? = qu, xXB
0B OB
= quLX[B0+($—$0)%0+(y—yo)a_yo}
0B
= quLXBO"‘quLOX{(x—ﬂﬂo)%o—l-(y—yo)a—yola

donde hemos tomado el eje de la hélice en (zg,yo), donde el campo vale By,
y supuesto las variaciones de B muy suaves, en el sentido que las longitudes
caracterfsticas de su variaciéon son muy grandes comparadas con el radio de
Larmor de la particula considerada. u, corresponde al movimiento imper-
turbado por la variacién del campo Asi, usando las (2.3) que reescribimos
como

Upy = %T‘Lwc sin (wet) = x = x9 — ﬁTL cos (wet) , (2.7a)

Uyo = TLWeCoS (wet) =y = Yo + rpsin (w.t), (2.7b)

vemos que a la fuerza qu; x By, se adiciona una perpencicular a By que
contiene términos oscilantes con la frecuencia de ciclotrén (de su primera
armonica, para ser precisos). Nos interesa sin embargo el efecto de esta fuerza
en tiempos largos comparados con el periodo de ciclotrén T, = 27 /w,., por lo
que tomamos el promedio temporal en un periodo

1 t+T,
R = ... dt.
(h=7 /

Esto es sencillo con las (2.7) (recordemos ademds que B = B (x,y)e,) con el

resultado
0B 0B
e A Rk ARk 7}
_ 1 9 0B 0B 1 5
- 75 lq| riwe (%em + 8_yey> -3 || 1wV 1L B.

De (2.5) esta fuerza genera una deriva

VLBXB

Vgrad = _WJ_ qB3 )

(2.8)
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donde hemos definido la energia cinética correspondiente al movimiento per-

pendicular

1 1
W, = émr%wc = émui

2.2.2. ii) B de mdédulo constante con ligera curvatura

Consideremos ahora que las lineas de campo magnético no son estricta-
mente rectas, sino que tienen una ligera curvatura. Para esto tomemos las
lineas de campo en el plano (z, z), y analicemos el movimiento cerca del pun-
to (xg, 20) donde el campo tiene sélo componente z y vale By. La ecuacién
de movimiento en el entorno de este punto es

0

Dado que el movimiento imperturbado por la curvatura tiene u.,o = u, = cte,
z = 29 + u,t, el segundo término de la derecha corresponde a una fuerza
que es perpendicular al campo y de valor (la componente z debida a la u
circular que aparece por el primer término tiene promedio temporal nulo)

0B,
0z

d
md—?:quxBo—{—qqu {(z—zo)

0B
2 T
FL = qu“t W Oey,
que, usando la relacién geométrica
dB,| By
2z |, R

con R, el radio de curvatura de la linea de campo en el punto en cuestion,
puede escribirse como
2 0
F, qu;t R. e,.
Podemos expresar esta relacién en forma covariante usando el vector radio
de curvatura R., que tiene la direccién del radio de curvatura, con sentido
positivo de la zona céncava a la convexa de la curva, de la forma

R.xB
F, =qu o

con lo que podemos escribir la ecuacién de movimiento como (al orden de
aproximacién usado no distinguimos entre B y By)
du R.xB

m— = uXB+ U2t—.
a1 L >
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Como hicimos antes, podemos pasar a un sistema S’, pero ahora con una ve-
locidad dependiente del tiempo Vp (), con lo que la ecuacién de movimiento
en este sistema es (esperamos que V p sea perpendicular al campo, por lo que
u|,| = U”)
R. x B dVp
! 2 c
m— =q(u + Vp) x B+ qu;t —-m .

Q( D) qu, Rg dt
Si, por analogia con el caso de deriva constante, escribimos Vp = Vp1+V o,
con

(R. xB) x B R.
La ecuacién de movimiento de S’ se simplifica a
du’ R. A%
m—- = q(u' + Vpo) x B—i—mufﬁz —m dfz

que nos permite entonces elegir a V po constante e igual a

mu? R, x B

Va2 = R2B2

(2.10)

En el ejemplo analizado (2.9) puede escribirse en la forma sugestiva

VDl = _u%lfewa

que indica més claramente que la velocidad de deriva del centro gufa debida a
V p1 es precisamente la necesaria para seguir la curvatura de la linea de campo
(note que es independiente del valor de ¢). Por otro lado, el movimiento de
deriva debido a V py es perpendicular tanto a B como a R.. Vemos entonces
que en su movimiento a lo largo del campo magnético el centro de giro de
las particulas sigue las lineas de campo, aun en el caso de ser éstas curvas
(siempre hablamos de curvaturas suaves, r;, < R.), a la vez que deriva
perpendicularmente con velocidad dada por (2.10). Definiendo el versor b en
la direccién del campo magnético,

B
b _
B’

se puede usar la relaciéon geométrica

R.
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La ventaja de esta expresiéon es que, con la condicién que V x B = 0, lo
que requiere que no haya corrientes apreciables en la zona en cuestién, puede
deducirse la igualdad (es un ejercicio no trivial)

[(b-V)b] xB=V,B xb,
con lo que podemos escribir (2.10) en una forma muy similar a la (2.8) como

\v4 J_B x B
VD2 = chrv = _QVVHT’
donde hemos introducido la energfa cinética correspondiente al movimiento
a lo largo del campo
1
W, = §mu%

Notemos que para la deriva debida al gradiente perpendicular (2.8) su-
pusimos un campo B (z,y) e, que necesariamente tiene rotor no nulo, lo que
requiere una corriente. Si permitimos que las lineas de campo sean curvas
se puede relajar esta condicién, y tenemos ahora la contribucién de ambas
derivas, de gradiente y de curvatura, que podemos escribir para un campo sin
rotor (con corrientes despreciables) como
\v4 J_B x B
Vg = —(W_+2}) 7
R.xB

= 2 —_— .
(WJ_+ VVH) ngBQ

(2.11)

2.2.3. iii) B paralelo a e, con variacién a lo largo de 2

Dado que debe cumplirse que V -B = 0, podemos escribir en coordenadas
cilindricas 9B | 9B 19
z 6
=2 -2 (1B,),
0z r 00 ror (rB:)

por lo que al promediar a lo largo de una érbita de la particula, en su
movimiento rotatorio alrededor de las lineas de campo,

1 27
() = %/0 b,
obtenemos (0By/00) =0y

9(B) 10
5, —;E(NBM
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donde hemos usado que (B,) = 0 en r = 0 y que su valor es pequeno en
r & rp. Escribiendo (B,) = B (z) al mismo orden de aproximacién, vemos
que en su giro de ciclotrén la particula sufre un pequeno campo radial de
valor

Tr dB
B =———,
(Br) 2 dz
que produce una fuerza en la direcciéon del campo
F =qu, x (B,)e,.

Usando que

g
u; = —7—U1€y,
4]
tenemos finalmente W dB
F=--—>-"e. 2.12
B dze ( )

Vemos que esta fuerza acelera la particula, independientemente de su
carga, a lo largo de la linea de campo y hacia las zonas de menor valor de
campo magnético.

Podemos entonces escribir la ecuacién de movimiento del centro gufa en
esta configuracién de campo como

du, %_%_ W, dB

o T T 4 T B de

Por otro lado, como la fuerza magnética no ejerce trabajo, la energfa cinética
se conserva:

W =W, 4+ W, = cte,

con lo que obtenemos inmediatamente

dW - W, dB
dz B dz’
0 sea,
W,
B = cte

en el movimiento de la particula.

Estas expresiones permiten estudiar la posibilidad de confinar particulas
cargadas en los denominados espejos magnéticos (o botellas magnéticas), con
campos esencialmente axiales cuya intensidad es minima en una zona central
y crece en ambos sentidos al apartarse de ésta. La fuerza (2.12) tiende a
mantener las particulas de cualquier signo de carga en la zona de menor
campo, confindndolas asi a la zona central de la botella. Denominemos B,
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al valor minimo del campo (zona central) y B), al valor méximo (cuellos de
la botella). Una particula que en la zona con By tenga valores de energias
cinéticas W,o y W, tendrd entonces valores W,,; y Wi en la zona con
campo B); dados por las relaciones

Wi _ Wi
By By’
Wi +Winv = Wi+ Wiy,

de donde obtenemos

=14+ 1 2M

Wim Wio By
VVHO VVHU BO ‘

Si la particula llega a la zona del cuello con valor finito (por supuesto positivo)
de W, s seguird su viaje a partir de este punto y escapara por lo tanto de la
botella magnética. La condicién de pérdida de particula es entonces

W B
14— (1— M)>o,

VVHO BO

o sea,
W By _y,
Wio By

En término de las velocidades esto se translada a
o o [Bv
Ulo By

que puede escribirse en terminos del dngulo o entre el vector velocidad y el
campo magnético como

1
/Bu/Bo—1

Asi, particulas que en la zona central tengan velocidades orientadas con an-
gulos menores que «q escapardan de la botella; se dice que estdn dentro del
cono de pérdida de la misma (en el espacio de velocidades).

tan ag <

2.3. Invariantes adiabaticos

Al fin de la seccién anterior dedujimos la constancia de W, /B durante el
movimiento de la particula en un campo de intensidad suavemente variable.
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Notemos que, con notacién evidente,

Wo  omui mriw? gl 2w,
B 2B 2B 2

donde g es el momento magnético de la carga en su giro de ciclotrén. La
constancia de p es un caso particular de invariante adiabdtico estudiado en
Mecénica. Sabemos que cuando pueden definirse variables de accién

1
Ji = % fpidqi

en los movimientos periédicos de la coordenada generalizada ¢;, con momen-
to conjugado p;, estas variables son constantes ante cambios lentos de los
pardmetros del sistema considerado. Se entiende por lentos comparados con
los perfodos T; del movimiento de las ¢; y, més precisamente, se deduce que
si los pardmetros varfan con un tiempo caracteristico 7}, la variacién relativa
de los J; es de orden exp (—7},/T;). El movimiento de una particula carga-
da en un campo magnético es un ejemplo cldsico en el que los invariantes

adiabéaticos son .
le—%muLwll,
21

que corresponde a p (= Jp |q| /2m),
1
Jy = —}{mu - dl,
2m

1
ng—meDdl
2m

Para que esté definido J; el movimiento a lo largo de las lineas de campo
debe ser periédico, mientras que para J3 el movimiento debido a la deriva
debe ser periddico. Este tltimo es en sf muy lento en general, por lo que para
que este invariante sea 1til los pardmetros deben variar muy lentamente, lo
que puede no suceder en la préctica.

En un espejo magnético las particulas efectivamente atrapadas se mueven
a lo largo de las lineas de campo entre dos puntos de retorno, en los que
W, se anula. La invarianza de J, ante cambios lentos (comparados con este
movimiento) de los pardmetros del sistema asegura, por ejemplo, que si la
zona de campo magnético intenso se desplaza lentamente, J, permanecers
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constante. Sabemos ademds que p es constante, por lo que podemos escribir,
de (2.13)
%4 1 = ILLB y

por lo que podemos expresar la energfa cinética como
2

mu
W = = ~ + uB,

de donde, sabiendo que p es constante

2
U, = _(W_/JJB)u
m

los puntos de retorno corrresponden a B = W/u. Llamando z; y 22 a estos

puntos es
m [* |2
Jzz—/ \| — (W — uB)dz.
T Jy m

Supongamos que practicamente en toda la regiéon del movimiento el cam-
po vale By, y sélo en regiones muy pequenas, cercanas a zj 2, toma valores
mayores. Con esto

m |2
JQ >~ —\/— (W — /LBU)L,
™ m

con L. = z, — z;. Consideremos ahora que L varfa lentamente en el tiempo,
por lo que también variard WW. Sabiendo que tanto u como J; se conservan,
de dJy/dt = 0 obtenemos

dw dL
L— = -=2(W — uBy) —
dt ( 1% 0) dt )
que podemos integrar para obtener
Lo\’
W = uBy + (Wo - MBO) f )

que nos dice que la energfa de la particula se incrementa relativamente rapido
con la disminucién de L. Este es un posible mecanismo de generacién de rayos
cosmicos de alta energfa, propuesto originalmente por Fermi.

2.4. Variaciones temporales lentas de E y B

Supongamos que la intensidad del campo magnético varfa lentamente
comparada con el perfodo de ciclotrén de las particulas consideradas. Sabe-
mos por la ley de Faraday que al variar B se genera un campo eléctrico

OB
VxE=_-22
% ot
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Este campo eléctrico ejerce un trabajo I sobre una particula en movimiento,
cuya variacién temporal vale

aw

— =¢E-u,

at 1
por lo que la energia del movimiento perpendicular de la particula tiene
una tasa de variacién promedio, en un giro de ciclotrén, de valor (para una

particula de carga positiva)

I
diW.) _ —/ qE-uLdt:—ij{E-dl
0 TC

dt T,

q qg ,0B 0B

= —— [ VXE-dS==nr;— = p—.

T, / 7." Vo ~ Mo
Para una carga negativa obtenemos el mismo valor, ya que cambian si-
multdneamente el signo de ¢ y el del sentido de giro. Vemos entonces que la
energfa de las particulas aumenta al aumentar lentamente (adiabdticamente)
la intensidad del campo magnético. Notemos ademés que, como W, = ubB,
tenemos que sigue siendo dyu/dt = 0 como corresponde a un invariante adia-
bético.

Para el caso en que el campo eléctrico varfa lentamente, de la ecuacién

de movimiento p
u
m = qE (t) + qu x B,

como hicimos en el caso de campos magnéticos con curvatura podemos pasar
a un sistema de referencia acelerado en el que

du’ dV
md—lz =qE (t) + qu' x B4+ ¢Vp x B—mWD,
haciendo Vp = Vp; + Vs, con
E(t) xB
VD]. - (;2 ?
tenemos
du’ OE/0t x B dV
ml:qu’xB+qVD2xB_m#_ Dz,

m
dt B2 dt ’

si la variaciéon de E es muy lenta, de manera que podamos despreciar su

derivada segunda, podemos tomar a V py, como practicamente constante de

valor

OE oE
VD2EVp:_m ( ” -

AN 0B ot

que se denomina deriva de polarizacion, ya que da lugar a una polarizaciéon
del medio andloga a la producida en un medio dieléctrico (ver fin de la seccién
siguiente).

B)XB:
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2.5. Corrientes de deriva

Para calcular la corriente eléctrica debida a las derivas vistas arriba debe-
mos considerar al conjunto de particulas del plasma. Como las velocidades
de deriva dependen en general de la velocidad microscépica de las particulas,
al calcular la corriente debemos considerar el niimero de particulas en cada
intervalo de velocidades y sumar apropiadamente. Esto se hace a través de
la funcién de distribucién de cada especie: f. (x,u), f; (x,u), que expresa
el nimero de particulas de la especie dada, por unidad de volumen y en el
entorno de velocidad u, de la forma

dne; = fei(x,1) du,

con (la integral extendida a todas las velocidades)

Nei = /fez (x,u) d>u
Debemos escribir entonces
ip = Ze / £ (1) Vs (u) dPu — e / £ (x,0) Vp, () d*u.

En el caso de deriva eléctrica las derivas no dependen de la velocidad de las
particulas, por lo que tenemos

ExB

jg = (Zen; — en,) —gz

que en condiciones de neutralidad local (Zn; = n.) es nula.
Si consideramos en forma conjunta las derivas de gradiente y de curvatura
(en el caso de corrientes despreciables, V x B = 0; ecuacién (2.11))

VLBXB

Vg=-— 2
B (WL-F VVH) qu ,

usando que, para cada especie, para una funcién genérica G (u)

/f(x,u>G<u>d3u=n<G>,

tenemos

VLBXB

i ==l (Wis +2Wi) +ne (Wer +2We)] —5
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Finalmente, de la condicién de equiparticiéon en equilibrio termodindmico,
para cada especie es (el movimiento paralelo tiene un grado de libertad y el

perpendicular dos)

(W) = %T7 (Wp) =Ty,

con las correspondientes presiones
b= nfu bl = ’IITJ_,

10 que resulta en (pu = De + DPiny PL = Pel + Pil, YP =D + pJ_)

p
R2B?

jB:_%VLBXB: R. x B.

Finalmente, para la deriva de polarizacién, como ésta no depende de la
velocidad de las particulas tenemos sencillamente (p es la densidad de masa
del plasma)

i = ( N ) 1 0E p OE
= \NeMe T NiMy ) 5573, = 5o Ay -
I B2 ot B2 ot
Con esta expresiéon podemos escribir la ley de Ampeére como
. . OE
VxB = pg§eut +Jp) + Hofo o
= et -+ poco (1 4+ -2 OB, + 1 OE,

que nos indica que el plasma tiene una permitividad eléctrica anisétropa,
distinta en las direcciones paralela y perpendicular al campo magnético

& = E&o
p
= 1 .
gL €0 < + 6032)

Tengamos en cuenta que esta expresion es valida para variaciones temporales
lentas de E comparadas con los periodos de ciclotrén de las particulas.




Capitulo 3

Plasma como fluido

3.1. Descripcion cinética

La dindmica del plasma es extremadamente rica y estd lejos de ser com-
prendida actualmente en muchos de sus aspectos importantes. Para entender
algunas de sus caracteristicas es ttil la descripcién del plasma como un fluido,
en la que se consideran algunos aspectos macroscépicos solamente, como den-
sidades y velocidades medias de las particulas, sin tener en cuenta de manera
detallada la distribucién de velocidades microscépicas. La consideracién de
estas ultimas da lugar a la llamada descripcion cinética, en términos de las
funciones de distribucién f, (x,v) introducidas al fin del capitulo anterior,
donde o designa una especie genérica.

Comencemos considerando la ecuacién cinética de cada especie. La con-
servacién del nimero de particulas (suponiendo que no hay procesos de ion-
izacién y recombinacién que cambien dicho nimero) nos dice que el nimero
de particulas en un volumen AV en el entorno de un punto espacial x, con
velocidades dentro de un volumen AV, en el entorno del valor v, sélo puede
cambiar porque nuevas particulas con velocidad v ingresan a AV mientras
que otras que estaban originalmente escapan, a la vez que particulas con
una velocidad ligeramente distinta a v son aceleradas dentro de AV,, mien-
tras otras originalmente con v son aceleradas a velocidades distintas. Esto se
expresa formalmente como

% — of, F 0Of,

ot ox m, Ov
De la descripcién hecha en la Introduccién, las fuerzas que actian sobre ca-
da particula pueden descomponerse en aquellas consideradas como colisiones

(interacciones con las particulas dentro de la esfera de Debye), y las debidas
a las particulas externas a la esfera de Debye, cuyo efecto es colectivo ya que

31
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individualmente son fuertemente apantalladas. Este efecto colectivo se man-
isfiesta a través de los campos electromagnéticos que generan y que podemos
determinar a través de las ecuaciones de Maxwell escritas como (g, es la
carga de la especie «)

V- -E = ! an/fad?’v, (3.1a)

0%
0B
V-B = 0, (3.1¢)
1 OE
B = o4+ = —. 1
V x MOan/Vfadv+c2 5 (3.1d)

La fuerza no colisional se escribe entonces
F..=q¢ (E+vxB).

Las fuerzas colisionales las designamos simplemente por F,. y escribimos
su efecto sobre f, como
_Fe Ofa _ (0fa) .
me, Ov  \ ot ).’

dejamos por ahora la consideracién detallada de este término y escribimos la
ecuacion cinética como
dfa fa | 4 Ofa

. (0fa
W+V'a_x+m_a<E+VXB)'E_(W>w,' (32)

3.2. Descripcién de fluido

3.2.1. Fluidos miiltiples

Notemos dos puntos de importancia, primero la complejidad del sistema
no lineal de ecuaciones (3.1) y (3.2); aun en el caso de usar expresiones
sencillas para el término colisional. Segundo, las ecuaciones de Maxwell s6lo
requieren conocer la densidad de particulas y la velocidad media

Ng = /fadSU,

1
u, = —/Vfad37j,
nOL
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que son precisamente las que se obtienen en una descripcién de fluido. Con-
sideremos entonces esta descripcién tomando momentos de la ecuacién (3.2).
Primero la integramos sobre todo el espacio de velocidades, teniendo en cuen-
ta que las colisiones no cambian el niimero de particulas dentro de un volumen

espacial, por lo que
/ % d®v = 0.
at col

Resulta entonces la ecuacién de continuidad, suponiendo ademés que f, — 0
suficientemente rapido cuando |v| — oo,

ong 0

ot ox (nata) (3:3)

Para obtener una ecuacién para u, multiplicamos (3.2) por v e inte-

gramos sobre todo el espacio de velocidades. Debemos tener en cuenta que
el término colisional contiene interacciones de la especie a con todas las es-
pecies, incluida ella misma. Por conservacién de la cantidad de movimiento
colisiones con la misma especie no cambian la cantidad de movimiento total
de dicha especie; es decir

(o)
/ (%) mavdiv =0,
at col

donde el supraindice indica con qué especie es la colisién considerada. Por
otro lado, hay un intercambio de cantidad de movimiento en colisiones entre
especies distintas, que denotamos de la siguiente manera

(8)
/ <%) Mavd®u = mang (U — W) Vag,

col

donde v, denota una frecuencia de colisién de la especie o con la 3. Notemos
el punto evidente que la cantidad de movimiento cedida por la especie « a la
[, instante a instante, es igual a menos la cedida por la 8 a la «, por lo que
debe ser
Mol (Ug = Ua) Vag = —mgng (U — Ug) Vsa,
o sea,
MaNaVas = MENEY 0. (3.4)

Notemos ademds que al multiplicar por v e integrar, el segundo término

de (3.2) se escribe
/(V'a_x)Vd“_a_x'/f“Wd”’
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que, escribiendo
vV =u, + 0V,

se reescribe

Ofa 3 0 0
J (v 52 ) vato = oL o) + - a tovivh,),

donde hemos denotado el promedio sobre velocidades

Na (OVOV),, = /fa5v5vd3v.

Obtenemos as{

9, 0
5 (nauy) + o 4 (Waug + (6VOV),)]
Qo B B
— (E+u, xB) =) ng (15— ) vag.
BFa
Usando (3.3) podemos escribir esta ecuacién como
du, 0 1 0

Ja
2 (E+u, xB E — U, Vas.
+ma( +u )+B¢a(uﬂ U,) Vag

Para obtener ecuaciones cerradas se necesita determinar los (dvov), y
los v,p. Estos tltimos requieren una expresién del término colisional, que
estudiaremos méds adelante. En cuanto a (6vov),, en condiciones cercanas al
equilibrio termodindmico, para el caso de distribucién isétropa de velocidades
microscépicas, tenemos

1 T,

(0vov), = 3 <|6v\2>a I= m—O;I, (3.5)
donde I es la matriz indentidad, y hemos usado equiparticiéon en cada grado
de libertad, suponiendo ademads una temperatura propia de la especie a.

Por otro lado, en presencia de un campo magnético intenso la distribucién
de velocidades tiende a ser anisétropa, con velocidades distintas a lo largo del
campo y perpendicular a él. Usando el versor b = B/B podemos expresar
esto como (verifique la expresién contrayendo apropiadamente con b)

R R <<|5U,I|2>a - <|5VL|2>Q) bb

Tia, 1
= T4+ (T, — T..)bb. (3.6)

Mmq Mq
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La (3.5) es vdlida en plasmas en los que las colisiones son muy efecti-
vas para isotropizar la distribucién de velocidades contra la tendencia a la
anisotropia determinada por el campo magnético. Cuantitativamente podemos
asegurar esto si la frecuencia de colisiones es mucho mayor que la frecuen-
cia de ciclotrén (4 soVap > wea); se dice entonces que la especie o no
estd magnetizada. Para el caso de especie magnetizada (D o Vap <K Wea) la
(3.6) es la expresiéon mds apropiada. Note que la (3.6) se reduce a la (3.5) si
To=T,="T,.

Recordemos finalmente que la energia de interaccién media de las particu-
las del plasma es mucho menor que su energia cinética media, por lo que la
aproximacién de gas ideal es un excelente modelo, con lo que podemos escribir

DPia = nafwaa Pla = naTLa;

la ecuacién de movimiento se escribe entonces (para el caso mds general
anisétropo)

du 1 0
@ — _— . I —
mey di ~ Ox [pJ_a + (pua pJ_Oé) bb]
+q¢o (E4+u, x B) + E Ma (U — ) Vag-, (3.7)

B

donde hemos introducido la derivada convectiva o material

du, Ou, < 0 )
= +luy - =— | U,

dt ot ox

Supuesto un modelo para el término colisional, todavia se necesita una
relacion que determine la presion (o la temperatura) en términos de la densi-
dad n,. La técnica mas completa corresponde a tomar un momento adicional
a la ecuacién cinética, que proporcione ecuaciones para (6vév), . El formal-
ismo se complica mucho porque aparecen nuevas magnitudes que requieren
modelado, cuyo tratamiento mads satsifactorio es a través de soluciones per-
turbativas de la ecuacion cinética (alrededor de funciones de distribucién de
equilibrio termodindmico local, tipicamente maxwellianas con temperatura
anisétropa). En la practica se obtienen descripciones muy buenas suponiendo
una relacién barotrépica de la forma (para cada especie)

- —
pn, " =cte, pin, '+ = cte.

Si la evolucién es adiabédtica, sabemos que para un gas ideal con N grados
de libertad es v = (2+ N) /N. En tal caso, como el movimiento paralelo
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al campo tiene N = 1, obtenemos 7, = 3, mientras como el movimiento
perpendicular tiene N = 2, obtenemos v, = 2. Para evoluciones isotérmicas
es en cambio, 7, =7, = 1.

El sistema asi cerrado es denominado de varios fluidos (una ecuacién de
fluido para cada especie).

3.2.2. Aproximaciéon de dos fluidos

Una aproximacion adicional es considerar a todas las posibles especies
de iones en una tnica especie de carga Ze promedio, y masa m; (se en-
tiende que son todos iones del mismo elemento y sélo difieren en el grado
de ionizacion; m; es, por supuesto, practicamente la misma para todos el-
los). Restringiéndonos entonces a plasmas de alta temperatura (los neutros
pueden despreciarse) tenemos el modelo de dos fluidos, que reescribimos aquf
por completitud

on. 0
T a_x . (neue) = 07 (38&)
du, 0
meneﬁ — _8_x . [pLeI+ (pne - pLe) bb]
—ene (E+u. x B) + R, (3.9)
dui . 0
mmig = ok [pL I+ (pi — p1i) bb]
+Zen; (E+u; x B) + R, (3.10)

VE- " vxg-_8
€0 ot

1 0E
V-B = 0, VXB=ypj+—=—
Y X HOJ + Cz at 9
donde (por (3.4))
Rei = _Rie = MeNe (ui - ue) Vei, (311)
P = Zen; —ene, j = Zen;u; — en U,

junto con las ecuaciones barotrépicas correspondientes para cada especie:

Y -
pn, " =cte, pn "t = cte.
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3.2.3. Fluido simple y MHD

La complejidad de la descripcién de dos fluidos puede todavia reducirse
aprovechando la gran diferencia de masa entre iones y electrones, si ademaés
consideramos que todas las magnitudes tienen variaciones espaciales sobre
distancias grandes comparadas con la longitud de Debye. Esto tltimo nos
permite considerar elementos de fluido de tamano mayor que la longitud de
Debye, en los que es entonces vélida la aprozimacion de cuasineutralidad

Zn; > ne. (3.12)
Esto nos permite escribir
j=en.(u; —u,). (3.13)
Por otro lado, introducimos la velocidad de masa del fluido

m;n;u; + menele mM;W; + Zmeu,

= = 3.14
v min; + Mene m; + Zme (3.14)

y la densidad de masa del fluido
0= mn; + MeNe. (3.15)

Entre (3.13) y (3.14) podemos despejar (despreciando términos de orden
me/m; frente a la unidad)

Zme/m; ] Nu+Zme j

. = _aMe/Mi ) : 3.16

v u 1+ Zme/m; en, m; ene ( &)

u, = ui—izu— J (3.16Db)
eNne eNe

Usando estas expresiones en la ecuacién suma de las (3.8) se obtiene inmedi-
atamente 9 5
P
r 2 =0. 3.17
L () (3.17)

Si sumamos ahora entre si las (3.9) y (3.10), usamos las (3.16) y el hecho
que R.; + R;. = 0, despreciamos términos orden m./m; frente a la unidad,
habiendo usado las (3.8) para escribir las derivadas convectivas en forma
conservativa

a._ (ne,iue,iue,i) 9
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se obtiene
du 0
—_ = —— I o bb
7 o [p I+ (p, — p.) bb]
m. 0 .. .
e2 o0x | n.
donde
Pi = Due +pui7
DL = Plet+DPii
y

a o \Moax )™

Comparando el término proporcional a V - (jj/n.) con el del término
convectivo V - (puu) podemos escribir

‘me.]j/ (62n6)‘ ~ % \ui — 1,16’2

|puul| Tmi ol

<1,

por lo que podemos despreciar dicho término. Por otro lado estimemos el
término de fuerza eléctrica, comparandolo también con el término convectivo

Bl pE
V- (puuw)| — pu?/L°

donde L es una distancia caracteristica de variacién de las magnitudes. Para
estimar p, usamos la ecuacién de Poisson

eol
pc:*foV'E%UT,

mientras que, para estar del lado seguro, estimamos u usando un valor car-
acterfstico muy moderado, que es el correspondiente a la deriva eléctrica

ExB| E
U —— R —

= = (3.18)

Con esto tenemos
‘chl ~ E:0-B2 o B2

V-(pau)] — p pepc?’
que nos dice que este término es del orden del cociente entre la densidad
de energia magnética y la densidad de energia de masa (el famoso mc?) del
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plasma. Este es un nimero pequenio en general, tfpicamente < 1073, por lo
que podemos también despreciar la fuerza eléctrica.
Finalmente, ante variaciones temporales podemos escribir que

ou
— ~jix B
p@t J )

de donde estimamos

. pu/T

J~ B )
con 7 un tiempo caracterfstico de variacién de las magnitudes. Asi, la relacién
entre la corriente de desplazamiento y la corriente eléctrica en la ecuacién de
Ampere se puede estimar como (usando también la (3.18))

‘C%%—]f - 60E/7’ - 8032

pi  pu/(Br) T p
Vemos entonces que también puede despreciarse la corriente de desplazamien-
to en la ecuacién de Ampeére. Note que esto implica que puede desprecirase
el término dp,/0t frente a V - j en la ecuacién de conservacién de la car-
ga. Podemos asi despreciar todos los términos que contienen p, (salvo en la
ecuacién de Poisson), lo que se corresponde con la condicién de cuasineutral-
idad del plasma.

Para calcular j se consideran procesos suficientemente lentos para que los
electrones, facilmente moviles, tengan tiempo de equilibrarse mecdanicamente,
lo que equivale a despreciar su inercia. La (3.9) se escribe entonces, usando
ademsds la segunda de las (3.16),

0
E +u X B = ?’]j + {j x B — & ' [pLeI'f_ (pue _ple) bb]} ) (319)

ene

que es denominada ley de Ohm generalizada, y donde hemos introducido la

resistividad del plasma
Melei
n=-——. (3.20)

€*Ne

El término (j x B) / (en.) es denominado término de Hall.
La densidad n. se determina por la condicién de cuasineutralidad escri-
biendo

m; NeMy;
P =mMmiN; +MNe =Ne | — +Me | =

Z Z
El sistema de ecuaciones resultante es entonces (3.19) més

0B

V.-B =0, VxE=-——",
ot

VB = i,
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dp 0
o T ax =0
du 0 ;

Notemos que la ecuacion de Poisson ya no es necesaria, salvo que uno quiera
calcular la densidad de carga eléctrica, y que al despreciar la corriente de
desplazamiento la conservacion de la carga se escribe

V.j=0.

Se deja como ejercicio calcular la forma desarrollada del témino de pre-
siones (donde debe usarse que V - B = 0)

% ’ [plI+ (pu - pJ.) bb] =Vp, + (B ’ V) {(pl - pJ.) %] :

Cuando la presion es isétropa (plasma no magnetizado), p, = p, = p, este
término se reduce simplemente a Vp.
Si usamos ahora la ley de Ampére para escribir

1
Ko

jxB=—(VxB)xB,

y usamos la identidad vectorial
(VxA)xB=(B-V)A-B,V (4,),

podemos escribir la ecuaciéon de movimiento como

du B? B B
——_Vv — B-V)|——(p—p) =1, 3.21
7 Gu+2%)+( ){% (P = p1) 33 (3.21)

que es denominada ecuacién de Parker. Notemos que la cantidad B?/2y,
cumple las veces de una presion, llamada presién magnética. Es costumbre
denominar 3 al cociente entre la presiéon termodindmica y la magnética

_ 2popy
ﬁ: B2 )

que indica qué papel cumple la presién en la dindmica del plasma. Para
tener una idea del valor de la presién magnética, notemos que a un campo
de 1 T le corresponde una presién de aproximadamente 4 atm (3,93 mads
precisamente).
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Una aproximacion final més restrictiva consiste en simplificar la ley de
Ohm comparando el término de presiones y u x B (no distinguimos entre
temperaturas de especies, que suponemos no muy distintas)

i |% . [pj_e]:—{_ (pne - pJ_e) be ~ T_/[J
lu x B| T euB
/T my

donde 71; es el radio de Larmor de iones para velocidades térmicas /1"/m,.
Como j x B es del mismo orden que el término de presiones, la misma es-
timacion vale para el término de Hall. Vemos entonces que con la condicion
de radio de Larmor pequeno (rz; < L), para velocidades u no muy pequenas
comparadas con /T/m;, podemos aproximar la ley de Ohm por

E+ux B =rj (3.22)

Esta es la ley de Ohm que se utiliza habitualmente, aunque debe tenerse
cuidado para determinar que sea aplicable. El sistema de un solo fluido con
esta aproximacién es conocido como descripcion magneto-hidrodindmica o
MHD.

En esta aproximacion es habitual poder considerar ademaés presion isétropa
y despreciar la resistividad, con lo que se obtiene la denominada MHD ideal,
cuyo sistema completo explicitamos aqui

dp
@9 _ . 2
5 V- (pu), (3.23)
d
pd—l: = —Vp+jxB, (3.24)
d (p
2Py _ 2
(ﬁ<m) 0 (3.25)
B
88_15 V x (ux B), (3.26)
V xB foj, V-B =0. (3.27)

Conviene elaborar algo la ecuacion de evolucién adiabética, desarrollando

la derivada tenemos

dp _ _pdp _

ar !

- _f}/pv - u,

donde hemos usado la ecuacién de continuidad.
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3.2.4. Congelamiento de lineas magnéticas

Notemos una particularidad de la ley de Ohm simplificada. Tomemos el
rotor de (3.22) y usemos la ecuacién de Faraday para escribir (consideramos
n uniforme por simplicidad)

0B

VxE—l—VX(uxB):—E—I—VX(uxB):anj.

Por la ley de Ampére tenemos

1
Vxj=—Vx(VxB),
Ho

que, usando la identidad vectorial
Vx(VxB)=-V’B+V (V. B)=-V’B,

nos permite escribir finalmente una ecuacién para la evolucién del campo
magnético
0B
72 _ V¥ x (uxB)+ VB, (3.28)
ot Lo
Vemos entonces que el campo magnético evoluciona forzado por el campo
de velocidades, a la vez que difunde con difusividad magnética n/u,. Para
comparar la importancia relativa de los dos términos del segundo miembro

de (3.28) estimamos el cociente de éstos como

|V x (uxB)| pguéB/L Ry = poul
— LM = )

L|V'B| T 90B/L? 7

donde hemos intriducido el nimero de Reynolds magnético R);, y denotado
0B a la magnitud estimada del campo magnético generado por la corriente,
que es en general distinto de un posible campo magnético base, generado por
corrientes externas al dominio considerado. A valores de R); muy grandes la
difusion del campo es despreciable, mientras que a valores pequenos el campo
difunde fuertemente.

Para comprender mejor la dindmica de la ecuacién (3.28) calculemos la
variacién del flujo magnético a través de una superficie fluida S (t)

dﬁ:i/ B dS
dt dt Jsq '
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Si lo expresamos como

@ _ i U B(t+At)-ds—/ B(t)-dS]
dt At=0 | J5(t+At) S(t)
OB (1

— im V B(t)~dS+/ A2 s
At=0 | Ssrar S(t+At) ot

—/S(t)B(t)odS}.

j{ B-dSz/V-BdeO,
S(V) 1%

Usando que

podemos escribir

/ B(t)-dS—/ B(t)-dS:—/ B (1) - dS,
S(t+At) S(t) Slat

donde S, es la que, junto a S (t) y S (¢t + At), forma una superficie cerrada.
Como
Sy = dl X UAL,

donde dl es el elemento de longitud de la curva C' en la que se apoya S (t),
tenemos

do OB (t)
dt — Js@y Ot

-dS—]{B-(dlxu).
C

Dado que, por conmutatividad del producto mixto, es

£B~(dlxu):7£dl~(uxB):/ V x (ux B)| - dS.

5(C)

tenemos finalmente, usando (3.28),

b _ /S(C) [aB(t)—Vx(uxB)} dS

dt ot

- 1 [ vB.gs

Ho Jsc)

Vemos entonces que en un plasma de muy alta conductividad, n — 0 (o
Ry — 0), el flujo magnético a través de una superficie fluida permanece
constante. Esto significa que las lineas de campo no pueden atravesar la
curva contorno de la superficie o, en otras palabras, que la velocidad del
fluido perpendicular a las lineas es la misma que la de las lineas. Se dice
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entonces que el fluido “arrastra” a las lineas, o que éstas estdn “congeladas”
en el fluido. Note que la velocidad del fluido paralela a las lineas no estd
restringida; el plasma puede fluir a lo largo de ellas.

Intuitivamente este fenémeno es esperable de acuerdo a lo que sabemos
del movimiento de particulas cargadas en campos magnéticos, especialmente
en el caso en que la resistividad es muy pequena, lo que significa que el
efecto de las colisiones es despreciable frente al de la fuerza magnética, por lo
que las particulas se mueven predominantemente a lo largo de las lineas de
campo magnético. Por otro lado, también es esperable por la ley de Faraday,
ya que si el fluido con cargas libres atraviesa lineas de campo magnético
se genera un campo eléctrico que da lugar a corrientes limitadas s6lo por la
resistividad. Si ésta es despreciable las corrientes resultantes son muy grandes
y generan entonces campos magnéticos relativamente intensos que modifican
los originales. Ademds, las fuerzas de Lorentz sobre estas corrientes son muy
grandes y opuestas al movimiento a través de las lineas. En el limite de
resistividad nula, una distribucién de corriente finita requiere entonces la
condicién de congelamiento de lineas.

Claramente, la nocién de lineas de campo arrastradas por el fluido es
sé6lo una imagen, ya que las lineas de campo son sélo una idealizacién que
indica la direccién del campo local e instantdneo. Que las lineas aparezcan
como arrastradas corresponde a que se generan corrientes que modifican el
campo para que sus lineas, instante a instante, cambien como si asi fuera.
En un caso estacionario pierde sentido el concepto de arrastre de lineas por
el fluido. Si en tal caso hubiera un flujo de masa perpendicular al campo
magnético, no hay arrastre de lineas (éstas por supuesto son estacionarias);
lo que se tiene es la generacién de un campo eléctrico, por el movimiento
del plasma a través de las lineas, que da lugar a corrientes eléctricas que
mantienen la configuracion estacionaria de campo magnético considerada (la
resitividad debe ser finita para que pueda existir una situacién estacionaria
como la considerada).

3.2.5. Numero de Lundquist

Notemos que si el plasma se mueve en presencia de un campo By sufi-
cientemente intenso, generado por fuentes externas a la zona considerada, la
estimacién de los términos del lado derecho de (3.28) pasa a ser

|V x (uxB)|  pouBo/L
L|V'B| T ndB/L*’
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por lo que la condicién de término difusivo pequeno es
pouBy > ndB/L. (3.29)

Por otro lado, para que las fuerzas magnéticas sean importantes en la
dindmica del fluido, su aceleracién debe ser del mismo orden que las fuerzas
magnéticas por unidad de masa

u 5BB[)

~N

te  polL

con t. un tiempo caracteristico de evolucién, y donde se usé que j ~ §B/ (p,L).
Dado que el término difusivo de (3.28) es pequeno, el término de la izquierda
es comparable al primero de la derecha de esa ecuacion:

5BNUBO
t. L

)

Entre las dos tltimas relaciones tenemos entonces que
0B =~ u\/pop,

con lo que (3.29) se escribe como

LB
%Tﬂ > 1. (3.30)

La combinacién adimensional de pardmetros de la izquierda de (3.30) es
el denominado nimero de Lundquist.

En la descripcion de la dindmica de un medio conductor moviéndose en
presencia de un campo magnético, las fuerzas magnéticas no pueden despre-
ciarse en general si el nimero de Lundquist es grande.

3.2.6. Modelo de CGL

Consideremos ahora el problema de determinar ecuaciones para p, y p, .
Por la conservacién del momento magnético p en un plasma fuertemente
magnetizado (donde las colisiones son despreciables) podemos escribir, para
cada especie

i < > o i WJ_e,i o i TJ_e,i o i Dleyi -0
at V' = a\" B /" a\ B ) dt\n.B)

Usando cuasineutralidad es

i Dle _ i Dle -0
dt TLeB dt Z?’LZB '
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por lo que, usando n; ~ p/m;, resulta facilmente

% (%) —0. (3.31)

De la conservacién de J, tenemos que, para cada especie,

oV
/Ve,i ~dl ~ Uue,im - Ct@,

donde hemos escrito la longitud a lo largo de la linea de campo en términos
del volumen y la seccién de un tubo de lineas magnéticas de pequena seccion
que rodea a la linea en cuestiéon. En la condicién de conservacién del flujo
magnético en cada tubo magnético fluido tenemos que

B{A = cte,

mientras que la conservacién del mimero de particulas dentro del elemento
fluido impone que

ne,i0V = cte.
con esto obtenemos inmediatamente
L~ t ne’i .
Vye,s = ClE B )
asi,
2 -~ me,ing,z’
Die,i = MeiNe; <'U||e,i> =~ Ct6—32 s
o0 sea,

i plle,iBZ -0
dt \ n? -

e,

como hicimos antes, usando cuasineutralidad, obtenemos

d (pB?
7 < > ) —0. (3.32)

Las ecuaciones (3.31) y (3.32) corresponden al modelo de doble adiabdtica
o CGL (Chew, Goldberger y Low), y son vilidas en un plasma fuertemente
magnetizado con alta conductividad eléctrica. Notemos que si comprimimos
(o expandimos) el plasma a lo largo de las lineas de campo magnético (sin
expansiéon o compresion lateral) B permanece constante, y obtenemos p, o
p3, como corresponde a una evolucién adiabdtica para un grado de libertad.
El resultado correspodiente p, o p indica que la evolucién resultante de los
grados de libertad perpendiculares es isotérmica en este caso.

El sistema cerrado de ecuaciones en esta aproximacion es (3.31) y (3.32),
junto con (3.17), (3.21), y la (3.28) con n = 0 (desde ya, debe respetarse
V -B = 0, que, si se satisface en un momento dado, se sigue cumpliendo
siempre de acuerdo a la (3.28). como es inmediato verificar).
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3.2.7. MHD bidimensional incompresible

Una aproximacién 1til a las ecuaciones de la MHD corresponde al caso de
flujo incompresible y bidimensional. Por bidimensional entendemos que las
magnitudes no dependen de una coordenada, que nosotros consideraremos
cartesiana, y que podemos tomar como la coordenada z, a lo largo de la
cual sélo puede haber componentes uniformes de la velocidad y del campo
magnético. La condicién de incompresibilidad es correcta en los fluidos cuan-
do las velocidades relativas de sus elementos son pequenas comparadas con
la de propagacién de ondas de presién (velocidad del sonido). Veremos mas
adelante que en un plasma existen muchos modos oscilatorios que propagan
perturbaciones de presién, por lo que debemos considerar la menor de las
velocidades de propagaciéon de estas perturbaciones, que corresponde a la
velocidad de Alfvéen vy = B/\/2p,p, asociada a ondas en las que la fuerza
restauradora es la tensiéon y presion magnéticas.

Asi, para flujos en los que u? < v% el flujo se puede considerar incompre-
sible y la ecuacién de continuidad (3.23) se reduce a V - u = 0. En el caso
bidimensional considerado (Ju/dz = 0) esto se escribe

Ouy | Oy

ox dy

=0,

que sabemos que implica que la velocidad puede derivarse de una funcién
escalar llamada funcién de corriente & de manera que

¢ o

Upy = —, Uy = ——.
oy’ Y ox

Esto puede expresarse en forma compacta como
u=V¢xe,. (3.33)

Andlogamente, como V-B =0y 0B/0z = 0, podemos también expresar
el campo magnético a través de una funcién escalar 1) como

B=Vy xe,. (3.34)
Usando la identidad genérica
VXx(AxC)=A(V-C)-C(V-A)+(C-V)A-(A-V)C, (3.35)
se obtiene inmediatamente que

V xB=—-V%¥e,,
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con lo que la ley de Ampére nos dice entonces que
. I, .
j=——Ve. = je..
Ho

Andlogamente, la vorticidad del flujo es
V xu=—V¥e, = we,.

Con esto, tomando el rotor a la ecuacién de movimiento (3.24) y volviendo
a usar (3.35), se obtiene facilmente (el rotor del gradiente es nulo y p es
uniforme)

p(%—iJru'Vw) =B.Vj (3.36)

En la ecuacién de evolucién del campo magnético (3.26) tenemos

uxB = (Vixe,)xB

Como la componente B, es uniforme tenemos entonces que
Vx(uxB)=Vx[B-V{e,]=V(B-V¢ xe,.

De esta manera, si ademds incluimos el témino difusivo con resitividad n
constante en la ecuacién (3.26), podemos escribir ésta como

oY _Vv(B. Ny (v
V(§> xe, =V (B V{)xez—l—MOV(V V) X e,

de donde se obtiene inmediatamente

o ) N o2
E_B V£+Hov . (3.37)

Esta ecuacién, junto a la (3.36), las (3.33), (3.34) y

1
w=-V*¥, j=—-—V%, (3.38)
Ho
forma un conjunto completo de ecuaciones de la MHD bidimensional incom-
presible, cuya forma escalar y el hecho de no incluir términos de presion, las
hace muy apropiadas en las aplicaciones.
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3.3. Conservacion de la energia

Es importante ver que en la aproximacién de plasma sin resistividad
podemos deducir la conservaciéon de la energfa total del sistema, lo que es
muy util para comprender muchos aspectos de la dindmica del plasma.

La forma mads directa para determinar la conservacién de la energia es
usar que la variacion de la energfa cinética mas interna del plasma es igual al
trabajo de las fuerzas que actian sobre él; en este caso la fuerza de Lorentz
(por unidad de volumen) j x B. Este trabajo, por unidad de tiempo y de
volumen, es (j x B) - u, por lo que podemos escribir

d 1
pr (ipu2+%> d3x:/(j x B)-ud’z,

donde hemos escrito la energia interna (por unidad de volumen) del plasma
en la aproximacién de gas ideal, considerando presién isétropa por simpli-
cidad, y las integrales estdn extendidas a todo el volumen de plasma, que
consideramos limitado por vacio o por paredes rigidas, de manera que no
haya trabajo ejercido sobre la superficie del plasma.

Usando la ley de Ampére y la identidad vectorial

(VxB)xB=(B-V)B-VB5?2,

podemos escribir

/(j «B)-uds = — [ [B-V)B-VBY2] uds
Ko
Ho

donde usamos notacién indicial cartesiana para escribir la segunda linea.
Escribiendo
uy, B;0; By, = 0; (ux By, B;) — B; ByOuy,

donde se usé que V - B = 0. Tenemos entonces, usando el teorema de Gauss
y considerando u — 0 en el contorno,

1
Ko
Notemos por otro lado que, usando la ecuacién (3.28) con n = 0, es

d [ B OB
L2 gy = [BER
at ] 247 / ot "

_ /B- IV % (ux B)| d*.
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Usando notacién indicial tenemos (g, es la densidad tensorial de Levi-
Civita)

B-[V x (uxB)] = Berim0i (EmpjupB;)
= Emki€mpj Br0i (upBj)
= (0kpdij — OkjOpi) Bi0; (upB;)
= By0; (uyB;) — By0; (u;By,)
—  B;Bposuy, — 0; (u; ByBy,) + u; By0; By,

donde se us6 en la tdltima linea que V - B = 0. Tenemos entonces
/ B[V x (u x B)| d*z / (BBydyuy + widiB>2) d*x.  (3.40)

Comparando (3.39) y (3.40) vemos que

d B?
/(j xB)-ud’r = —— [ —d’,
dt J 2u,
con lo que resulta finalmente
d L p B2\ s
— = —— +— | d’x=0. 3.41
dt (2pu+’7—1+2,u0) v (341)

Esta expresién es muy sugestiva. Nos dice que en la evolucién del plas-
ma se conserva la suma de su energfa cinética, su energia interna y la en-
ergfa magnética. La energfa interna o magnética puede convertirse en energia
cinética, lo que tiene importantes implicaciones en el estudio de estabilidad
de configuraciones de plasma.

3.4. Aproximacion de difusion

3.4.1. Plasmas débilmente ionizados

Las ecuaciones de fluido son ciertamente muy complejas, por lo que con-
viene obtener aproximaciones titiles en ciertas condiciones. Un caso de interés
es el de un plasma débilmente ionizado, en el que las colisiones con neutros
son dominantes. Imaginemos una distribucién espacial uniforme de la densi-
dad de neutros, con densidades mucho menores de particulas cargadas, una
situacién usual en descargas de alta presiéon. Las ecuaciones de fluido para
cada especie cargada son las (3.3) y (3.7), en la tltima de las cuales incluimos
s6lo colisiones con neutros (f = n) y describimos la dindmica en el sistema en
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el que los neutros tienen velocidad nula. Consideramos ademads que estas col-
isiones son lo suficientemente efectivas para que las presiones sean isétropas,
y estudiamos evoluciones lentas comparadas con la frecuencia de colisiones,
para que los procesos sean iSotérmicos (Pio = Pla = Pa = Nala, ¥ To = cte).
Con todo esto escribimos

ong, 0

+ —- (naua> = 07

ot Ox

du, T,
mal = ——Vn, + Qo (E +Uq X B) — Malalan-
dt Na

Consideramos ademds apartamientos pequenos del estado de velocidad
nula y densidad uniforme ng,, por lo que u, es una magnitud “pequena”’, lo
mismo que dn, = n, — nge. Linealizando el sistema de ecuaciones tenemos

00N,
at + nOaV . ua = 07 (342)
a (0% Ta
mai = ——Vn, + qu (E +u, X B) — MU Van-
8LL Noa

Si llamamos 7 al tiempo caracteristico de evoluciéon de las magnitudes,
podemos estimar
[maou,/ot] 1

’maual/om‘ - VanT'

Como consideramos procesos lentos en el sentido que existen muchas coli-
siones durante el tiempo de evolucién, v, 7 > 1, podemos entonces despeciar
el término de aceleraciones frente al colisional y escribir

Ta «
U= Vi, + 2 (E+u,xB). (3.43)
NoaMaVan malVan

_>
En este punto conviene introducir el flujo de particulas de la especie a: T",

NoaUy, y los coeficientes de difusién y de movilidad, D, = T,/ (maVan) ¥
M, = qo/ (MaVan), respectivamente, con lo que podemos escribir (3.43)
como

— —
T, = —DuVon, + M. (nOQE 4+ Tax B> . (3.44)

Postmultiplicando esta ecuacién vectorialmente por B tenemos (usando que
(AxB)xB=-A,B?

— —
[oxB=—D,Vén, x B+ M, <n0aE><B— PMB2),
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que al reemplazar en (3.44) nos da (probarlo como ejercicio, usando ademas la
frecuencia de ciclotrén we, = |qa| B/Maq, Gtil porque M, B = |¢o| Wea/ (Vanda))

2
T, + (““’) T, = -D, (Vdna o 10e] wea Von, x b)

Vozn Qa Vom

+N0aMa (E + M@E X b) .

QOL I/O!TL

donde hemos usado b = B/B.
Vemos entonces que el flujo paralelo al campo magnético es

Fom = _Dav\|6na + nOaMaEm
mientras que el perpendicular es

Da « ca
f}aj_ = — 2(VL(5na+mw
1 + (wca/l/an) a Van

ocMoz al Wea
fo 2(EL+MW Exb).
1+ (wca/yan) Qo Van

Vin, X b)

Si definimos entonces los coeficientes y movilidades siguientes

T, o
D = Do= My =M, = (3.452)
mozyom mOéVOén
D, M,
DaL = 2 al = 2 (345}3)
]- + (wca/yan) ]- + (wca/yan)
o Da Cco an « « [e103 an
Doy = ol DoV gy = Mol Maea/Von 5 45

Ga 1+ (Wea/Van)” Go 1+ (Wea/Van)

donde el subindice H corresponde a Hall, tenemos que
Fom - _Dallv\\éna + nOaMomEm

F)aj_ = —DQLVL(;RQ — DaHV5na X b
+n0aMaJ_EJ_ + nOaMaHE X b7

que junto con la ecuacién de continuidad (3.42) escrita como

0o,
ot

N
+V.-TI',=0,

constituyen el sistema simplificado de ecuaciones en la aproximacién de di-
fusion.
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Notemos la fuerte anisotropia en los coeficientes de difusién introducida
por el campo magnético cuando w., > V,,. Muy pequena difusién en la
direccién perpendicular al campo, y una difusién de Hall mayor en la direc-
cion tanto perpendicular al campo como al gradiente de densidad. La mayor
difusién es a lo largo de las lineas, como es de esperar en un plasma muy
magnetizado. En el limite opuesto, w., <K Van, los coeficientes de difusion
paralelo y perpendicular son iguales, y no hay difusiéon Hall. Lo andlogo puede
decirse de la contribucién del campo eléctrico al flujo de particulas a través
de las movilidades.

Estudiemos primero la difusién en un caso sin campo magnético (o cam-
po magnético débil, w., < Van). En tal caso, especializando para iones y
electrones, las ecuaciones son las de continuidad para cada especie y

—

I'e = _D6V5ne + nOeM6E7
f}i = —DZV&% + nOi/\/liE,

con los coeficientes dados por la primera de las (3.45).

Podemos estimar las frecuencias de colisién con neutros como el cociente
de la velocidad caracteristica microscépica (velocidad térmica) y el camino
libre medio para colisiones con neutros (de densidad n,; ag es el radio de

Bohr)
Van R —— & Np0an / ~~ Waonnﬂ

MaVan ~ Wagnn maT,,.

por lo que

Vemos entonces que los coeficientes de difusién y de movilidad de electrones
son mucho més grandes (por un factor ~ /m;/m.) que los de iones. Los
electrones tienden a difundir més rapido, generando una diferencia de carga
y consecuente campo eléctrico que limita esta difusién, a la vez que acelera
la de los iones. Ambas especies entonces difunden juntas con ?e = f)i, lo
que nos permite calcular el campo eléctrico generado consistentemente como
(usamos cuasineutralidad; no. = Zng;, on. = Zon;)
E— _Temzyzn ZZq’zTneljen/Z V(Sne ~ _ Te V(STLE,

miVin + MelVen ENpe €Nge

— —
que al reemplazar en la expresiéon de I'; nos da el flujo (en la férmula de T,
debe reemplazarse la expresién de E aproximada a un orden més alto para
tener el mismo resultado)

— —
'e=T,=T =-DsVon,,
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donde hemos introducido el coeficiente de difusion ambipolar

DA = —Te + T‘Z/Z,
mMiVin
que resulta algo mayor que D;.
Para el caso opuesto de plasma muy magnetizado, we, > Van, la difusién
a lo largo del campo magnético es como en el caso no magnetizado, pero para
la difusién perpendicular tenemos que, de las (3.45),

DaJ_ ~

2
VCM’I’Z Ta Vom Tama I/C!’I’L
D, — —

o 2 232
Wea MaW2, ¢*B

2
VO(TL qOéVOé’Vl mOcVOéTZ
Mod_ >~ Ma< ) = =

2 27
wCCX mawca an

por lo que ahora son los iones los que tienden a difundir mucho més réapido que
los electrones. Si suponemos que la separacién de carga no puede producirse
e imponemos entonces

— —

I el — I il
obtenemos procediendo como antes (probarlo como ejercicio)

FeL = FiL = _DeL 1+ Z2Te VL&TLZ‘, (346)

con lo que el plasma difunde a través del campo magnético con un coefi-
ciente de difusién muy similar al de los electrones. Notemos sin embargo que
es posible, si el circuito externo que mantiene el plasma lo permite, que la
pérdida preferencial de iones perpendicular al campo magnético sea compen-
sada por una pérdida de electrones a lo largo del campo (efecto Simon de
cortocircuito). En tal caso no aparece un campo suficientemente intenso para
retardar la pérdida perpendicular de iones, y éstos difunden con su propio
coeficiente D .

Asi, por ejemplo, en configuraciones con lineas de B abiertas (espejos
magnéticos, pinchs cilindricos) los electrones se escapan preferencialmente
y el plasma tiende a cargarse positivamente. En configuraciones de lineas
cerradas (tokamaks, pinchs de campo revertido) son los iones los que escapan
més facilmente y el plasma se carga negativamente.

Finalmente, notemos de la segunda de las (3.45) que el médximo valor del
coeficiente de difusién perpendicular D, ocurre cuando v,, = w.. Bohm
argumenté que si existen microinestabilidades en el plasma, éstas producen
campos electromagnéticos rapidamente oscilantes y al azar, que tienen como
efecto dispersar a las particulas como lo hacen los choques, lo que se refleja
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en una frecuencia de colisiones aumentada. Muchas veces en la préctica el
nivel de microinestabilidades parece autoajustarse de manera que v,, = Weq,
con lo que D, tiene una dependencia de la forma

T Ty
MoWea  |qal B

DaJ_ ~

El ajuste experimental da un coeficiente de difusién de valor

Dy | Bohm = 6,25 X 102%@7125_1
conocido como coeficiente de difusion de Bohm. Este coeficiente aumentado
indica que para contener un plasma se requieren valores del campo magnético
mucho mayores que los dados por la teorfa sin microinestabilidades, y es uno
de los motivos de las dificultades tecnolégicas para el confinamiento efectivo
del plasma.

3.4.2. Plasmas totalmente ionizados

En la aproximacién difusiva para plasmas totalmente ionizados conviene
usar la ecuacién de un solo fluido donde, nuevamente por efecto de las coli-
siones importantes, la presion es considerada isétropa

du
— = -Vp+jxB
EtuxB = nj+——(jxB-Vp).

Como antes, consideramos variaciones lentas y pequenas respecto de un es-
tado de reposo, por lo que despreciamos el término de aceleraciones para
escribir

Vp=jxB, (3.47)
que al reemplazar en la ley de Ohm nos da
1
E+uxB=nj+ Vp;.
eNne

Postmultiplicando vectorialmente por B y procediendo en la forma usual
despejamos

ExB Vp xB n
B2 en,B2 B2
ExB Vp, xB n
B2  enB2 B2

jx B

Vp,
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donde hemos usado en la segunda linea la (3.47). El primer témino del se-
gundo miembro es la deriva eléctrica ya conocida; el segundo término es
denominado deriva diamagnética, mientras que el tercero es el término difu-
sivo propiamente dicho. Notemos que, por (3.47), el Vp es perpendicular a
B por lo que la contribucién a la velocidad es en la direccién correcta. En
el caso isotérmico caracteristico de los procesos lentos considerados tenemos,
como p o p,
pVp =pVp,

por lo que el flujo de masa es (escribimos sélo la contribucién difusiva)
np
puL = —ﬁVp,

con lo que identificamos el coeficiente de difusién perpendicular

_w

D, = o2k

Usando que p = n.T, + n;T;, cuasineutralidad y la definicién de 7 (3.20)

obtenemos - -
DL — ever+e 1 + 1 ’
e?B? ZT,
por lo que vemos que, como en (3.46), son los pardmetros de los electrones

los que determinan la difusiéon perpendicular del plasma. En este sentido la
difusién es también ambipolar.




Capitulo 4

Colisiones

4.1. Colisiones en plasmas totalmente ioniza-
dos

Consideramos ahora las colisiones entre particulas cargadas. Sabemos de
la Introduccién que en un plasma, al ser el mimero de particulas dentro de
la esfera de Debye muy grande, las colisiones dominantes son las de pequena
desviacion. La idea ahora es llevar adelante en forma precisa el desarollo
aproximado de la Introduccion.

Consideramos la interaccién eléctrica entre una particula proyectil a y
una particula blanco 3, que pueden ser o no de la misma especie. Sabemos
de la Mecdnica que conviene estudiar esta interaccién en términos de las
variables velocidad relativa y velocidad del centro de masas

vV = V,— Vg,
vV - MaVa + mgv/g’
Mma + Mg

en términos de las cuales las velocidades son

Vo = V+ LV, (4.1a)
Mo + Mg
Ma
= V- ——v. 4.1b
Ve Ma + mgv ( )

El problema de la interaccion de las dos particulas originales se traduce
as{ en un problema equivalente, correspondiente a la interaccién de una sola
particula de masa igual a la masa reducida
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que se mueve con la velocidad relativa v y que interactia con un centro fijo

a través del potencial
o daqp

 Awegr’
donde r es la distancia relativa entre particulas verdaderas. Esta particula
equivalente se desvia luego de la interaccién un dngulo x respecto de la
direccién original, que es una funcién del pardmetro de impacto b dada por

b
tan (%) = EO’ (4.2)
donde Gals
hp = —2F 4.3

muy similar a la definicién (1.5) usada en la Introduccién.

En el problema equivalente el médulo de la velocidad relativa v no cam-
bia luego de la interaccién (por conservacién de la energia), por lo que la
desviacion se reduce al cambio de direccién, de déngulo x, y podemos por lo
tanto escribir el cambio de velocidad relativa debido a la interaccién como,
descomponiéndolo en componentes paralela y perpendicular a la direccion
original,

202 /1

AUH = VCOS)Y — U = —Tb%/bQU, (44&)
, 2bo /b
Av, = wvsiny = Wv, (4.4b)

donde para las ultimas igualdades usamos la relacién (4.2).

Como hicimos en la Introduccién, calculamos la desviacién producida
por la superposicién de desviaciones con pardmetros de impacto entre dos
valores dados by v bmax, mientras la particula recorre una distancia vAt,
en el tiempo At. Debemos tener en cuenta que la densidad de centros dis-
persores es igual a la de particulas blanco con velocidad vg, que podemos
expresar en términos de la funcién de distribucién como dng = f5 (vs) d*vg.
El mimero de centros dispersores, con pardmetro de impacto en el entorno de
b, que encuentra la particula equivalente al recorrer la distancia vAt, es en-
tonces 2mbdbvAt dng. De la (4.4a) vemos ademds que todas las interacciones
producen variacién paralela en el mismo sentido, por lo que todas ellas se
superponen directamente para dar

bmax
(Av,), = / Av,2rbdb dngvAt = —47v*b3 In A dngAt,

bmin
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donde hemos escrito A = bysx/bmm, y hemos simbolizado la operacién real-
izada con (...),.

Para el caso de desviacién perpendicular, el valor dado por (4.4b) es
equiprobable en todas las direcciones perpendiculares, por lo que su valor
integrado es nulo, no asf la desviaciéon cuadratica que es

bmax
<(AU¢)2>b = / (Av,)? 2mbdb dngvAt = 870302 In A dngAt.

bml’n
Las desviaciones por unidad de tiempo pueden entonces expresarse como

d

7 (Av), = —4mv*biInAdng,
d 2 372

pr ((Avy)%), = 8mo°bgInAdng.

Estas desviaciones estédn referidas a las direcciones paralela y perpendic-
ular respecto de la direccién inicial de la particula equivalente. Con estos
resultados podemos expresar las desviaciones lineal y cuadrédtica en forma
tensorial covariante, teniendo en cuenta que la lineal es en la direccién de la
velocidad original

d

v
%<Av>b = —47r112b§1n/\dn5;

(qaq5)2 In A v

Amegp? g v3
Por otro lado, la cuadrética tiene sélo componentes perpendiculares (veri-
fique esto por conservacién de |v|?, y del hecho que |[(Auv,),| resulta igual a

((Av J-)2>b /2v). Ambas componentes son de la misma magnitud (que es la
mitad de la calculada, ya que, tomando el eje z en la direccién paralela, es

(Avy)® = (Aus)* + (Avy)?)

d vv

- (AVAY), = 4r0*tiIn Adng (I—?>
(gags)’In A Vv
() (g vy
Amegp? gv e v?

Estas expresiones pueden hacerse mas amigables notando que

o (1Y _ v
ovi\e/) ¥

0% 1 (I vv>

ovov v

V2
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con lo que
d (¢ags)’InA 0 (1
LAYy, = Med5) B Y (2,
dt< vl dreguls OV \v e

(qaqﬁ)2 InA 9%

d
@i BVAVD dmegpls OvVOV

dt

dn,g.

Debemos ahora calcular las desviaciones de la particula proyectil real «.
En el problema real la velocidad del centro de masas se conserva durante la
interaccién, por lo que el cambio de velocidad Av,, es, de (4.1),

m

Av, = —BAV,

Mo + Mg

con lo que, usando también que v = v, — v, podemos expresar las desvia-
ciones por unidad de tiempo de la particula proyectil original, en términos
de sélo variables originales, como

L iavy, - < mg )(qacm)zln/\ 9 ( 1 >dn3,

dt Mo +mg ) Areguls Ova

d m 2 Gaq ’InA 82
E <AVaAVa>b = ( d ) ( 5; 2 |Voc - Vﬁ| dnﬁ'
Mo + Mg ATEG o Ov,0V,

Falta la tltima operacién, que es sumar sobre todas las velocidades de
las particulas blanco, para obtener las desviaciones promedio propiamente
dichas. Conviene para esto definir las funciones (denominadas potenciales de
Rosenbluth)

Jap = / |Va — V5| dng = / |Va — V5| fﬁ (Vﬂ) d3U5, (458,)
« d «
heg = — / s _ M fs (v) g, (4.5b)
:uozﬂ |Va - Vﬁ‘ Hap ’VOA - V5|

con lo que tenemos finalmente las desviaciones por unidad de tiempo de
particulas tipo a debidas a interacciones con particulas tipo

d (¢aqs)’ In A Ohogs
— (A = 4.
dt (Ava) dmedm?2  Ov,’ (4.6a)
2 2
9 Avadvy) = Wedp) 1A Ogas (4.6b)

dt

dmedm?2  Ov,0v,

Notemos que definimos A como el cociente by sy /buin; COMO argumentamos
en la Introduccién, tomamos by;, igual a la longitud de Debye, més alla
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de la cual la interaccién considerada es fuertemente apantallada. Para b,
tomamos la distancia caracteristica de una colisién fuerte, que es by evaluado
en una energia caracteristica uaﬁUQ /2 =23T/2

daqp
1270 T

bml’n -

El logaritmo de Coulomb In A varia relativamente poco (menos de un factor
3) en la amplia gama de estados de plasma conocidos, en los que densidades
y temperaturas varfan en varios 6rdenes de magnitud. En todos los casos
practicos es: 10 < In A < 30, por lo que en lugar de calcularlo es més préctico
consultar en una tabla el valor apropiado para el tipo de plasma que se estd
estudiando.

4.2. Ecuacion de Fokker-Planck

A vpartir de las expresiones (4.6) podemos finalmente calcular la forma
del término de colisiones en la ecuacién cinética (3.2). La idea es que el gran
numero de colisiones simultdneas dentro de la esfera de Debye logra que el
estado dindmico de una dada particula en un instante ¢ + At no dependa de
sus estados previos a t (At es una medida del tiempo necesario para “borrar”
la memoria anterior, a través de muchas colisiones; o sea, At es el tiempo en el
que la velocidad de la particula cambia apreciablemente debido a colisiones).
De esta manera, el estado de la funcién de distribucién en t + At se puede
expresar como

fa (Va,t + At) = /fa (Vo — Avy, t) P (vy — Av,, Av,, At) d®Av,,

donde P (v, — Av,, Av,, At) es la densidad de probabilidad de que una
particula con v, — Av, sufra un cambio Av, en un At. Estamos expre-
sando asi que, considerando la evolucién debida a sélo las colisiones, la
funcién en el instante t + At se determina completamente por la corre-
spondiente funcién en t (proceso Markoviano). Si desarrollamos en Taylor
la igualdad anterior; el miembro de la izquierda a orden uno en At, y el de la
derecha a orden dos en Av,, (desarrollamos en el entorno de v, el producto



CAPITULO 4. COLISIONES 62

fa (Vo — Avg, t) P (v, — Av,, Av,, At)), obtenemos

fa (Va,t) + <%) At = f, (va,t)/P(va,Ava,At)dSAva
col
_88 ' |:fa (Vomt>/AVaP (Va,Ava,At) dsA'Ua:|
VCM
+1 0 fa ( t)/AAP( Av,, At) d*A
20v,0v, o \Vas VaRVal (Va, AVa, (U

Notemos que, por ser P una densidad de probabilidad, es
/P (Va, AV, Al) d® Av, = 1,
a la vez que
/AVQP (Va, AV, At) d® Av, = (AvVy)

es la variaciéon media de velocidad ocurrida en un intervalo At, que podemos
escribir como

d
(Av,) = At% (Av,) .

Andlogamente
/AVQAVQP (Va, AVg, Al) d*Av, = At% (Av,Av,) .
Con todo esto tenemos, tomando el limite At — 0,
Ofa 0 d 1 0 d
A, == - 'aoz_Aoa _—:aa_AoaAoa-
(at)wl v [f (va) 7 (AV >]+28va8va [f (va) g (Avalv >}
Usando entonces las (4.6), y teniendo en cuenta que debemos considerar

interacciones con todas las especies cargadas (incluida o misma), tenemos la
expresién final del término de colisiones de Fokker-Planck

Ofa - 0 8ha5 1 0 . 829aﬁ
( 8t )col a %:Waﬁ |: ava (fa 8Va ) * Qavaava ‘ (fa avaﬁva ’

(4.7)

donde hemos introducido la notacion

(qaqﬂ)2 InA
4edm?2

PYa,B -
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Con este término de colisiones la ecuacién cinética (3.2), junto a las ecua-
ciones de Maxwell en la forma (3.1), constituye la descripciéon mds completa
del plasma.

Para la evolucion del plasma en tiempos largos en el sentido que las
particulas sufren un nimero apreciables de colisiones se acostumbra resolver
las ecuaciones cinéticas en el entorno de funciones maxwellianas, aproximan-
do las funciones de distribucién por

fa (X’ v, t) = faMB (X7 v, t) [1 + (V>] ) (48)
donde
B Ne (X, 1) ox _ Maq v —u, (x, t)‘2
fom (x,v,8) = 27 Tn (. 8) a2 T [ 2T, (x, 1) ] ’

y ¢ (v) es una funcién de valor pequeno comparado con la unidad, y que
depende de sélo la velocidad. Las variables de fluido n, (x,t), T, (x,t) y
u, (x,t) (densidad, temperatura y velocidad de fluido) se suponen funciones
suavemente variables en el tiempo y el espacio. La idea consiste en reem-
plazar (4.8) en la ecuacién cinética, linealizarla en ¢ (v) y resolver para ¢ (v)
descomponiendo ésta en una base de polinomios apropiada (habitualmente
polinomios de Sonine). Las condiciones de existencia de solucién para los
coeficientes de estos polinomios determinan relaciones entre las derivadas
espaciales y temporales de las variables de fluido, que resultan ser, precisa-
mente, ecuaciones de tipo fluido, que incluyen los coeficientes de transporte
totalmente determinados; estos son viscosidades y conductividades térmica
y eléctrica. Este método, denominado de Chapman y Enskog, es conceptual-
mente sencillo, pero también muy tedioso. Fue empleado por primera vez
por Braginskii para el caso de plasmas (S. I. Braginskii, Reviews of Plas-
ma Physics, Vol. 1, Consultants Bureau, New York, 1965)), por lo que las
ecuaciones de fluido y coeficientes de transporte correspondientes llevan su
nombre.

4.3. Relajaciéon en plasmas

4.3.1. Plasmas frios

Las desviaciones colisionales medias dadas por las (4.6) dependen de la
funcién de distribucién de las particulas blanco. Para particulas blanco frias,
sin velocidad de deriva, tenemos f3 (vg) = ngd (vg), donde § es la delta de
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Dirac. Con esto, los potenciales de Rosenbluth (4.5) se reducen a

Gap = MNgUq,
mey Mg

b —
a3 Ma/g Ve )

y, por lo tanto,

d (¢ags)’ nsIn A
2 Avy) = — o 4.9
dt< va) 4ﬂsgmaua6vgv (4.98)
(¢aqs)’ ngIn A {I B Vava}

2,2 2
ATetmz v, V2

d
— (Av,Av,) =

= (4.9b)

Estas expresiones son también validas cuando la velocidad v,, de la particu-
la proyectil es mucho mayor que la velocidad térmica de las particulas blanco.
En términos de desviaciones paralela y perpendicular a la trayectoria original
es

d (qoéqrg)2 ngln A
% <AU0¢H> = — 471-53771&“0{51)3 , (410&)
d 9 (qaqﬁ)2 ngln A

que nos permite establecer tiempos caracteristicos de frenado longitudinal de
particulas « por
Ve o 4W€%mauaﬁvg

T8 = - ) (411)
‘% (Avg,) ‘ (qaq5)2 ngln A

y de deflexién perpendicular de particulas o por 3

. v2 B 2meam2ud
TLap = ‘% <(AUQL)2>| B (qoéqﬁ)2 ng InA
Vemos que
Tiap  2Map  2mpg
T 1laB Me Mo + Mg

Asi, particulas livianas colisionando con particulas pesadas (m, < mg)
son frenadas y deflectadas en tiempos muy similares; lo mismo sucede con
particulas que colisionan con particulas semejantes (m, ~ mg). Particulas
pesadas colisionando con livianas (m, > mg) son frenadas en tiempos mucho
mas cortos que los necesarios para deflectarlas.
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Estimemos los tiempos caracteristicos de variacién de energfa cinética
K, = m4v? /2. Usando que

Ao = 7 (v Ava o+ (A ] = 1508
mOé
= 5 [(Ava)® + (D00 )’] + mavalva,

con lo cual, dado que

d 2\
it <(Avan) > ~ 0,

resulta

d My d

d
2
% <AKQ> = TE (AUQL) > + moﬂja% <Avw|>

(¢ags)’nsn A (L 1 >

. _
ATeGv, Mo fag

B (qaqﬁ)2 ngln A 4
= ) (4.12)
TEZM AV,

El tiempo caracteristico de decaimiento de la energfa cinética es entonces
(recordemos que las particulas blanco estén quietas; la energia de la particula
proyectil s6lo puede decaer en este caso)

TKﬁ K, _ 2redmamepud
« 2 :
| £ (AKL)|  (gags)’nalnA

Si comparamos el tiempo de variaciéon de la energia de la particula «
debido a particulas de su misma especie con el debido a particulas de otra

especie 3, es
K 2
Taa _ < qﬁ ) Mq
K )
Toc,B Qo mg

que nos dice que las particulas livianas son més rdpidamente afectadas por
las de su propia especie que por especies mas pesadas, mientras que para
las particulas pesadas ocurre lo contrario. Asi, tanto los electrones como los
iones muy rapidos moviéndose en un plasma pierden su energia bdsicamente
debido a sélo los electrones de éste.

Considerando ahora que las particulas proyectil « tienen una distribucion
maxwelliana, su temperatura estd dada por

T, =

2
o AL
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con lo que la variacién de la temperatura de esta distribucién de particulas,
debida a los choques con la distribucién de particulas blanco 3 es

dT,, 2 [d ,
2 / d ( mav2> 5
= — (AK,)exp | — <) vy, (413
3 (QWTa/ma)?)/Z dt < > 2Ta ( )
que, usando la expresion (4.12), es facilmente evaluable y da
T, 2 (gaqs)’ ngIn A
dt 3edmamg (QWTa/ma)B/Z @

que nos permite identificar el tiempo de decaimiento (recordar que las particu-
las blanco son frias) de la temperatura como

T 3edmamg (27T /ma )/

77 (4.14)
p 2 (qaqﬂ)Qnﬁ In A

Si consideramos entonces un plasma de iones y electrones maxwellianos a
igual temperatura, que interactia con otra distribucién mayoritaria, a tem-
peratura muy inferior de iones del mismo tipo y electrones, podemos evaluar

las relaciones de tiempos caracteristicos
T T
€

T

m
n ~Y €
- Y

m;

\]
o
\]

~

s
\]
84

que nos indican que los electrones tienden a termalizar entre si muy rép-
idamente; a su vez, en un tiempo caracteristico ~ \/m./m; veces mayor
termalizan entre si los iones, y en un tiempo todavia mayor a éste por el
mismo factor ~ /m./m; termalizan ambas especies entre si. Estas consid-
eraciones nos indican porqué es posible tener en la préactica un plasma con
iones a temperatura diferente de la de electrones, dado que es habitual que
haya procesos de calentamiento diferenciados para cada especie, y los tiem-
pos de termalizacion entre especies pueden ser muy grandes comparados con
los de interés.

4.3.2. Plasmas maxwellianos

Veamos ahora las expresiones correspondientes a una distribucién de
particulas blanco maxwelliana sin deriva

fﬁ (VB) = LGXP ( mﬁ”g) .

(2nTs/mg)™? — \ 2T
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Para evaluar los potenciales de Rosenbluth con esta expresién son iitiles las
siguientes integrales definidas (sobre vectores tridimensionales y adimension-

ales x, y)

2 3/2
exp (—x T
[ - S,
/ ly — x| exp (—xz) dr = mexp (—yz)
3/2 1 22

donde erf (y) es la funcién error

2

Y

2y

erf (y) = —= [ exp (—2?) dx; erf (00) = 1.
VT Jo (=)
Definiendo
_ (M5,
Y=\ ar
los potenciales resultan entonces
ng ma + mg erf (y)
has = 3/2 7
(2T3/m3) mg Yy
2T o VT (1+2y7)
o = - ——  erf )
gas = Mo\ oo [eXp( y’) + 0y W
con los que resulta
d (6% 2 1 A (6%
2 Ava) (9aqs) i ln (m +m6) myg
dt 47T€0ma mpg 2T5
2 —y? f
VT y
y
2
In A
D pv, )Py = (ad) T
dt (Avar)’) Ame3mu,
2 exp(—¢%) < 1> 1
X|—=——=+(2——= |erf(y)|. (4.16
LN

En el limite de velocidades v, grandes comparadas con la velocidad tér-
mica de las particulas blanco (3, y > 1, es inmediato recuperar los resultados

(4.10).
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Una derivacién similar a la que llevé a la expresion (4.13), usando ahora
las expresiones (4.15) y (4.16) (lo que complica la evaluacién de las integrales

a efectuar), lleva a que
dT, T, —Tp

T )
dt Top

con la expresion (4.14), que, como corresponde, indica el proceso de tendencia
a igualacién de temperaturas por colisiones.

4.4. Resistividad en plasma maxwelliano

Para cerrar el modelo de un solo fluido falta evaluar la resistividad 7 (3.20)
(n = meVei/ eQne) a través de la frecuencia de colisiones v,,;. Evaluaremos ésta
para una distribucién maxwelliana de electrones, que se mueve con velocidad
de deriva u. a través de un fondo de iones sin deriva (u. es la velocidad
relativa entre electrones e iones). La frecuencia de colisiones usada es la que
modela la transferencia de impulso entre especies (3.11)

Rei = MeNe (uz’ - ue) Vei = —MeNeWele;,

en la configuraciéon considerada.
La fuerza realizada por los iones sobre los electrones a través de las coli-
siones puede escribirse en general como

R, — / me% (AVL). f. (v.) d,.

Consideramos que la velocidad de deriva u, es pequena comparada con la
velocidad térmica electrénica, con lo cual

Ne me |V6_u6|2
fo(v) = ——De e [ - TelVeZ el
(ve) 2nT./m.)*> 2T,

Ne (1+me u)e ( mevf)
S —v.-u Jexp [ ——==< ).
(2nT./m.)*> T. 2T,

Por otro lado, usando la definicién (4.11) escribimos

d v
—(A eli — — - )
dt < v >z Thes

12

con todo lo cual, usando ademsds que la integral de v, con una funcién isétropa
de v, es nula, nos lleva a que

Ne Me VoV, mev?\ 4
Rei — —me (27TTe/me)3/2 fue . /_7-61, eXp (_ 2T€ ) d Ue;
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como, por isotropia debe ser

V.V myv? 1 v? Mev?
eVe _ Thebe d3 = —I e _"te”e d3 .
/ ™ eXp< 2T, ) Ve ™3 / T eXp( 2T, ) ver

n m 5/2 U2 m U2 3
Rei = - e—e = e —= ——= d e
" 3 (2m)*/* (T) " /T eXp( 2T, > !

de donde identificamos

1 me\”? / v? . mev? e
Vei = ——7 | = xp | — Ve.
3 (27T)3/2 Te Tuei P 2Te

Esta expresion es facilmente evaluable para el caso de iones con temper-
aturas similares o menores que la de electrones, en cuyo caso las velocidades
de éstos son muy superiores a las térmicas iénicas, y podemos por lo tanto
usar la expresion sencilla (4.11)

resulta

2 3 2,,2,3
S Amegmepeve  dmegmiug
e Z2etn; In A Z2ein; In A

La integracién es elemental, y resulta
Z2e*n;In A
3(2m)%/? 5(2)T5’/2, e

Vei =

Notemos que esta evaluacién es aproximada debido a que no hemos tenido
en cuenta c6mo las colisiones e — i afectan la distribucion f, (v.) apartdandola
de la maxwelliana suspuesta. La resolucién méds rigurosa se hace a través
del método de Chapman-Enskog mencionado arriba, que tiene en cuenta
el apartamiento respecto de la maxwelliana a través de la funcién ¢ (v).
El resultado de Braginskii muestra que el valor correcto de v.; es la mitad
del calculado aqui. Incluyendo el factor 1/2 de este cdlculo mas riguroso, la
resistividad resulta entonces (usando cuasineutralidad)

_ Zeé*/mcIn A (4.17)
- 3/2° )
6 (2m)*/2 2T/

Notemos que la resistividad resulta independiente de la densidad del plasma;
el efecto de incrementar la densidad de iones, que tiende a frenar mds el
flujo de electrones, se compensa con el incremento proporcional de electrones
(portadores de carga).
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Oscilaciones en plasmas

5.1. Ecuaciones basicas

El plasma posee muy variados modos de oscilaciéon. Estudiaremos aqui
las oscilaciones lineales (de pequena amplitud) que se propagan en un estado
base en reposo y homogéneo en densidades, temperaturas y campo magnético,
cuyas magnitudes denotamos con subindice 0. Describiremos el plasma con
la aproximacién de dos fluidos y consideraremos efectos de presién isétropa
solamente. Asi, para cada especie desarrollamos las ecuaciones de movimineto
a primer orden en los apartamientos, respecto al estado base, y estudiamos
las formas de oscilacién de estos apartamientos. Las ecuaciones, deducibles
de manera directa, son (« y [ representan electrones o iones)

don,
ot

+n0av Uy = Oa

Ju, 2. o
It = —nLOQV(;na + m—a (E +u, X Bo) — Vap (ua — U5) ,

donde hemos usado la velocidad del sonido en el estado base, oo = \/VoPoa/ Loas
al considerar procesos barotrépicos de la forma genérica

DPany, ' = cte,

para los cuales los apartamientos dp, y dn, estdn relacionados por

pﬂg

0Pa = Vo Ny = mac%aéna.

N

Hemos tenido en cuenta también que en el estado base tanto el campo eléctri-
co como las velocidades son nulos, y sus apartamientos no han sido designados

70
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con una . Debemos agregar las ecuaciones de Maxwell también linealizadas
(usamos neutralidad del estado base, Zng; = ng.)

V.E = —(Zén;—on.),

€o
VxE = —(%—B, V-0B=0
ot
1 OE
V x B = pyenge (0; —u,) + ETE

Usando el hecho que todas estas ecuaciones son lineales y de coeficientes
constantes, desarrollamos las magnitudes perturbadas en componentes de
Fourier espaciales y temporales, escribiendo para una magnitud perturbada
genérica a (x, t)

a(x,t) =aexpli(k -x—wt)].

Aqui 7 es la unidad imaginaria, a es una amplitud compleja constante (no la
distinguimos con un simbolo diferente para no introducir notacién adicional),
k es el vector de onda y w la frecuencia angular del modo genérico. Notemos
que para magnitudes vectoriales es

V-.-a—ik-a Vxa—ikxa,

con lo que las ecuaciones para las amplitudes complejas son fdcilmente cal-
culables, resultando
—woNngy + Nook -u, =0,
: . Coa o
—iwu, = —itk—=n, + — (E+u, x Bg) — Vo5 (0, —ug),

Moo My
, e
ik-E = —(Zén; —on,),
€0
kxE = wiB, k-0B=0
ik x 0B = ppenge (0; —u,) — Z%E
c

Comenzamos por reducir el nimero de variables usando la ecuacién de
continuidad para eliminar las perturbaciones de densidad, y la ley de Faraday
para eliminar la perturbacién del campo magnético:

k-u, kxE

e = Ngg B = ,
w w

con lo que obtenemos el sistema reducido a sélo las velocidades y el campo
eléctrico (notemos que la ecuacion k - 0B = 0 se satisface idénticamente)
Qo

k-u
—ijwu, = —ike2 —2 4+ 2 (E o X Bg) — vas (0, — 7
wu ikeg, + a( +u 0) — Vag (Uq — up)
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. €ENoe
kK-E — k- (u;—u,), 5.1
i -~ (w; — u,) (5.1a)
W2
ik x (k xE) = poenpew (0; —u,) —i—E. (5.1b)
c

Usando la identidad vectorial
kx (kxE)=k(k-E)-k’E

en la segunda de las (5.1) vemos que al multiplicar escalarmente por k (y usar
que igeo = 1/c?) la primera de las (5.1) se satisface idénticamente (la razén es
que la conservacién de la carga, implicita en las ecuaciones de Maxwell, equiv-
ale aqui a la conservacién de las particulas, que fue usada en la eliminacién
de las densidades perturbadas). Podemos por lo tanto reducirnos al sistema
(explicitamos las especies, usando (3.4) para escribir v, = v, Zme/m;, y
elaboramos ligeramente la ecuacién de Maxwell sobreviviente)

k-u e
—wu, = —ikcg,—— — — (E e x B es \Ui — Ue), 5.2
iwu ikcge— me( +u 0) + Vei (0; — 1) (5.2)
. . k- u, Ze Zme
—wwua; = —ZkCSlT—FE(E—l—ulXBo)— m; Vei (ui—ue),(5.3)
2
2 w _~€n06
<I<: —§>E—k(k-E)_zg(JCQw(ui—ue) (5.4)

Este conjunto de ecuaciones forma la base para el estudio de oscilaciones
de pequena amplitud en plasmas homogéneos. El punto es que este sistema
de ecuaciones algebraicas es lineal y homogéneo. Soluciones no triviales son
posibles sélo si el determinante de la matriz de coeficientes del sistema se an-
ula. Esta condicién establece una relacién entre la frecuencia de la oscilaciéon
y el vector de onda, la denominada relacién de dispersién, que depende de
las magnitudes del estado base homogéneo.

A pesar de la apariencia sencilla de las ecuaciones, las oscilaciones posibles
son muy variadas y la deduccién de la relaciéon de dispersién es bastante
tediosa si no se consideran algunas situaciones particulares.

5.2. Oscilaciones en plasmas sin campo mag-
nético

Comenzamos por estudiar las oscilaciones posibles en un plasma sin cam-
po magnético base (By = 0) y consideramos frecuencias de oscilacién altas
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comparadas con la frecuencia de colisiones (w > v,;). Tenemos en tal caso

k-u., . e

U, = kcge—z —1 E7
W mew
k- u; Ze
u;, = kCgl—2 +1 E.
w m;w

Si multiplicamos escalarmente por k cada una de estas ecuaciones para de-
spejar el k-u,, correspondiente, y el resultado lo reemplazamos en la ecuacion
original, obtenemos

e [ k(k-E)
e — E )
“ e [WQ/C?)G y }
Ze [ k(k-E)
) E )
“ i [wZ/C?n — }

que al reemplazar en la (5.4) nos conduce a una tinica ecuacién vectorial para
el campo eléctrico

2 2 2 w2/, — Kk w?/cd — k?
(5.5)
donde hemos introducido las frecuencias de plasma para electrones e iones
2 2
5 ENoe o (Ze) ng;
Whe = W = . (5.6)
€0l €0

De (5.5) podemos ver que existen dos tipos posibles de oscilacién. Uno
es aquel con campo eléctrico perpendicular a k (ondas transversales), cuya
relacién de dispersién es claramente

w? = Ak + wl, 4wl ~ PR+ Wl (5.7)

Estas son ondas electromagnéticas afectadas por la respuesta de los electrones
(los iones practicamente no participan ya que wfn- < wf,e). Para muy altas
frecuencias (w > wy.) tenemos la relacién de una onda electromagnética en
el vacio w? = c?k?; la inercia de los electrones no les permite responder a la
excitacién electromagnética tan rdapida. Por otro lado, vemos que no puede
existir este tipo de oscilacién con w < wy; los electrones son capaces de
responder para anular el campo eléctrico de la onda.

El otro tipo de oscilacién es el de ondas longitudinales, también denom-
inadas electrostéticas, con E paralelo a k. Basta multiplicar a (5.5) escalar-
mente por k para obtener la condicién de existencia de estas ondas

2 2
w2< “pe + Wpi _1)_0
2 _ 12,2 2 _ 2.2 =
w? — k3%c;,  w? — k¢,
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por lo que tendremos oscilaciones electrostaticas si

w? w?

pe pi _
w2 — kQCg + w2 — k2cg. =1 (5-8)

Esta es una ecuacién cuadrdtica en w?, lo que nos proporciona dos ramas

distintas. Dado que
Te 4

2 K
Coei = Ve, )
) ) me”[:

es c3, > ¢, para temperaturas no muy diferentes, por lo que si tenemos
frecuencias con w? > k?c2,, ciertamente serd también w? > k%cZ,, con lo que
en este rango se puede despreciar el segundo término en (5.8), lo que permite
obtener inmediatamente
2_ 2 2 2
w’ = wy, + k¢,

que corresponde a la rama de oscilaciones de plasma (las primeras que se
observaron experimentalmente, lo que les dié este nombre tan exclusivo).
Nétese que aun en un plasma frio (cp. = 0) tendriamos oscilaciones (con
velocidad de grupo dw/0k = 0) de manera que la fuerza restitutiva no es
la presion, como en las oscilaciones longitudinales acisticas, sino el campo
eléctrico que se genera al desbalancear localmente la neutralidad del plasma;
la inercia estd dada por la de los electrones; los iones permanecen préactica-
mente quietos. La presencia de temperatura agrega una componente actstica
a esta oscilacién basicamente electrostdtica, que da lugar a una velocidad de
grupo finita.

La otra rama puede identificarse en la zona de bajas frecuencias (w <
wpe). En tal caso, al llevar (5.8) a la forma de una cuadrética en w? podemos

despreciar w* frente a w?w? , lo que permite ficilmente obtener

2
w2,

{3

W o~ B E 42 L
07 Oe 2

Woe

ZerTe + 717-'1
m; )

= k2

Identificamos aqui una oscilacién longitudinal actstica en la que la fuerza
restitutiva estd provista por la presién de iones y electrones, y la inercia por
los iones. Este modo de oscilacién es entonces denominado iénico-actstico.
Haciendo la teoria cinética de esta oscilacién se ve que es muy fuertemente
amortiguada, salvo cuando T, > T; (intuitivamente, la inercia de los elec-
trones les impide ajustar su movimiento para anular el campo eléctrico de la
onda, si tienen una velocidad térmica suficientemente grande). La velocidad
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de fase de las ondas ondas i6nico-acusticas es entonces
2 ZW/eTE

C,—= —.
S mz

5.3. Oscilaciones en plasmas con campo mag-
nético

Cuando incluimos un campo magnético uniforme en el estado base el dlge-
bra necesaria para obtener la relacién de dispersién se complica grandemente,
aun considerando w > v,; para poder despreciar las colisiones. Podemos
simplificar el problema un poco més viendo que el término de presiones,
comparado con el de inercia, en las ecuaciones (5.2) y (5.3) es

2 2.2
‘kc()e’ik . ue/w| . k*cge s

lwu| Tw?

)

por lo que si consideramos ondas cuya velocidad de fase vy = w/k es grande
comparada con las velocidades del sonido, el término de presiones puede
despreciarse (note que sélo hace falta que los cuadrados de las velocidades
satisfagan la desigualdad, vfc > cge,i, por lo que basta que vy sean unas pocas
veces mds grande que c¢o.; para que la aproximacién sea muy buena). De esta
manera podemos escribir

e

u = - (E + u, x By),
Mew
4

u;, = ! e(E—I—uZ’XBo).
m;w

Para despejar la velocidad de estas ecuaciones procedemos, como es ya
habitual, postmultiplicando vectorialmente por By y reemplazando el resul-
tado en la ecuacién original, con lo que obtenemos

ie eBy 2 e \°
u = - E -+ e — E x By,
MW MeWw mew
7 ZeBy\> Ze \?
u, = ! €E+< € 0> uu—( 6) EXB(),
m;w m;w miw

que, usando el versor en la direccién de By, b = By/By, y las frecuencias
angulares de ciclotrén, podemos escribir como

Wee \ 2 i€ wWee\2E X b
U, — U, = — E — 5
w mew w By
Wei\ 2 iZe wei\2E xb
w—\—) WL = E—-(— )
w m;w w By
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de donde podemos evaluar inmediatamente las componentes paralela y per-

pendicular a b como

e /e
Uey = — Em Ugy = Em
Mew m;w

1 ie B (wce>2 Exb
U, - - - )
- 1 — (wee/w)? \ mew . w By

1 z‘ZeE <wci>2E><b
u; = — |\ — .
T - (wefw)? \mw T \w/ B

(5.9a)

(5.9b)

(5.9¢)

Al reemplazar estas expresiones en (5.4) obtenemos un sistema algebraico
que sélo contiene al campo eléctrico. Conviene en este punto introducir un
sistema, ortogonal adaptado al problema. Elegimos un eje paralelo al campo
magnético. En el plano perpendicular tomamos como eje 1 el que es paralelo
al vector de onda perpendicular k|, y el eje 2 el perpendicular a éste y al
campo magnético, que forma la terna derecha (1,2,1). Asi, para un vector

genérico A tenemos

A = A-b, A, =A-Ab,

k, k,
Ay = A, AL
o Tk k|
bxk, b x k
Alg = A, 258 _p 22

Si notamos que, usando conmutatividad del producto mixto, es

(Axb)-(bxk)=[bx (bxk)]-A=-k, - A,

la proyeccién sobre los ejes 1 y 2 de las dos ultimas de las (5.9) es directa y

se obtiene
Uell = L ( e E, <WC6>2 Eu)
ell = - 1— — |
1 — (Wee/w)? \ Mew w By
1 1e Wee 2 ELI
e = - E ( ) - |
tel2 1— (cuce/cu)2 ( e L2t w By )
Uil B 1 <ZZ€EL (wci>2EL2)
ill = 1—\— —5 |,
1 — (wei/w)® \miw w By
1 iZe Wei 2 F
e = o (e ()R
1 — (wei/w)” \miw w 0
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Las proyecciones sobre el sistema de ejes (1, 2, 11) es sencilla para la ecuacién
de Maxwell (5.4) y resulta

LETNoe

2
(k2 o %) E“ - ku (kIIEII + kJ_EJJ) = 1

c CQW (uiu - ueu) )
0

LETNoe

w2
<k2 - §> B =k (BE +ELEL) = i——w (Ui — tenn),

EpC

2
W en
2 . Oe
(k — g) Ei, = v (Uilo — Uela).
0

Reemplazando en estas tltimas las expresiones de las velocidades llegamos
al sistema de ecuaciones para el campo eléctrico

0= (w2 +wh +ki® —w?) E, — kk.’EL,

w? w2,
pe pL 2.2 2
= + +kicc—w'| B
{1 — (wce/w)2 1— ((,uci/w)2 } H
{ — W2 Wee /W W2iWei /w

1— (wce/w)2 1— (wm-/w)2

1 EJ_Z - kukJ_C2EH7

W2 Wee /W W2iWei /w
- 2 5| B
1 — (Wee/w)” 1= (wei/w)

UJ2 2

w .
+ e + a + k2P — wZ] E .o,
[1  (Weefw): 1 — (wei/w)? 2

donde hemos vuelto a usar las definiciones (5.6) para las frecuencias de plas-
ma. Para obtener una expresién maés presentable de este sistema es 1itil in-
troducir el indice de refraccién n = ke¢/w, y poner de manifiesto el éngulo 6
entre la direccién de propagacién de la onda (la direccién de k) y el campo
magnético, tal que k, = kcos#, k; = ksinf. Ademas, es de suma utilidad
introducir las definiciones convencionales

w2, Jw w2, Jw
R = 1wl _ Wil
W — Wee W+ Wei
L= 1. wge/w B wfn-/w

)
W+ Wee W — Wei

2 2
P = 1_wpe_wpi
w2  w?’
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con denominanciones por right, left y plasma, respectivamente, y las deduci-
das de éstas (por suma y diferencia)

2 2
g = R+L_1_ Wpe Wy
a 2 w? —w? w2 —wi’
ce cl
2 2
D o= R—L__wpewce/w WiWei /W
N 2 wWw?—w? w2 —wi
ce Ccl

Con todo esto el sistema se escribe finalmente como

n?sinfcosl FE,q + (P — n?gin? 9) E, = 0, (5.10a)
(S —n?cos? 0) E1—iDE 5+ n’sinfcosf E, 0, (5.10Db)
iDE;1+ (S—n°)E, = 0. (5.10c)

En principio, la relacién de dispersién resulta de anular el determinante
de este sistema. Sin embargo, para conceptualizar mejor los modos posibles
conviene estudiar propagaciones estrictamente paralelas o perpendiculares al
campo magnético.

5.3.1. Propagacion paralela

En este caso el sistema (5.10) se reduce a

PE, = 0, (5.11a)
(S=n*)E1—iDE;, = 0, (5.11b)
iDE + (S—n*)E, = 0, (5.11c)

que nos indica que las componentes F, y E; estdn desacopladas entre si,
y pueden ser estudiadas por separado. La condicién de existencia de oscila-
ciones electrostaticas (E 11 k) es entonces P = 0, que corresponde a

2

_ 2 2 2
W™ = Wpe T Wy X W

pe’

esto es, oscilaciones de plasma en el limite de plasma frio. Como el campo
eléctrico paralelo al magnético no induce movimiento perpendicular, la fuerza
de Lorentz no actia en este modo de oscilacion, con lo que se tiene la misma
relacién de dispersién que para plasmas sin campo magnético. Los efectos de
temperatura son los mismos que los vistos en el caso de plasmas sin campo
magnético; en particular, la apariciéon de ondas iénico-acusticas propagdndose
a lo largo del campo magnético..
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Para oscilaciones electromagnéticas (E L k) la relacién de dispersién
resulta de la anulacién del determinante de las tltimas dos de (5.11)

(S —n?)* - D*=0,

o sea,

S —n?=+D,

que si reemplazamos en cualquiera de las dos tltimas (5.11) nos dice que
Ejy=+iFE;,

que corresponde a polarizacién circular derecha e izquierda, respectivamente
(en la convencién de la mano derecha e izquierda, respectivamente, con el
pulgar en la direccién y sentido de Bg). Podemos escribir la relaciéon como

M:SiD:{R
L

Para n? = R tenemos polarizacién derecha, y para n? = L polarizacién
izquierda. Aprovechamos este punto para aclarar algunos puntos genéricos.

En primer lugar algunos puntos convencionales: consideramos que podemos
imponer la longitud de onda de la perturbacién a voluntad, por lo que la
relacion de dispersion indica con qué frecuencia o frecuencias (si hubiera mas
de una rama) oscilard tal perturbacién, mientras que las ecuaciones del cam-
po eléctrico indicaran qué tipo de polarizacién tendra la onda. Consideramos
ademads que el vector de onda es real, y que la frecuencia correspondiente
puede ser compleja; su parte real indica la frecuencia de oscilacién propia-
mente dicha, y su parte imaginaria si la amplitud de la onda crece (parte
imaginaria positiva) o decrece (parte imaginaria negativa) en el tiempo. Fi-
nalmente, consideramos siempre que la parte real de w es positiva, ya que un
cambio de signo corresponde a una onda propagandose en sentido contrario,
que tenemos en cuenta cambiando el signo del vector de onda.

En segundo lugar notemos que es de interés obtener, de la relacién de
dispersién, los posibles valores de w para los que k£ = 0, denominadas fre-
cuencias de corte, y los correspondientes a k — oo, llamadas frecuencias de
resonancia. En el contexto de plasmas homogéneos que estamos tratando esta
nomenclatura no es evidente; sélo podemos decir que en el entorno de estas
frecuencias las velocidades de fase divergen (corte) o se anulan (resonancia).
Esto ultimo indica, en particular, que cerca de las resonancias los efectos
térmicos no pueden ser despreciados. Cuando las propiedades del plasma son
suavemente variables en el espacio (varian sobre longitudes mucho mayores
que la longitud de onda) la teoria que usamos es aplicable y una perturbacion
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con w dado puede propagarse a zonas donde w se acerque a un corte o una
resonancia. Un estudio detallado de este proceso muestra que en la zona con
frecuencia de corte igual a w la onda se refleja completamente, mientras que
en el caso de resonancia la energia entrante de la onda se “acumula” (y exis-
ten en general procesos adicionales como transformacién de ondas de un tipo
en otro). Los cortes indican asi zonas donde una dada perturbacién no puede
propagarse, mientras que las resonancias muestran zonas de fuerte absorcion
(de interés, por ejemplo, para el calentamiento del plasma con ondas).

Continuando con el andlisis, la relacién de dispersién para ondas circulares
derechas se escribe

2 2
WWpe  Wwy

22 — o2 —

(5.12)

W — Wee W+ Wei

Como Re (w) > 0 tenemos resonancia (k = oo) sélo para w = we., lo que
es natural pues son los electrones los que tienen el mismo sentido de giro
alrededor del campo magnético que el vector E, y pueden por lo tanto girar
en fase con éste y absorber energia electromagnética de la onda.

La frecuencia de corte (k = 0) resulta de

2 2
w W -
e %
W — P - P —O,

W — Wee W+ Wei

que, anticipando que sucede para frecuencias altas (w > w,;), podemos cal-
cular despreciando la dindmica iénica, y obtener la frecuencia de corte para
ondas R como la raiz positiva de la ecuacién cuadratica resultante

1
Wr =g (wce + 4 /w2, + 4wge> : (5.13)

La relacién de dispersién (5.12) tiene dos ramas; una de alta frecuencia
w > wg, que podemos determinar despreciando completamente la dindmica
iénica y escribir
2
ww
krc? = w? — —F
W — Wee
Esta rama comienza en w = wpr para k — 0, y vemos que para w > Wy
satisface la relacion k2c?> = w? de una onda electromagnética. Notemos que
COMO Wp > We esta rama no presenta resonancia.
La rama de baja frecuencia (w < we., pero siempre con w > w,;) nos da

para w <K Wee Y Wpe
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y alcanza la resonancia para w — w,.. Esta rama es denominanda habitual-
mente “whistler” por su efecto de silbido al ser recibida en un receptor de
radio de sintonia no muy buena. En efecto, si una perturbacién con un espec-
tro ancho es generada, por ejemplo por rayos durante una tormenta eléctrica,
la perturbacién se propaga en forma dispersiva a lo largo del campo mag-
nético terrestre; al alcanzar un punto alejado (tipicamente en un hemisferio
diferente al de su generacién) las componentes de mayor frecuencia llegan
primero (v, = 0w/0k ~ 2w.c’k/w?,), seguidas por las de frecuencia pro-
gresivamente decreciente, generando un sonido de silbido en un receptor de
radio.

La zona de muy baja frecuencia de esta rama (w < w,;) debe incluir la
dindmica i6nica. Escribiendo, a primer orden en w/wee ;,

S (w v ) (5.14)

w =t Wee,i Wee,i

aproximamos (5.12) por

2

w
K =0+ w2 <1—|— d
wce

que, usando, de sus definiciones,

2 2
Wpe Wy
- 9
Wee Wei
w
pe pi
< )
Wee Wei
resulta en
Wi\ 2 Wi\ 2
ke = w? 1—1—( pz) :wz( pz) ,
Wei Wei
de donde
w=kvga, (5.15)

donde hemos introducido la velocidad de Alfvén v,

ci 32
va= et = [0 (5.16)
Wpi MoTioM;

Estas ondas son denominadas de Alfvén torsionales (ya que el campo mag-
nético perturbado gira junto al campo eléctrico, generando torsién de las
lineas magnéticas al avanzar la onda).




CAPITULO 5. OSCILACIONES EN PLASMAS 82

Vemos finalmente que para w.. < w < wpr no existe propagacién de ondas
de tipo R.
Para las ondas circulares izquierda, n? = L,

2 2
ww w Wz,
22 — o2 — pe pi

, (5.17)

W+ Wee W — Wei
el andlisis es muy similar al de las ondas R. Vemos que en la rama de alta
frecuencia (w > w.; y wy;) no hay resonancia, mientras que la frecuencia de
corte estd dada por la raiz positiva de

2
w
e
w — e —,

W+ Wee

1
wL =3 (—wce + w2+ 4wge) . (5.18)

Vemos que esta rama también tiende a una onda electromagnética, w = ke,
cuando w > wy., y, por supuesto, w = wy, para k — 0.

Para estudiar la rama de baja frecuencia debemos incluir la dindmica
i6nica y, como hicimos antes, para w < w.; obtenemos también la relacion de
ondas de Alfvén torsionales (5.15) w = kv, mientras que esta rama presenta
la resonancia w = w,;, al ser ahora los iones los que giran en el mismo sentido
que el vector E.

Concluimos notando que las ondas R y L, al tener k- E = 0 y k 11 By,
cumplen, de las (5.2) y (5.3), que k- u.; = 0, por lo que no hay correcciones
por efectos térmicos. Vemos ademds que, salvo para las muy bajas frecuencias
(ondas de Alfvén), para un dado valor de k las frecuencias correspondientes
de ondas R y L son distintas, con lo que la velocidad de fase de estas on-
das sera diferente. Al descomponer una onda linealmente polarizada en dos
componentes circulares R y L, la diferente velocidad de fase de cada una de
éstas se traduce en una rotacién progresiva de la direcciéon de polarizacion
lineal de la onda a medida que se propaga, lo que se conoce como efecto Fara-
day. Sélo son inmunes al efecto Faraday las ondas de muy baja frecuencia,
ya que ambos modos R y L tienden a la misma velocidad de fase vy, y las
electromagnéticas de muy alta frecuencia, cuya velocidad de fase es la de la
luz.

que da
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5.3.2. Propagacién perpendicular

En este caso el sistema (5.10) se reduce a

(P-n*)E, = 0,
SE\, —iDE, = 0,
iDE; + (S—n?)E,, = 0.

Vemos que nuevamente se desacoplan las componentes de E paralelas y per-
pendiculares a By. Para oscilaciones con E;, = 0 tenemos que debe ser
n? = P, con lo que obtenemos nuevamente las ondas electromagnéticas (5.7)
que obtuvimos en el caso sin campo magnético. Esto es razonable porque
al ser E 11 By no hay fuerza de Lorentz y, por lo tanto, no hay efecto del
campo magnético sobre la dindmica de estas oscilaciones, razén por la cual
se denominan ondas ordinarias u ondas O.

Por contraposicién, y porque el efecto del campo magnético genera una
dindmica muy especial, las ondas con E, = 0 (siempre con propagacién per-
pendicular) se denominan ondas extraordinarias u ondas X. La relacién de
dispersién correspondiente es

S (S —n?) = D*,

que puede escribirse en términos de R y L como

2RL
2
= —. 5.19
" TRtL (5.19)
Reemplazando en el sistema original obtenemos que
S R+ L
EJ_Q = —ZEEJ_l = —ZmELl, (520)

por lo que tenemos una onda elipticamente polarizada, con una componente
longitudinal (a lo largo de k) F| 1, y otra perpendicular, £ 5, ambas perpen-
diculares a By.

Las frecuencias de corte corresponden entonces a R =0y L = 0, que son
las wgr y wy, ya calculadas para las ondas R y L con 6 = 0; ecuaciones (5.13)
y (5.18).

Las frecuencias de resonancia estaran dadas por las raices de R + L =
25 =0, o sea,

w2 w2,

1——pe P __ (5.21)

2 _ )2 2 _ 2
w2 —ws, wr—w

ci
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Si consideramos la rama de alta frecuencia (w > w,;) podemos despreciar la
dindmica iénica con lo que obtenemos la resonancia hibrida superior

WUH = 4 /wge + wge. (522)

La otra resonancia debe incluir la dindmica iénica; anticipando que es-
to ocurre a frecuencias suficientemente bajas para que w? < w? podemos
aproximar la condicién de resonancia (5.21) por

w ,
pe pi
I+ == 2=0,
w2, w? —w?

de donde obtenemos inmediatamente la resonancia hibrida inferior

2
w2,
Wrg = \/w2 + $. (523)

ci 2 2
1 + wpe/wce

El estudio de la relacién de dispersién de ondas X se complica por el alto
grado del polinomio que resulta de (5.19). Si particularizamos para las altas
frecuencias en las que podemos ignorar la dindmica iénica tenemos que (5.19)
se escribe

W=l (@~ we)] [0~ 62/ (@ + )]

1{72 2 —
‘ 1- w}%e <w2 - w%e)
(@)@ =)
w? — Wiy .

Esta relacién indica dos ramas de alta frecuencia; una con corte en wg y otra
con corte en wy. Notemos el ordenamiento que resulta de las definiciones
mismas (pruébelo como ejercicio)

wr <wyg < WgR,

que indica que la rama con inicio en wg no tiene resonancia y tiende a altas
frecuencias a w = ke, nuestra familar onda electromagnética. La rama que
comienza en wy, tiende para k — oo a la resonancia hibrida superior.

Para estudiar las bajas frecuencias (w < w,; ) debemos incluir la dindmica
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i6nica. Lo hacemos usando (5.14)

2 2
w w
e A
wR = w-— P — P
W — Wee W+ Wei
2 2 2
(& A
~ wll+ 24+ 2~
w2 w2 2
ce ct ci
2 2
w w
[ A
wlL = w-— P — P
W+ Wee W — Wei
2 2 2
~ pe Pl pi
~ w<1+w2 3 &~ w—o,
ce ct ct
y
2 2
R+L 1 Wpe Wy
- 2 _ 2 2,2
2 W —wi, wf—ws
2 2 2
~ 1+ pe pzzﬁ
B w? w? w2’
ce ci ci

con lo que obtenemos nuevamente la relaciéon de ondas de Alfvén (5.15) w =
kva. Esta rama a frecuencias mayores alcanza la resonancia hibrida inferior
wry para k — oo.

A diferencia de las ondas de Alfvén con torsién, del caso de propagacion
paralela By, estas ondas no tuercen las lineas de campo magnético, sino que
las comprimen (para estas ondas k - u.; # 0, por lo que tenemos efectos de
compresién del plasma y, por congelamiento de las lineas de campo, compre-
sién del campo magnético). Se denominan entonces ondas de compresién de
Alfvén u ondas magnetosoénicas.

5.3.3. Propagacion oblicua

La relacién de dispersién se obtiene en este caso general pidiendo la an-
ulacién del determinante del sistema (5.10) que, usando que

S? — D?* = RL,
se reduce a
PSn%cos?@ — Pn cos’ @ + PSn?* — PRL — Sn*sin? 0 + RLn?sin? 6 = 0.
Escribiendo cos? = 1 — sin? § despejamos fécilmente

P (n* —2Sn?+ RL)
(P—S)nt + (RL— PS)n?’

sin®f =
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de donde podemos ver también que

—Sn*+ (PS+ RL)n* — PRL
(P—S)n*+ (RL — PS)n?

cos? @ =

Dividiendo entre si las dos tltimas expresiones tenemos finalmente

—P(n?—=R)(n?>-1L)

29 _
b = Py (Sn? = RL)

De esta expresién vemos que las resonancias (n — oo) corresponden a

2, P
tan“ 0 = —3
que nos dice que las frecuencias de resonancia dependen del dngulo 6. Verique
como ejercicio que para § = 0,7/2 se obtienen las resonancias vistas (wpe,
Weey Weiy WUH' Y WLH)-
En cuanto a las frecuencias de corte (n = 0) se obtiene la relacién

PRL

tan?f — —
an PRL’

que sélo puede ser satisfecha si PRL = 0,00. De hecho, poniendo n = 0 es
el sistema original (5.10) obtenemos inmediatamente P = 0 y S? — D? =
RL = 0. La condicién P = 0 da la frecuencia de corte wy,. (que también es de
resonancia para un plasma frio), mientras que R = 0 da el corte wg, y L =0
el corte wy. Vemos entonces que las frecuencias de corte son independientes
del angulo 6.

Notemos que la onda R, con resonancia en w.., se transforma, al pasar
de # =0 a6 =7/2, en la magnetosénica con resonancia en wyy. La onda L,
con resonancia en w,;, desaparece tendiendo a w = 0 a medida que 6 — 7/2.

Para estudiar la transformacién de las ondas mencionadas, a medida que
cambia 6, en el limite de muy baja frecuencia (w < w,;), podemos simplificar
las expresiones de S, Dy P,

2 2
S ~ “pi _
w2
ci A
2
w2, w
A
D ~ ——Fw=-5—~0,
Wei Wei
2
w
[
P ~ ——F~ o,
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con lo que obtenemos del sistema general (5.10) el sistema aproximado para
muy bajas frecuencias

OOEII = 07
2

<C— — n? cos? 0) E 1+ n?cosfsinbdE, = 0,

2
2

(C—Q - 712) Ei, =0,
VA

VA
de donde se deduce inmediatamente que E, = 0, y que tenemos dos modos
independientes de propagacién; uno con E 1 # 0, con relacién de dispersion
w = kvacosf, y otro con E |5 # 0, y relacién de dispersion w = kvg.

El modo con E|; # 0 corresponde a una onda de Alfvén torsional (lin-
ealmente polarizada, superposiciéon de ondas Ry L en § = 0) con direccién
de propagacion oblicua. Este modo, denominado “lento”, tiende a w = 0 a
medida que 6 — 7/2.

El modo con E| 5 # 0 es el de una onda de Alfvén compresional (magne-
tosénica), denominado “rapido”, que descubrimos que tiene la misma relacién
de dispersion independientemente de la direcciéon de propagacion, al menos
en la aproximacién de plasma frio (para @ = 0 no hay correcciones por efectos
térmicos, por compresiéon del plasma, pero para € # 0 los efectos térmicos
modifican la relacién de dispersion).

5.4. Ondas de deriva (drift waves)

En el caso que el estado base no sea homogéneo existen modos adicionales
a los estudiados. Uno de los méas importantes es el correspondiente a las lla-
madas ondas de deriva. Como se estudiard con detalle en el capitulo siguiente,
estados base de equilibrio en presencia de campo magnético involucran en
general un plasma cuya presién varfa con la posicién en la direccién perpen-
dicular al campo magnético. Podemos asi considerar con mucha generalidad
un campo magnético en la direccién e,, con la presion del plasma variando en
la direccién e,. Anticipando que estas ondas son de baja frecuencia w < w,;,
en la ecuaciéon de movimiento de electrones a lo largo del campo magnético
(direccion e,) podemos despreciar la inercia de los electrones y escribir

Ope

0:_82

—en.k,,

donde hemos también despreciado las colisiones con iones (v.; < w). A su
vez, como los electrones se mueven muy facilmente a lo largo de las lineas
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de campo, equilibran su temperatura eficientemente en esta direccién, por lo

que
oT,

0z

y se tiene asi

B, = — __9
en. 0z 0z

T, on. 9} (Te ) 9¢

con ¢ el potencial electrico, que puede integrarse para dar (consideramos
por simplicidad temperatura electrénica uniforme también en las direcciones
perpendiculares al campo magnético)

Ne = Neg (T) €Xp leT_ﬂ :

En la ecuacién de movimiento de los iones despreciamos también la inercia
y las colisiones con electrones

Oz—sz+ZenZ(E+uZXB),

de donde obtenemos de la manera habitual

ExB 1 Vp;, xB
u;| = — .
+ B2 Zen; B2

Para un campo uniforme en la regién de interés, B = Bye., notamos que

1
AV (TL,‘UZ‘L) = gv . (nZE X ez) —
0

V- (V ; X €,). 5.24
7B, (Vpi x e) (5.24)
Es inmediato ver que el ultimo término es nulo, de manera que podemos
escribir

1
V(i) = —gv -(niVe x e.),
0

con lo que la ecuacién de continuidad de los iones se escribe (consideramos
que no hay velocidad media de los iones en la direccién del campo magnético)

Dado que

V-(nVoxe,)=Vn;- (Vo xe,)+nV-(Vopxe,),
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como antes para la ecuacién (5.24), el tltimo término es nulo, con lo que
resulta

V- -(nVéxe,) = Vn;- (Vo xe,)
= —V¢-(Vn; xe,),

donde se usé la conmutatividad del producto mixto.
Usando ahora cuasi-neutralidad (pensamos en oscilaciones lentas en las
que la longitud de onda es grande comparada con la longitud de Debye),

tenemos que
Ne  Neo () ep
n; = — = ex -,

A A
con lo que la (5.25) resulta (nétese que no se ha usado linealizacion)

99 1e

ot * eBoneo () (Vi xce:) Vo =0 (5:20)

Vemos asi que las perturbaciones del potencial, y consecuentemente de
las densidades, se propagan en la direcciéon perpendicular tanto al campo
magnético como al gradiente de densidad del estado base, con la velocidad
de deriva diamagnética de los electrones (de alli la denominacién de estos
modos)

T
Vp =

= —eBoneO (q;) (Vneg X ez) .

La fenomenologia pueden entenderse considerando que una perturbacién
que genera un campo eléctrico produce una deriva E x B/B? de los iones,
que al moverse a zonas de diferente densidad de base perturban la densidad.
Los electrones, rapidamente movibles a lo largo de las lineas de campo, se de-
splazan para mantener cuasi-neutralidad, generando un campo eléctrico que
da lugar a a su vez a una deriva E x B que tiende a restaurar el desplaza-
miento original. Esto resulta en una perturbacién propagante del potencial
y densidades asociadas. Un punto importante es que la perturbaciéon debe
tener una componente en la direccién del campo magnético (k, # 0), de
manera que los electrones puedan desplazarse a lo largo del campo y seguir
la oscilacién.



Capitulo 6
Equilibrios y estabilidad

El confinamiento del plasma durante tiempos prolongados (muchos tiem-
pos de colisién) es uno de los problemas més importantes y dificiles de la fisica
del plasma. Debemos primero lograr configuraciones estacionarias (general-
mente también estédticas, u = 0) que ademds sean estables. Dado que en
general interesa confinar el plasma durante tiempos largos comparados con
el tiempo de colisiones, la aproximacion de presién isétropa es apropiada.
Por otro lado, a las altas temperaturas de interés la resistividad del plasma
es muy baja y puede ignorarse en una primera aproximacién. Con esto, con-
siderando equilibrios estéaticos, la condicién de equilibrio es, en la descripcion
de un solo fluido,

Vp=jxB, (6.1)

complementada con las ecuaciones de Maxwell correspondientes
V xB=pj, V-B=0. (6.2)

Estas expresiones tienen consecuencias inmediatas importantes. Vemos de la
(6.1) que debe ser

por lo que las superficies de p = cte deben contener tanto a las lineas de j
como a las de B. Asi, las superficies isobaras son también superficies mag-
néticas y superficies de corriente (cuidado, j y B no son en general constantes
sobre estas superficies, s6lo tangentes a ellas).

Tomando la divergencia de la primera (6.2) es V - j = 0, que, junto con
V - B = 0, nos dice que las lineas de corriente y las de campo no pueden
comenzar ni terminar en las superficies consideradas si éstas estdn en una

90
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regioén limitada (configuracién cerrada), y se prolongan al infinito en superfi-
cies no acotadas (configuracién abierta). Notemos que en una configuracion
cerrada las lineas no necesariamente se cierran sobre si mismas; pueden tam-
bién recorrer indefinidamente la superficie (cubrirla densamente).

La (6.1) indica que en general es j x B # 0, salvo que la presién del
plasma sea muy pequena comparada con la presién magnética (5 — 0), en
cuyo caso tenemos un equilibrio denominada libre de fuerzas, en el cual

(VxB)xB=0.

En este caso es j 11 B, o equivalentemente, de (6.2), V x B 11 B, que podemos
escribir como (ecuacién de Beltrami)

V x B =1B,

donde v es una funcién escalar cualquiera. Tomando la divergencia de esta
ecuacion tenemos que debe ser B - Vv = 0, por lo que las superficies v = cte
son superficies magnéticas.

Escribamos la ecuacién de equilibrio usando la ecuacién de Ampeére

1
Vp = —(VxB)xB
Ho

- Cmeonoe

con lo que

2
v (p+B—) = i(B-V)B.
2419 Ho
Si consideramos la interfase plasma-vacio e integramos esta tltima igual-
dad a través de ella, como el segundo miembro es finito, resulta (i corresponde
al interior del plasma y e al exterior)

B? B?
NG
( 2/’1’0 7 21“0 e

Tanto la presién termodindmica como la presién magnética pueden ser dis-
continuas en la interfase, pero su suma es continua. Recordemos que la com-
ponente normal del campo magnético es continua, por lo que una discon-
tinuidad en la presién magnética requiere discontinuidad en la componente
tangencial del campo, lo que es causado por corrientes superficiales en el
plasma.
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6.0.1. Tokamak

Una configuraciéon de importancia préactica es la de tokamak, con buena
aproximacién libre de fuerzas, debido a que el plasma es de bajo 5. Es una
configuraciéon cerrada toroidal, con el campo principal en la direccién az-
imutal (campo toroidal), generado por bobinas externas al plasma, més una
componente meridional (campo poloidal) generada por una corriente que cir-
cula en el mismo plasma en la direccién azimutal (a lo largo del toro). Esta
corriente es inducida por un bobinado externo que hace las veces de primario
de un transformador en el que el plasma es el secundario, o mantenida en
forma continua por métodos no inductivos como calentamiento por ondas o
inyecciéon de haces neutros. Existe también la posibilidad de que parte de
esta corriente sea sostenida en forma continua por la no uniformidad radial
de la presién del plasma, junto a efectos propios de la geometria toroidal,
contribucién denominada corriente de "bootstrap".

Para evitar las complicaciones de la geometria toroidal podemos consider-
ar una primera aproximacién en la que el toro es “enderezado” y convertido
en un cilindro recto circular (sin embargo, muchos de los efectos mds in-
teresantes del tokamak resultan de su geometria toroidal) . En este caso la
direccién toroidal corresponde al eje del cilindro (eje z), y la direccién poloidal
corresponde a la direccién 6. Tenemos entonces B, (r) generado por bobinas
externas, y By generada por la corriente en el plasma, o sea

fol (1)
By (r) = y— (6.3)
donde I (7) es la corriente (en la direccién z) que circula entre r =0 y 7.
El equilibrio libre de fuerzas (V x B) x B = 0 se escribe entonces

d 2
- (B2 + Bj) + ;Bﬁ =0, (6.4)
que, junto con (6.3), nos permite determinar B, (r) una vez dada I (r).

Si suponemos que el plasma tiene un radio a y que la corriente total que
circula por él es I y estd uniformemente distribuida, es I (r) = Ior?/a?, con
lo que, para r < a, es

tolo
By (r) = T,
0(r) 2mwa?
minetras que para r > a es
tolo
Bg (7”) = 0= .

2rr
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Esto nos permite integrar ficilmente (6.4) para obtener que B, es constante
en r > a, que denominamos B,.,;, mientras que en el plasma es

6.1. Pinchs

Uno de los tipos de equilibrio més interesantes es el denominado pinch, en
el que el campo magnético que confina el plasma es generado por corrientes
que circulan en el plasma mismo. Existen dos tipos béasicos de configuraciones
abiertas con simetria cilindrica: el z-pinch y el #-pinch, donde z y # indican
la direccién de la corriente en coordenadas cilindricas.

6.1.1. Theta-pinch

La densidad de corriente en este caso tiene la forma j = j (1) ey, que
genera un campo B (r) en la direccién z calculable ficilmente por la ley de

Ampere
dB

dr

La condicién de equilibrio (6.1) es para esta configuracién

= —poJ (1)

L B0 =B )

o dr
_ 4B
o dr \2p )]

de manera que tenemos simplemente

2
p+ — = cte.
2419
Al ser las lineas de campo rectas no tenemos efectos de tensién, sino sélo
de presiéon magnética. La condicién de equilibrio es entonces que la presiéon
total (térmica mds magnética) sea constante.
Todas las magnitudes se obtienen a partir de la distribucién de corriente
j (r). Para el caso de interés en que la corriente circula en una capa de espesor
muy pequeno en r = R, podemos escribir

jr) =150~ R).
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donde I es la corriente total y L la longitud sobre la que esta distribuida en
la direccién z. El campo correspondiente vale

| pol/L, parar < R,
B(r)—{ 0, parar > R,

y la presién es

(r) = Pext — Mol?/2L% parar < R,
P = Peat, PaTa v > R.

6.1.2. Z-pinch

En este caso la corriente es de la forma j = j(r)e,, que genera campo
magnético B = B (1) e, dado por la ley de Ampére como

B(r) = frol (1)

2mr

donde ;
I(r)= 27?/ g (r"yr'dr,
0

es la corriente que circula dentro del radio r, y de la cual podemos escribir

() = 1 dI
r) —
J 2y dr
La condicién de equilibrio es
dp . N dl
v B(r) = — I(r)=—
dr J () B(r) 42p2 (r) dr
Mo dr’
8722 dr

Consideremos ahora que el plasma se extiende hasta el radio a y que la
corriente total que circula por él es [y. La presion del plasma en r = a es
nula (suponemos confinamiento magnético puro), por lo que, integrando por

partes,
2 a
/didr = 2= SW/ 20D 4,
dr

= [Rop
167T

rp(r) dr]
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Como

p(r) = ni(r)Ti+ne(r)T
= n; (r)(T; + ZT.),

donde hemos considerado temperaturas uniformes y cuasineutralidad, podemos
escribir

1672 “
Ik = i (T; + ZTe)/ rn; (1) dr

Ho 0
8 a

- T (T; + ZT,) / 2rrn; (1) dr
Ho 0
8T Nz

= T; + ZTe )
MO( )T

donde N; es el nimero total de iones del plasma, que tiene longitud L en la di-
reccion z. Esta iltima expresion, denominada relacién de Bennett, nos indica
cudl es la corriente necesaria para contener el plasma con las caracteristicas
dadas.

Como antes, la distribucién radial de las distintas magnitudes se obtiene
a partir de la forma dada de j (r). Para el caso de interés en que esta corriente

es uniforme
() = Iy/wa?, parar < a,
JAT) = 0, para r > a,

obtenemos en el plasma

TN E: r?
p(r)=1%5(1-=]
dm2a a
Para el caso de estar la corriente restingida a una capa muy delgada en

a,
Iy

j(0) =528 —a),

tenemos (H es la funcién de Heaviside)

I(r)=1yH (r—a)

con lo que
dp 113
gy (r—a)d(r—a)
[2
— Holg 5 (7“ _ a) ,
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donde se usé la convencién H (0) = 1/2. La presién es entonces constante a
trozos y vale (considerando que es nula fuera del plasma)

(r) = pol?/ (8ma?) , para r < a,
PAr) = 0, para r > a.

6.2. Ecuacion de Grad-Shafranov

Si se consideran equilibrios con simetria axial, en coordenadas cilindricas
(s, ¢, z), con z el eje de simetria, se tiene que 9/0¢ = 0. Con esto, el campo
magnético se escribe como

B =V x[A4 (s, 2) eg] + By (s, 2) ey,

que en componentes es

0A, 10
B=—""e,+ Byes+ -—— (sA
(c)z s (oA 88 ( ¢)
Asi, el flujo a través de una secciéon z = cte de una dada superficie de
presién constante p (s, z) = cte (que sabemos contiene las lineas de B y de

j) se escribe
(s, z) = / B, (§',z)2ns'ds’ = 2mwsAy,
0

con lo que se tiene una expresién mds conveniente de B al reemplazar A,
por :
1 oy 1 81&
B = —e; + Bye —|— —
275 0z oo s 8s
Con esta expresién de B, su rotor se escrlbe
0B, 1 10

VxB= _8_68 — 2_DG5[¢]8¢ + g& (SB¢> €.,

donde se ha definido el operador diferencial

b0 (LY,
GS_S@ 50s 022

Si escribimos ahora en coordenadas cilindricas la ecuacién del equilibrio

1
Vp=jxB=—(VxB)xB,
Fo



CAPITULO 6. EQUILIBRIOS Y ESTABILIDAD 97

la componente ¢ es idénticamente nula, mientras que la componente s es

o 1 1 oy 119

% = _M_OWDGS[,(M% - M_oga (SB¢) B¢>' (6-5)

Notemos que como la superficie p = cte que se usé para definir el flujo
no es atravesada por lineas de B, al ser V-B = 0 el flujo a través de cualquier
seccion que se elija en esta superficie es el mismo, por lo que a cada valor de
p le corresponde un dado valor de 1; esto es, p = p ().

De igual manera, como j tampoco atraviesa las superficies p = cte, y
también vale que V - j = 0 (no sélo por la aproximacién MHD, sino tam-
bién porque el equilibrio es estacionario), la corriente que atraviesa cualquier
seccion de una dada superficie p = cte, es la misma

I :/ J. (8, 2) 2ms'ds’,
0

con lo que tenemos que también es [ = I ().
Ademds, por la ley de Ampére la componente By en la dada superficie se
escribe
By = pol (@U)
27s
Tenemos asi que la (6.5) se puede escribir como

dpoy 11 O _py_dI 0y

@% B _M_o(27rs)2DGS[¢]E (27r3)2 CW%’

con lo que resulta la ecuaciéon de Grad-Shafranov para el flujo v

d
+ 11 (275)? e —) (6.6)

dy

Notamos que la componente z de la ecuacién de equilibrio lleva a la
misma ecuacién (6.6), por lo que la ecuacién de Grad-Shafranov contiene
la misma informacién que la ecuacién original cuando existe simetria axial.
Cada equilibrio con esta simetria estd definido entonces por la forma de las
funciones I (¢) y p(¢) y por las condiciones de contorno.

dl
Deslv] + pgl a0

6.3. Estabilidad

Una configuracién de equilibrio puede no realizarse en la préactica si la
misma es inestable; esto es, si ante apartamientos pequenos la configuracion
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evoluciona alejandose del estado de equilibrio. Nos interesan aqui configura-
ciones de plasma en la descripcién de un solo fluido, en las que los detalles de
las distribuciones microscépicas de las particulas no son muy importantes.
Evoluciones de este estado se traducen en movimientos macroscépicos del
plasma, que son justamente unos de los mds nocivos para el confinamien-
to. Existen ademads evoluciones menos peligrosas en este sentido, que corre-
sponden a cambios de la forma de las funciones de distribucién, sin afectar
grandemente la variables macroscépicas, y que deben estudiarse con una
teorfa cinética.
Consideramos entonces las ecuaciones de la MHD ideal

% = =V -(pu),
pcjl—l: = —Vp+jxB,
% = =V -u,
%—]? = Vx(uxB),

VxB = puj, V-B=0.

Nos interesa estudiar pequenos apartamientos de un equilibrio estdtico
dado por ug =0, y
Vo = jo X By, (6.7)

en el que las magnitudes con subindice 0 indican valores de equilibrio, en
general no uniformes espacialmente. Esta no uniformidad nos impide pro-
ceder como en el caso de ondas en plasmas homogéneos y estudiar modos
simples de Fourier para los apartamientos, lo que hace el tratamiento de la
estabilidad complicado.

Procedemos entonces a definir los apartamientos de los elementos de fluido
del plasma & (x,t), respecto de sus posiciones de equilibrio, como la posicién
al tiempo ¢ del elemento que en t = 0 se encontraba en x, referida a esta
posicion inicial. Estudiamos ademas la evolucion en tiempos cortos para que
el apartamiento pueda considerarse pequeno. De esta manera, podemos decir
que

u(x,t) = %5 (x,t), (6.8)

en los tiempos de interés (piense porqué esta igualdad es sélo aproximada,
valida sélo a tiempos cortos). Si escribimos entonces para las magnitudes en
los tiempos considerados

a(x,t) =ap(x)+da(x,t),
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podemos linealizar las ecuaciones de la MHD ideal, despreciando los términos
no lineales en los da, y obtenemos, usando ademds (6.8) y las ecuaciones del
equilibrio,

ap o€

Yo~ v <p0 82&) | (6.92)

K3 : :

pow = —V5p + 5_] X BU + Jo X 6B, (69b)

dop ¢ - ¢

o ot Vo —vpoV ot (6.9¢)

96B ¢

W = VX <E X Bo) s (69(1)
V x 0B = pydj, V-6B=0. (6.9¢)

La ventaja de introducir los apartamientos € es que estas ecuaciones (salvo
la segunda) se pueden integrar trivialmente en ¢ para obtener los apartamien-
tos da expresados en términos de &

5 = V- (é), (6.100)

op = —&-Vpo—pV - &, (6.10b)

5B = Vx(£xBy), (6.10¢)

5j = LV xB, (6.10d)
Ho

donde se usé que para & = 0 es da = 0. Si ahora reemplazamos las ltimas
tres expresiones en la segunda de las (6.9) obtenemos una ecuacion lineal de
la forma oe

pise =T (6). (6:11)
donde F (&) es el operador lineal y homogéneo que resulta del reemplazo
mencionado:

F() = V(& -Vp+ynV-§)

Jri (V x 6B) x By + L (V x By) x §B. (6.12)
Ho Ho

La ecuacién (6.11) es la base del estudio de estabilidad de configura-
ciones de equilibrio en MHD ideal. Conceptualmente, si en alguna zona los
apartamientos crecen monétonamente en el tiempo se dice que el equilib-
rio es (linealmente) inestable, mientras que si en cada punto del plasma los
apartamientos se mantienen pequenos en todo tiempo (tipicamente oscilan-

do) el equilibrio es estable.
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6.4. Modos flute

Consideremos la configuraciéon mds sencilla posible, un plasma indefinida-
mente extenso, con presion de equilibrio uniforme y sin campo magnético, con
una interfase plasma-vacio plana, con campo magnético externo que mantiene
el plasma en equilibrio. Tomemos el plano (y,z) en la interfase, con normal
e, hacia afuera del plasma, y el eje z en la direccién del campo magnético
de equilibrio By (z)e,. La condicién de equilibrio es

B§ (z = 0)
0= "5

241
donde py es la presién uniforme del plasma, y By (z = 0) el valor del campo
inmediatamente fuera de la interfase. El salto de campo magnético al cruzar la
interfase (de cero a By (z = 0)) requiere una densidad de corriente superficial

en el plasma.
Por ser py uniforme y By = 0 en el plasma, la (6.11) se reduce a

, (6.13)

2

P =V (V). (6.14)

Aprovechando que sélo hay variaciones de las magnitudes de equilibrio en
la direcciéon x podemos estudiar & en sus modos de Fourier temporales y
espaciales en y, z,

~

E (xayvzat) = E (CE) eXpi (kyy + kzz - wt) )

que nos permite escribir la ecuacién (6.14) en componentes como

-~ d (d¢
_ 2 — | =
Pow &, YPo I

- +ik,E, +ik.E, |

~

—~ ) d£
2 _ T
—PoW gy - prOZky dr

~

dg,
dx

+ikyE, +ik.E, |,

_powfgz = P)/poikz + ikygy + Zkzgz

De las ltimas dos se despejan facilmente

N ik, dE
= iyt A, (6.15)

Y22 —w? dx

donde hemos introducido la velocidad del sonido en el plasma

Co="7"—",
0
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y hemos escrito
k* = k;; + k2

Al reemplazar (6.15) en la ecuacién de Ew obtenemos

2.2 2 2F
k*cy —w~  d*¢,

2 T da?’

cuya solucién es inmediata

-~

€, = Eoexp (k) | (6.16)

donde k es la raiz con parte real positiva

/122 2
K= M, (6.17)
Co
elegida asi para quedarnos con la solucién que no diverge en x = —00, como
corresponde a un apartamiento fisicamente aceptable.

Debemos ahora tener en cuenta la condicién de contorno que el apartamien-
to satisface en la interfase plasma-vacio. La condicién es que la suma de pre-
siones termodindmica y magnética debe ser continua. Esto lo vimos en el
caso de equilibrio, pero debe ser cierto también cuando hay movimiento para
que la interfase (que tiene masa nula) no sufra aceleraciones infinitas. Asi,
denotando con 7 y e las regiones interior y exterior al plasma, tenemos en un
caso genérico

(Bi + 6B - By)

e

1 1
op+—(B>+/B-B -
{po+ p+2uo( i+ o)L 20

Debe tenerse cuidado porque esta igualdad se satisface sobre la superficie
perturbada S; si queremos reducirla a una igualdad que se satisfaga sobre la
superficie sin perturbar Sy basta desarrollar los términos de orden cero en el
entorno de la superficie original,

B? B? 9 B?
Poto— | =|\Pot 5 + - (po+5-)&n
210/ s 210 ) 5,  On 2410

Como sobre S se satisface

o) (o)
Pot+t—] =\ >
( 200 /) ; 210/

tenemos finalmente (ya evaluado todo en Sp)

1 0 9 9
(5B ) Bo)e + {2_%8_” (B(]e - Bm’) -

Opo;
on

1
Ho

[5p+i5B-BO] = &n

Ho
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En nuestro caso es py; = po uniforme, By; = 0 y Bo. = By () e, con lo que
la condicién de equilibrio en la superficie x = 0 es

0B, By 1 0B?
6p|x* = |: + v gx:| ’
o sea, usando la segunda de las (6.10),
§B.By 1 OB
+ R
Ho 219 O

Cpo V€]~ [ gm] . (6.18)
=0

Como

e, .~ = .
Ve = (di: * @’fyﬁyﬂkz&z) expi (kyy + k.2 — wt)

w? d/él, ,
f— —mEeXPZ(l{yy—i_kzz_wt),

donde hemos usado la (6.15) para escribir la segunda linea, la (6.18) se escribe

w? d¢ 0B, B, 1 0B?2
M55 | = + .
Ok2c(2) 2=0 Ho 219 O

—w? dx
El punto molesto es que todavia debemos calcular la variacién del campo
externo 6B debida al campo de apartamientos &£. Para esto debemos tener en
cuenta que, en el sistema que se mueve con el plasma, el campo eléctrico es
nulo (ley de Ohm con resistividad nula). Por continuidad de la componente
tangencial del campo eléctrico, también serd nula esta componente inmedi-
atamente fuera de la interfase (en el mismo sistema de referencia)

54 R (6.19)

(6E, +u x By),_, =0, (6.20)

donde el simbolo 1 significa paralelo a la interfase.

Como los campos eléctrico y magnético que nos interesa calcular son los
del vacio (sin cargas ni corrientes), es 1til escribirlos en términos del potencial
vector A, con en el gauge mds sencillo, compatible con la ausencia de fuentes,
que es el de potencial eléctrostédtico nuloy V - A = 0, con lo que

OA
E = ——
g o’
B = VxA.

En términos de A la (6.20) se escribe (usando que u = 0&/0t)

oA,
ot
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que integramos inmediatamente para obtener
AII|x:O = (5 X BO)xzov (621)

que es la condicién de contorno satisfecha por A. Las ecuaciones que satisface
A son la de no haber corrientes (se desprecian las de desplazamiento por ser
las variaciones temporales “lentas”: w < kc)

VZA =0,
y la del gauge elegido
V-A=0.
Escribiendo en componentes la (6.21)
Ay = —(€.Bo),_g = —Esoexpi (kyy + k.2 — wt) By (z = 0) (6.22)
Az| =0 0,

vemos que las condiciones de contorno no introducen ninguna dependencia
en x, por lo que podemos escribir que

A =Ajexpi(kyr + ky+ k.2 —wt),
con Ay = cte, por lo que
VPA = —A (K2 4k, +k2) =0,

de donde k2 = — (k2 + k2), o sea,

ko = iy /K2 + k2 = ik, (6.23)

donde se ha elegido el signo de la raiz para que A no diverja en x = 400,
como corresponde a un campo fisicamente aceptable.
Las mismas condiciones de contorno nos permiten elegir A, = 0, con lo
que
V.- A=ikA;, +1k,A, =0,
de donde "
A, = —2A,
ky Y

Tenemos entonces que

0B. = (V xA) e, =ik,A, —ik,A,

k2 k2 + k2
= ik:xAy—i—Zk—yAy:i Ik LA,
2
_ Ry

k=
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donde en la tdltima linea se usé (6.23). Asi, usando la (6.22),

k2 k2~
f‘ Ayl _o = TE0expi (kyy + k.2 — wt) By (r =0) .

0B.|,_g = — i

Esta expresién nos permite escribir la condicién (6.19) como

w?  de 1 [0B2 2k? ~
T _ = z B2
Tho k2c3 —w? dx e 2 [ or & OLO Se0)
que, usando las (6.16) y (6.17), reescribimos
Ypow? = 1 [0B3 2k% , -~
el = o T E By €0-
co/ ke — w Ho X =0
Tenemos asf la relaciéon de dispersion
2 OB:  2k?
u -« { 0 4 233}
k2c2 —w?  27popy | O k 2=0

De aqui es fécil deducir si una configuracién es estable estudiando los
posibles valores de w. Llamemos

Co [833 2]{32
Jo =

+ ZBQ] , 6.24
27Potty ° (6.24)

Ox k
w? = gor/ k2c — w2, (6.25)

Recordando que elegimos Re (\/ k23 — w2> > 0, por lo que si gy > 0 resulta

Re (w?) > 0. Si despejamos ahora w?, resolviendo la cuadrética en w? que
resulta de (6.25), obtenemos, con la condicién Re (w?) > 0,

2% = —gg + 1/ 95 + 4k2c3 g3,

que nos dice inmediatamente que w? es real y positiva. De esta manera, los
apartamientos & efectian oscilaciones puras y la configuracién es entonces
estable. La condicién para esto fue gy > 0, que vemos se cumple siempre si
OB2/0x > 0; esto es, si el campo no decrece hacia afuera del plasma.
Podemos tener inestabilidad entonces sélo gy < 0, que puede ocurrir si
OBZ/dx < 0. En particular, como el segundo término entre corchetes de
(6.24) es definidio positivo, los modos més inestables serdn aquellos con k, —

=0

con lo que
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0; esto es, apartamientos que no varfan a lo largo de las lineas de campo
magnético. La forma particular de estos modos, largos surcos paralelos al
campo magnético, recuerdan el decorado de columnas griegas denominado
“flute” en inglés, por lo que estos modos son conocidos con ese nombre. Para
los modos flute basta que dB2/dz < 0 para que gy < 0, con lo que (6.25) nos
dice que Re (w?) < 0, y la solucién de la cuadrdtica es entonces en este caso

(k = ky)
2% = —g5 — \/ 95 + 4k2c3 g3,

que nos dice ademds que w? es real, por lo que estos modos crecen sin os-
cilar (w no tiene parte real). Si escribimos que w = il', estos modos crecen
en el tiempo como exp (I't), con lo que I'"! es el tiempo caracteristico de
crecimiento de esta inestabilidad. Tenemos entonces

2
re—% (14 \/1+4k23/2)

Vemos que,

4k2c2 2 2
y-0 27.2 HoPo 2
g(Q) fy Y <883/8$|m_0) ( ’Y Y ) 9

donde L es la longitud tipica de variacién del campo, L = B3/ |0B3/0x],_,,
y se us6 la condicién de equilibrio (6.13) para la ultima igualdad. De igual
manera, gy = ¢o/ (7L), por lo que tenemos

Co 1 2
I'=—4/=|1 1 2k, L) |.
I 2[—|—V —l—(’yky)]

Los modos de crecimiento més lento (menor I') son claramente aquellos
para los que k,L < 1, que tienen I'"* = L /¢y, por lo que el tiempo de crec-
imiento es el necesario para que el sonido (del plasma) recorra una distancia
~vL. Teniendo en cuenta que ¢y es aproximadamente la velocidad térmica de
los iones, vemos entonces que son modos de crecimiento muy répido.

6.5. Principio de energia de Bernstein

La solucién de (6.11) no puede obtenerse en general, pero puede muchas
veces demostrarse la estabilidad de una configuracioén a partir de un principio
debido a Bernstein y otros (I. B. Bernstein et al, Proc. Roy. Soc. Lond., A244,
17 (1958)).
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Si multiplicamos escalarmente (6.11) por € = 9¢/0t, e integramos sobre
todo el volumen del plasma, se obtiene

[ L =/2poa(‘9t‘ o= [&P

El punto importante es que el operador F (§) es hermitico; esto es, para

cualesquiera £ y 7,
/n.F(g)d%_/eF(n)d%

Esto nos dice que, en particular,

[eF@aa— [eF (&)
por lo que

/é.F(g)d% = /5 F (&) d®x + = /5 F

- 5[5 rEes

Tenemos asi que

3
[ PR P,

Si integramos esta igualdad entre el instante inicial en que & = 0, y un un
instante genérico (pequeno) posterior, es

[snlif@e=3 [eF@ s

Asi, si definimos el potencial

WBE—%/ﬁ'F(é)dsaz

vemos que la energfa cinética del plasma puede ser no nula sélo si W < 0
para el campo de desplazamientos dado. Una dada distribucién de equilibrio
no puede generar movimiento (aumentar su energia cinética) si en todo de-
splazamiento pequeno posible es Wp > 0. La condicién de equilibrio estable
es entonces

Wpg > 0, (626)
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para cualquier distribucién de apartamientos & (x).

Probar la hermiticidad de F puede hacerse por cédlculo directo, pero es
muy laborioso (el interesado puede consultar: B. B. Kadomtsev, Reviews of
Plasma Physics, Vol. 2, Consultants Bureau, New York, 1966). Sin embar-
go, puede mostrarse en forma sencilla considerando que la energia total del
plasma (cinética+interna+magnética) se conserva y que se escribe como

B=; [ole] #zrw e,

donde W (£) es una funcional de & que corresponde a las energias interna y
magnética. Desarrollando hasta segundo orden es

E:/%po ‘é‘2d3x—|—W0+W1 &)+ W5 (&€,

pero, como el sistema estéd en equilibrio, debe ser W; (§) = 0 para cualquier
&. Tenemos entonces

Z_f:/pog.%me (é.6) + 1 (e.8) =0

Usando (6.11) podemos entonces escribir
/é F(g)d3$ = _W2 (£a£> - W2 (5aé> )

como el lado derecho es simétrico respecto al intercambio de £ con f , el lado
izquierdo también debe serlo, y tenemos asi demostrada la hermiticidad de
F.

Una consecuencia importante de la hermiticidad de F es que si estudiamos
modos normales en el tiempo, & = € exp (iwt), la (6.11) se escribe

_pUWQE =F (E) )

que si multiplicamos por E*, el complejo conjugado de E, e integramos en
todo el volumen del plasma nos da

JER(E)
[ oo EdSz

w =

Como, por hermiticidad,

/ £F (E) P = / ¢F (E) &,
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resulta inmediatamente que w? es real, por lo que w es real o imaginario

puro; algo que ya vimos en el caso de modos flute, pero que resulta ser una
propiedad general del equilibrio estatico MHD ideal (la hermiticidad de F de-
ja de ser vélida si el estado base tiene movimiento; considere la demostracién
dada de la hermiticidad, y por qué falla en tal caso).

Para evaluar Wg conviene efectuar algunas integraciones por partes; por
ejemplo,

/£ -Vopd’r = /V - (6p€) dPx — /5pV EdPx
= 7{6])5 -ndS — /5pV . £d3$.

También, usando notacién indicial cartesiana y la densidad de Levi-Civita
Eklm,,

€ . [(V X (5B) X Bo] = gkgklmglij (8z53j) Bom,

con lo que
/ € [(V xB) x B]d’z = / i (€ xrime1ij0 B; Bom) d*x
- / ume1;6 B30, (€, Bom) d*x
_ 7{[(5 « By) x 0B] - ndS
- / [V x (& x Bg)] - dBd’,
= 7{[(5 x By) x 6B] - ndS — /5B - 0Bd®z,

donde en la tltima igualdad se usé que V x (¢ x By) = dB. Si usamos ademés
la identidad vectorial

(EXBO>X5B:(6B€)B0—<(SBBo)g,

y recordamos que la superficie de equilibrio es una superficie magnética, por
lo que By - n = 0, tenemos que el término de superficie se simplica a

7{[(5 x Bg) x 0B] - ndS = —j{(&B-BO)E-ndS.
Para el término restante sélo usamos conmutatividad del producto mixto

£-[(VxBg)xoB] = —(VxBy): (& xIB)
= —Hojo - (§ x B).
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Con todo esto, usando ademés la segunda de las (6.10), obtenemos

2
9B|

0

2Wp = /{WPO(V'€)2+(§'VPO)(V'§)+ +j0-(§><(5B)}d3x

+ f (5p + LB B0> ¢ - ndS. (6.27)

Ko

Una expresiéon muy 1til fenomenolégicamente de (6.27) puede obtenerse
usando identidades vectoriales, la relacién de equilibrio (6.7) y las ecuaciones
de Maxwell (y bastante dlgebra), que resulta

e
2Wp = /{VPO(V‘£)2+| ML| + Ko

0

2

6BH BO (S . Vp())

Ko Bg

Jo-Bo £ R
+ Bg (Box &)-0B+2(&-Vpy) R2 }d3x

+j§ <5p+ i(5B . Bo) £ -ndS,

Ho

donde 0B, y 0B, se refieren a las componentes paralela y perpendicular a
By, v el radio de curvatura R, de las lineas de campo de equilirio estd dado
por la relacion

R,  (Bo-V)(Bo/Bo)

R2 By
Notemos que los términos del integrando de la primera linea son todos posi-
tivos, y por lo tanto estabilizantes. El primero corresponde a ondas de sonido
del plasma, el segundo a ondas de Alfvén torsionales, y el tercero a ondas de
Alfvén magnetosénicas. Los téminos de la segunda linea son los que pueden
dar lugar a inestabilidades, el primero a las tipo "kink", y el segundo a las
de tipo de "intercambio".

En cuanto a los términos de superficie, pueden ser tratados en forma
similar a como se trabajoé en el caso de modos normales para una interfase
plasma-vacio. Aqui, sin embargo, consideraremos sélo el caso simple de per-
turbaciones tales que € - n = 0 en la superficie (plasma limitado por paredes
rigidas o perturbaciones s6lo internas), con lo que los términos de superficie
se anulan.

6.5.1. Estabilidad del z-pinch

Como ejemplo importante de aplicacién del principio de Bernstein consid-
eremos la estabilidad de un z-pinch difuso (el plasma se extiende indefinida-
mente), por lo que ignoramos los términos de superficie en (6.27). Tenemos
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la configuracién de equilibrio dada por pg () y Bo = By (1) eq, que satisfacen
— =———(rBy). (6.28)

Consideremos la estabilidad de esta configuracién frente a apartamientos
independientes de 6,

€ = gr (T, Z) e, + £z (T7 Z) €,.

Calculamos entonces facilmente

dpo
op = frd _'7p0V £,
8
5B = - 85 a (Bog) €y,
o 1d _ oS dpo
EX(VXBO) — frrdr (TBO) - BO dr €y,
donde
10 &,

\A E___T(rgr)—{_ Oz

Usando esta ultima para reemplazar 9¢,/0z podemos escribir

- [aere ()],

r

con lo que, de (6.27),

MWy = /{(5 ffoﬂpov 5)V-£+
2
o [mvere (T -2)] ¢

Ho r
& dpo dBy By
Bodr [BOV E+E, (—T — 7)} } dz. (6.29)

Dado que &, y &, son independientes, podemos tomar como nuevas vari-
ables a £, y V-£, en las que el integrando de (6.29) es claramente una funcién
cuadratica. Sabemos que la expresion cuadratica genérica

az? 4+ by? + 2cxy

es positiva para todo (x, y) s6lo si a > 0, b > 0, y ¢ < ab. De esta manera,
(6.29) serd definida positiva (y por lo tanto el equilibrio estable) si se satisface

YPo + Bg//JJO > 07
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que obviamente vale siempre, y si

dBy, B 1 (dBy B 1d
2020 e 20 o 0,
dr r o \ dr r By dr

junto con

By (dBy, B dpo]? B2\ 1 (dB, B
Mo \ dr r dr to ) Bo \ dr r
B
[B (40 B) dm),
Mo \ dr r dr

Usando la relacién de equilibrio (6.28) es

BO dBO BO n dpo . 2B(2]
to \ dr T dr ,uor’

que es definido negativo, con lo que las condiciones de equilibrio son

dB B
_0__0<07
dr r

( B2 ) 1 (dBo Bo) 2B?
YWotr— |5\ ) <
o/ Bo \ dr r HoT

Usando nuevamente la relacién (6.28) se deja como ejercicio mostrar que
estas relaciones se escriben

d1n pg 4
“dlnr B’
d1n po 4~
— 6.30
dinr 2 +78’ (6-30)
donde 5
g = “holo (6.31)

B2’
de las cuales la mds restrictiva es claramente la segunda, que es por lo tanto
la condicién buscada.
Si consideramos ahora perturbaciones con dependencia en 6, podemos
descomponer éstas en modos de Fourier de la forma

& = &, (r,2z)cos(mb) e, + & (r,z)sin (mb) eq
+£, (r, 2) cos (mb) e,
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de los que m = 0 corresponde a las perturbaciones vistas antes. Dejamos
como ejercicio calcular que resulta

2 P2

0 sin? (mf) (€2 + £2)

%, 0
0z or

0B” =

r2

+| B (505, " cos? (m)

Mo 4 gy sin? (mb) €.,

r2 dr
d 0 0
—|—%$ (rBy) {Bo ;zz + o (Bogr)l cos” (m#) .

0B €% (VxBy)] = -

Al integrar estas expresiones en 6, los sin? (mf) y cos? (m#) dan simple-
mente factores 1/2. Por otro lado, consideraremos modos incompresibles, que
tienden a ser los mds inestables, ya que para ellos estd ausente el término
estabilizante ypy (V - €)® en Wg. De esta manera, como

10 €.
rar "t g,

V-&€= [ +?§9] cos (mf) = 0,

podemos elegir para todo m # 0

m 10 o, |
759 = - [;E (ré,) + az} =-V-§,.

Usando esta expresion de &, y la definicién de V-£ | para reemplazar 0¢, /0z,
podemos escribir, como hicimos antes,

2 »2 2
dugWp = /{mBO (§3+§§)+[BOV'£L+(%_%)§T}

72

_%d%’ (rBy) {QBOV &+ (% — %) gr} fr} rdrdz.
Notando que el término proporcional a & i es definido positivo y, por lo tanto,
estabilizante, podemos estudiar los modos mads facilmente inestables como
aquellos con &, — 0, ain con 0¢,/0z finito (esto equivale a k, — 00). De
esta manera el integrando de Wy resulta nuevamente una funcién cuadrética
en las variables £, y V - &, . Procediendo como antes, queda como ejercicio
demostrar que la condicién de estabilidad para modos con m # 0 estd dada
por (/3 es el usual (6.31))
dlnpy, m?
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Si comparamos (6.30) y (6.32) y notamos que

2
4ry - m”

2498 B
para todos los modos m > 2, vemos que si se satisface la condicion de es-
tabilidad para modos m = 0, entonces se satisface para los modos m > 2.
Cuando m = 1, sin embargo, la desigualdad no se cumple para 3 > 2/ (37),
en cuyo caso la condicién de estabilidad puede satisfacerse para m = 0, pero
no para m = 1.

Notemos que si la condicién de estabilidad no se satisface en alguna regién
del plasma, siempre podemos elegir una perturbacién apropiada que se anule
en las demds regiones y sélo contribuya entonces con valores negativos a W,
con lo que se tiene entonces una fuente de energia para generar movimien-
to, y la configuracion de equilibrio es inestable (en la descripciéon de modos
temporales es w? < 0).

La inestabilidad resultante cuando no se satisface (6.30) es conocida como
inestabilidad de salchicha o de garganta (sausage o necking en inglés), ya que
corresponde a una perturbacién con m = 0 y tiene por lo tanto forma de
estrangulamiento axisimétrico del plasma. En la zona del estrangulamiento
la intensidad del campo magnético se incrementa (la misma corriente axial
pasa por una seccién de menor radio), y la presién magnética aumentada
tiende a estrangular atin més el plasma.

Si el z-pinch es estable para modos m = 0 (se satisface (6.30)) vimos que
puede ser inestable ante modos m = 1 si § > 2/(3y). Las perturbaciones
en esta inestabilidad son de la forma &, (r, 2) cos§, que dan a la columna de
plasma la forma de comba (kink en inglés). En el lado de la comba céncavo
hacia afuera del plasma las lineas de campo magnético se acercan, mientras
que en el lado convexo se separan. Resulta asi un aumento de la presién
magnética en la zona céncava y una disminucién en la convexa que tienden
a aumentar la deformacién.

Estos tipos de inestabilidades son denominados electromagnéticos y la
fuente de energfa para el movimiento es el campo magnético. El plasma tiende
a estados de energfa magnética menor.

6.6. Inestabilidad de intercambio

Si consideramos un z-pinch de bajo 5 (8 < 1) vemos que los modos con
m # 0 son estables, mientras que la condicién de estabilidad de modos m = 0

se reduce a
d1npg

dlnr

< 2y
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que es entonces la tinica condicién de estabilidad del z-pinch. En realidad és-
ta es la particularizacién a z-pinchs de una condicién més general, aplicable
cuando < 1. Cuando el 8 es pequeno, el plasma estd fuertemente con-
strenido por el campo magnético y su tnica posibilidad de movimiento es
en formas que no afecten este campo (comprimir o curvar lineas de campo
requiere entrega de energia por parte del plasma). Por otro lado, la condicién
del congelamiento de lineas implica limitaciones a este tipo de movimiento.

Consideremos un tubo de seccién muy pequena s cuyas paredes estén
formadas por lineas de campo. El hecho que V - B = 0, junto a que B es
paralelo a las paredes del tubo nos dice que el flujo magnético ¢ = Bds
a través de cualquier secciéon del tubo es el mismo. Como este tubo estd
formado por un plasma de conductividad muy alta sabemos también que el
plasma contenido en el tubo se desplaza con él y, mds atn, el flujo se conserva
en el desplazamiento. La energia magnética contenida en el tubo es (I es la
longitud a lo largo del tubo)

1 1
Uy = — | B*V = — [ B%sdl,
210 2410

que, usando que B = ¢/ds, con ¢ = cte, podemos escribir como

P / dl
Uy=—1[—,
M 21 J Os
donde al valor de la integral sélo contribuye la geometria del tubo.
Supongamos ahora que intercambiamos de lugar dos tubos entre si, que

designamos por 1 y 2. Como cada tubo conserva su ¢, pero el lugar geométrico
de los tubos se intercambia, el cambio de energia magnética resultante sera

, [ dl , [ dl 5 [ dl 5 [ dl

211AUy = @7 2%"‘(?2 1£_ (¢1 1E+¢2/2£>7
donde indicamos en la integral sobre qué lugar geométrico se efectia cada
integral. Es claro entonces que el intercambio de dos tubos genéricos no da
lugar a variaciones de energia magnética sélo si sus flujos magnéticos son
iguales, ¢; = ¢,. Con esta condicién, veamos entonces en cudnto varfa la
energia interna del plasma al realizar el intercambio. En la aproximacién de
gas ideal, la energfa interna del tubo es

1
U, = — pdV:L/(ssdz
v—1 v—1
V.
y—1
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donde, como p es la presiéon de equilibrio, debe ser constante a lo largo de
las lineas de campo y, por lo tanto, a lo largo del tubo. Como consideramos
procesos barotrépicos pV? = cte, al cambiar el volumen del tubo la presién

cambia a N
;o Vv

con lo que el cambio de energia interna debido al intercambio de tubos es

i\’ 2\’
(v—=1) AU =p A Vo + po A Vi—(p1Vi+p2Va).
> 1

El punto es que si AU; < 0, el plasma puede acceder, a través del inter-
cambio, a un estado de energia menor (recordemos que la energia magnética
no varfa), por lo que si el intercambio es posible (no estd impedido por condi-
ciones de contorno o alguna ley de conservacién adicional), el plasma tendera
a este estado y el equilibrio no es estable. La condicién de estabilidad es en-
tonces AU; > 0, andloga al principio de energia de Bernstein para este caso
especial de AU,; = 0.

Investigamos entonces el efecto de intercambiar dos tubos muy cercanos
escribiendo

p2 = p1+0p=Dp+dp,
Vo = Vi+0V=V+oV.

VAN L VL (V)
% = 7V 277 )

v 7~1—5—V+1(+1)5—V2
Viov) = Ty v )

con lo que resulta, al orden més bajo no nulo,

(5V)?
Vv

Tenemos asi

AU =vp + dpdV. (6.33)

Como vp (6V)? /V > 0, una condicién suficiente para la estabilidad es
opoV > 0.

Como sabemos ademads que intercambiamos tubos con igual flujo magnético
¢, podemos escribir
dl
Vi = dsdl = —,
' /1 ¢/1 B

dl
Vo=
2 2B
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wo([4[) -

La condicién de estabilidad es entonces (¢ fue definido como positivo)

5p5/—>0

Como la presiéon disminuye hacia afuera del plasma en un confinamiento
tipico, debemos tener que al movermos hacia afuera del plasma ¢ [ dl/B <
0 para estabilidad, condicién que equivale a que las lineas de campo sean
convexas hacia el plasma.

Para el caso habitual que las lineas de campo sean cerradas podemos
mejorar el criterio considerando también el término vp (V) /V en (6.33).
En efecto, como los tubos finos considerados son ahora cerrados y finitos,
tenemos el valor finito del volumen de cada uno de ellos

v=od

donde la integral es ahora sobre la curva cerrada. Por otro lado, los tubos
estdan claramente apoyados sobre superficies magnéticas, que son también
superficies de presién constante (estado de equilibrio), por lo que en general
podemos escribir a la presiéon como una funcién de ¥ = j§ dl/ B, variable que
serd en general distinta sobre cada superficie magnética. De esta manera, el
dp entre dos superfices magnéticas cercanas se puede escribir (volvemos a
poner los subindices 0 del equilibrio)

con lo que

dpo
) ——0X.
P="x
Por otro lado, el 6V lo escribimos como 6V = ¢d3, o también
oV 6%
v o3’
con lo que (6.33) resulta
B 020V dpg
AU = vpo S dE — 020V
B dpo\ 020V
= <7p0 + EE) SRR

como X es positiva, también es 620V > 0, con lo que tendremos estabilidad
para

dpo
Vpo + Ed—E > 0. (6.34)
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Por ejemplo, en el caso del z-pinch con corriente concentrada es

BO = Iu_ojv
27r
con lo que
. _% dl [rd)  An*r?
BU BO ,Uo[ ’
y

s o _ dpo/dr _ 7 dpo
s dS/dr — 2 dr’

La condicién de estabilidad es entonces, de (6.34), el ya conocido

d1npg

— < 27.
dnr 7
Mids generalmente, para una distribucién de corriente genérica del z-pinch
se tiene
E—fdl— rdf  2mr

BO BO B(] (7’) ’

con lo que
Ealpg B deo/dr B D

ds ~ Tds/dr — 1—rB}/By’
donde la prima significa derivada respecto de r. Con esto, usando ademsds la
relacién de equilibrio del z-pinch (6.28), la condicién (6.34) se escribe

4y + (2 +8) rpy/po
4 4 Brpy/po

que es inmediato comprobar conduce a la condicién (6.30):

> 0,

dInpg - 4y
dinr 2+

Tengamos sin embargo cuidado con la interpretacién de esta desigualdad,
que fue deducida con la condicién que la corriente no es afectada por el inter-
cambio de modos (el campo magnético permanecié fijo). Las inestabilidades
de salchicha y de comba del z-pinch son inestabilidades electromagnéticas,
en las que el plasma tiende a un estado de energia magnética inferior a la de
equilibrio. Los modos que consideramos en el intercambio, largos tubos en
la direccién local del campo magnético, no son otros que los modos flute, ya
conocidos, cuyas inestabilidades son generadas por la tendencia a expandirse
del plasma hacia estados de energia interna inferior; la fuente que alimenta
la inestabilidad es entonces la energfa interna en este caso.
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6.7. Inestabilidades tipo “ballooning”

Vimos que los modos flute son estables en las zonas con curvatura de
lineas de campo convexas hacia el plasma. En general, una misma linea de
campo tendrd regiones con curvatura favorable (para la estabilidad) y con
curvatura desfavorable. Es posible entonces que las zonas con curvatura des-
favorable evolucionen hacia estados de menor energia interna, lo cual requiere
necesariamente que la linea se doble, ya que en la zona favorable no evolu-
ciona. El doblar la linea de campo requiere utilizar energia, por lo que si la
energfa interna disponible no es suficiente la inestabilidad no se desarrollaré.
En caso que la energia sea suficiente tendremos una instabilidad que se de-
nomina ballooning, por la analogia con el inflarse como un globo del sector
debilitado de una cdmara de neumatico.

Para hacer algunas estimaciones comparemos la energfa interna disponible
(por unidad de volumen), en la zona desfavorable, ante un apartamiento &
de un modo flute. De (6.33) y (6.10)

AU; _ 6psV
vV ooV

& p}]

~—£-Vp(§-VInV) ~ — D

donde D es la longitud caracterfstica de variacién del volumen V = ¢ ¢ dl/B
del tubo.

Por otro lado, al desplazar en £ una longitud L de una linea de campo, en
forma perpendicular a ella, generamos una componente de campo adicional
0B, perpendicular al campo By original, que podemos estimar de la condicién

V -B = 0 como
0B By

= =0
19 L

La energia (por unidad de volumen) que necesitamos para este desplazamien-

to es entonces la energfa magnética adicional

AUy _ (6B B} &

Vi 2p NQ,UJOLT

La condicién para el desarrollo de la inestabilidad ballooning, |AU;| > AUy,
es entonces
B D
2p9 L2

Un caso de interés préactico es el del tokamak, en el que las lineas de
campo tienen forma helicoidal, arrolladas alrededor de superficies toroidales.
Las regiones sobre el radio mayor interno del toro tienen curvatura favor-
able, mientras que para aquéllas sobre el radio mayor externo la curvatura es

ol >
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desfavorable. Cada linea recorre ¢ veces la circunferencia mayor del toro (de
radio medio R) por cada recorrido completo a lo largo de la circunferencia
menor (de radio a). Tenemos asi que la longitud de la zona desfavorable de
la linea es del orden de L ~ qR. Por otro lado, es claro que podemos estimar
16| ~ po/a y D ~ R. Con esto, la inestabilidad ballooning requiere

que es una estimacién del valor critico de 8 por encima del cual se tiene
inestabilidad ballooning. Por la condicién de equilibrio estable frente a modos
kink, en un tokamak es siempre ¢ > 1 (tipicamente cercano a 1 en el centro
del plasma y creciente hacia afuera, hasta valores 3 — 4). En la practica,
los tokamaks son estables ante inestabilidades tipo ballooning por debajo de

B~3—-6%.

6.8. Inestabilidades resistivas (modos “tear-
ing” )

Un equilibrio que es estable desde el punto de vista de la MHD ideal
puede ser inestable si se incluye el efecto de la resitividad. La razén es que
el congelamiento estricto de las lineas del campo magnético al plasma es
un condicionamiento muy fuerte, que impide a la configuracién de equilibrio
alcanzar ciertas configuraciones de menor energia, que serfan accesibles si se
permitiese una pequena difusividad. Esta difusividad permite que las lineas
cambien su topologia a través del fenémeno de reconexion magnética, hacia
un estado de energia magnética inferior a la del equilibrio.

Como en la prictica la resistividad del plasma es muy pequena, los efec-
tos difusivos s6lo pueden ser importantes en zonas con fuertes gradientes del
campo magnético, lo que ocurre donde hay alta concentracién de la densidad
de corriente j. Imaginemos el caso limite de corriente uniforme fluyendo en
una capa delgada plana muy extensa. Podemos pensar esta distribucién de
corriente como compuesta por hilos muy finos paralelos y muy juntos, llevan-
do corriente en el mismo sentido. Sabemos que estos hilos se atraen unos a
otros y que pueden estar en equilibrio sélo si la fuerza neta sobre cada uno
es nula. Si perturbamos la distribucién de equilibrio (por ejemplo apartando
algunos hilos y acercando otros) aparecerd una tendencia a juntarse de al-
gunos grupos de hilos de corriente. Esta nueva distribucion da lugar a lineas
de campo cerradas alrededor de los agrupamientos de corriente, lo que no
existia en el equilibrio. En otras palabras, la topologia de las lineas cam-
bid; éstas se “rompieron” y dieron lugar a lineas cerradas separadas de las
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originales. Esta imagen explica la denominacién “tearing” de esta inestabili-
dad. (También puede pensarse en el desgarramiento en jirones de la hoja de
corriente).

Para estudiar los aspectos de la inestabilidad tearing consideremos una
distribucién bidimensional de campo magnético de equilibrio de la forma
By = By (y) e, con

BUQA::[itanh(g). (6.35)

a
Asi, a es la longitud caracteristica de variacién de By, y la distribucién de
corriente que da lugar a este campo es, por la ley de Ampeére, jo = jo (v) e,
con

: 1 dBy B,
Joly) = ——2P0 _ _ , 6.36
o (¥) o dy poa cosh? (y/a) (6.36)

que muestra una distribuciéon de corriente concentrada mayormente en una
capa de semiancho a alrededor del plano (z, 2).

La idea es ahora perturbar esta configuraciéon y estudiar cémo evolucio-
nan las distintas magnitudes. Como nos interesa estudiar la inestabilidad de
configuraciones que son muy estables de acuerdo a la MHD ideal, anticipamos
movimientos del plasma lentos comparados con la velocidad de Alfvén, que
es caracteristica de las evoluciones MHD, con lo que podemos suponer la
evoluciéon incompresible. Por otro lado, consideramos perturbaciones en el
plano donde esté contenido el campo By, el plano (z,y), con todo lo cual

podemos usar la ecuaciones de la MHD bidimensional e incompresible (ecua-
ciones (3.36)-(3.38)). Escribimos asi que

u = V¢xe,,
B = By+ V¢ xe,,

con ¢ y v magnitudes pequenas. Tenemos asi que
. 1
j=jo——V*.
Ho

Linealizando en las perturbaciones las ecuaciones (3.36) y (3.37) obten-
emos facilmente

0

By 9 djo O
Y2 - 209 g2, YOV
patV§ o &UV + dy 0z (6.37)
0 _ 508 N
&__&%+%vw (6.38)

Como la resistividad 7 es muy pequena, sus efectos estardn restringidos
a una capa muy estrecha, de semiancho 9, alrededor del plano y = 0, donde
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la corriente es méaxima. De esta manera, podemos separar el problema en
el correspondiente al interior de la capa, donde los efectos resistivos son
importantes, y el exterior, donde puede despreciarse el término difusivo.

6.8.1. Problema interno

Como el estado de equilibrio depende sélo de y, estudiamos perturba-
ciones de la forma exp (ikz); por otro lado, anticipando una inestabilidad,
proponemos una evolucién temporal de la forma exp (vt). Ademds, con el
proviso kd < 1, las variaciones en la direccién y son mucho més importantes
que en la direcciéon x, por lo que los laplacianos pueden aproximarse por
sélo derivadas respecto de y. Finalmente, dentro de la capa resistiva el cam-
po magnético de equilibrio puede aproximarse por (la prima indica derivada
respecto de y)

Bo (y) = By (0)y,
y, por lo tanto,
Jo = 0.

Con todo esto escribimos

£ =& (y)exp (vt +ikx),

con una expresioén ansloga para 1, y las (6.37) y (6.38) se reducen a

B! (0
10" = z‘ky%w”, (6.39)
0

v = ikyB, <0)£+§0w". (6.40)

Dentro de la capa resistiva ¢ difunde eficientemente, por lo que antici-
pamos un valor practicamente constante, y podemos escribir asi ¢ ~ 1 (0).
Sin embargo, su derivada segunda debe ser grande para que el término difu-
sivo sea importante. Notando que por la simetria del problema 1 (y) es una
funcién par, podemos aproximar

77b/l (0) ~ wl (5) B W (_5> _ wl (6)

- 20 5
El valor ¢’ (§) de la derivada de 1) en el borde de la capa resistiva debe
calcularse resolviendo el problema externo. Por ahora conviene expresarlo a

través de la magnitud (con unidades de inversa de longitud, y con un factor
1/2 agregado por convencién)
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donde v,,, es la solucién del problema externo (para este problema el espesor
de la capa puede tomarse igual a cero), y en términos de la cual es

9 (0) = 556 (0).

Con esto, evaluando (6.40) en y = 0 tenemos

_nkK

¥ (0),

lo que nos dice que tendremos inestabilidad (y > 0) sélo si K > 0. Por
otro lado, al evaluar (6.40) en y = § debemos tener en cuenta que todos los
términos son del mismo orden:

¥ (0) ~ k0B (0) € (8) ~ uiw (8),

que nos dice que " (§) ~ " (0), y que

i (0)
§00) = k6B (0)

De estas ecuaciones obtenemos entonces
n K
fig 20"
K
2#0"35236 (0)

(6.41)

£(9)

12

(6.42)

Evaluando ahora (6.39) en y = J tenemos

£0) _ s B0)
0 Ho

K

donde hemos aproximado " (§) ~ ¢" (0), y & (§) ~ —£(0) /6 (el signo
menos es impuesto porque debe ser 6 > 0). Usando (6.41) y (6.42) en esta
ecuacién obtenemos finalmente

. 773/5K4/5 [k36 (0)]2/5 (6.43)
(2p0)*° p215
_ 772/5K1/5p1/5 (6.44)
(2410) " [k B (0)]° '
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6.8.2. Problema externo

Para evaluar el problema externo conviene cuantificar mejor el tiempo car-
acteristico de la inestabilidad tearing, y~!. Notemos para esto que el tiempo
caracteristico de difusién es

52
Ty = )
"/
mientras que el tiempo caracteristico de evolucion MHD es
1 1

TA= = .
"7 koa kB (i)

De la (6.44) vemos que 6°/n ~ n~'/®, por lo que en el limite de muy baja
resistividad el 7,, es muy largo, y consideramos entonces 7, > 7 4.
Si escribimos que B}, (0) ~ B, /a, podemos expresar (6.43) como

=7, (Ka)Y? (8/a).
Andlogamente, podemos expresar (6.44) como
6/a=Ka (Ta/T)°, (6.45)
con lo que tenemos finalmente
v = (Ka) 7 (ry/7a)’ T4 > T4, (6.46)

para Ka ~ 1. Con estos tiempos largos de evolucién, la inercia es despreciable
en el problema externo, por lo que podemos escribir (6.37) como

BO aqvbe:vt _
Lo 8 wext + 0 a =0.

Haciendo entonces v, (z,y) = .., (y) exp (ikx), obtenemos la ecuacién
-/
w/e/xt - <k2 - Mé_{)ﬂ) wezt = 0.

Con las expresiones (6.35) y (6.36) esta ecuacién se escribe

2
" =0,
wext ( CL2 COSh2 (y/a)) wemt

que tiene la solucién analitica (con la condicién ¥, (|y| — oo) = 0)

B tanh (y/a)
¢ext - Cexp (_k |y|) |:1 + k:—a} )
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con C una constante arbitraria.
Podemos ahora evaluar K

277D,emt

K =
wext

_2 i—/m
y:O_a ka '

Recordemos que la inestabilidad (y > 0) requiere K > 0, lo que vemos que
ocurre para ka < 1; esto es, para longitudes de onda mayores que 27a.

Notemos que el problema interno es general ya que no depende de la for-
ma precisa del equilibrio (que entra en el problema sélo a través de By (0)).
Aunque la solucién obtenida aquf es aproximada, la solucién numérica rig-
urosa proporciona un valor de v que difiere sélo en un factor 0,55 de la
expresion (6.43). Por otro lado, el problema externo depende del equilibrio
estudiado, pero el resultado obtenido de K ~ (lm2)_1 para pequenos k es
valido en perfiles de corriente bastante genéricos. Notemos finalmente que
la solucién obtenida deja de ser valida cuando 74 S 7,; esto es, por (6.45),
cuando K > 6/a?, o sea, k <o67".

Para los modos de onda largos tenemos entonces que la tasa de crecimiento
de la inestabilidad es

LB
7= L2/5 (a2u0)4/5 pl/5 '

6.9. Modos tearing en tokamaks

Los modos tearing tienen importancia fundamental en tokamaks. Las
complicaciones de la geometria toroidal pueden aliviarse usando la aprox-
imacién cilindrica del toro, que es convertido en un cilindro de radio a (el
radio menor del toro, al que le corresponde la variable angular 6) y longitud
L = 27R, con R el radio mayor del toro (con variable angular ¢). La tridi-
mensionalidad de los modos se reduce si se analizan modos helicoidales, en
los que una magnitud perturbada genérica se escribe como

a(r,,¢) = a(r)expli (md — neg)l,

con n y m enteros, como corresponde por condiciones de periodicidad. La
coordenada axial cilindrica z se corresponde con el dngulo ¢ del toro como
2z = R¢, de manera que podemos tratar los modos helicoidales en geometria
cilindrica definiendo la variable angular helicoidal

n
A=0—-— A4
el (6.47)
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con lo que las variables perturbadas tiene la dependencia
a(r)exp (imA) .
El campo magnético base es de la forma
By = By (1) es + By (1) e.,

y las lineas de campo estdn dadas por

rdd  dz  Rdo
B()g (T) - BOZ (’I“) - BOz (7”) '

Con esto, usando el denominado factor de seguridad correspondiente a la
superficie magnética de radio r

do
q(r)= a0’
se tiene la relaciéon ,
B — ——By, =0. 6.48
00 (1) = oy B 1) (6.49)

De la definicién (6.47) de A el versor correspondiente a la direccién de
variacién de esta coordenada es

le, - n
= |§i| _ mReZ2 —ey— e (6.49)
=+ (35

mR )
donde en la ultima igualdad se usé el ordenamiento correspondiente a toka-
maks: r < R.
Notemos que la hélice sobre la superficie r = cte estd dada por la relacién
A = cte, lo que significa que a lo largo de la hélice es df = ndz/ (mR) y el
correspondiente elemento de linea es

€\

dl = rdfey + dze, = <ﬂeg + ez> dz, (6.50)
mR

con lo que el versor tangente a la hélice es
nr
dl RS T e nr

= T = €y + €.,
A G’

mR
donde se us6 nuevamente la condicién r < R (notemos que se cumple e;-e) =
0).

€
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Con estos preliminares, la componente de campo base helicoidal

nr
Box=Bg-e\= By (r) — —Byg, (r
on = Bo - ex = B (1) Do (r)
se anula, de acuerdo a (6.48), en las superficies magnéticas "singulares"que
cumplen

con lo que de un lado y otro de estas superficies puede existir componente de
campo magnético con orientaciones opuestas y desarrollarse un modo tearing.
De la condicién de divergencia nula del campo magnético es

10 10By 0B,

0= o BT e T
10 10By n 0B,
= o BTN TR

donde para la ultima igualdad se usé la definicién (6.47), considerando que
el campo es funcién de las variables r y A solamente. De esta manera, en
términos de la componente helicoidal

nr
By =By— —B.,
A 0 MR
tenemos
10 108,

rar By =0

que nos permite definir una funcién 1 (r, \) tal que

10y

B»,« = ;ﬁ’ (651&)
o

By = -5 (6.51D)

Por otro lado, notemos que el campo magnético se deriva de un potencial
vector: B =V x A, con componentes

10A., 0Ap 104, n 0Ay

r 90 92 rox TmRon

L 0A_ 04, n 9A, 0A.
"7 oz or  mR O\ or’

10 104, 19 104,
Be= g =% =ra M) Ty
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con lo que
10 nr
Br = gy (At p).
0 nr
By = =g (At ).
y comparando con las (6.51),
nr
=A, + —=A.
(G + R

Si consideramos ahora el flujo de B a través de la superficie helicoidal
sustendida entre el eje z y la hélice de radio r, y A = cte,

/B-dszj{A.dl,

notamos que en la hélice A\ = cte es el dl estd dado por (6.50), con lo que
sobre el contorno es

A-dl— (Az n %Ae) dz = Ydz,

2R
/B-dS:/ Wdz = 2 Ry,
0

ya que 1 (1, \) es constante sobe la hélice (r y A son constantes en ella).
De igual manera, si se toma la ecuacion de evolucién del campo magnético,
incluyendo resistividad,

lo que resulta en

oB N <o
E—VX(HXB)—FM—OVB,

y se calcula el flujo a través de la superficie helicoidal considerada, se tiene

) B U
a/B-ds_jf(uxB)-dl—M—0 (V x B) - dl.

Por célculo directo es inmediato comprobar que sobre la hélice se tiene

(uxB)-dl = (u.By—uyB,)dz
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mientras que

10 2n

L NE S

Usando las (6.51) y el ordenamiento de tokamak r < Ry By, constante, con
By, > By > |dB|, podemos escribir esta ltima igualdad como

2n

(foﬂwﬂ:<—V%W+E§

BUZ) dZ,

donde el laplaciano en las variables r, A es

2 10 (O 10
T(‘?r +7‘28)\2'

Haciendo la integral trivial sobre z (ya que todos los integrandos son
constantes) y cancelando el factor comin 27 R se tiene
o o un0Y ( 2n )

CA V) — —B,,

ot ar TN g mRiR (6.52)

Notando que para el campo base es

nr oY,
Box = Bog (1) — —— B, = — =2,
oA 00 (7) mR° or
se tiene que
o= — [ Boy(r)dr + 27 13
0= 00 \T") ar omR %
Asi,
2n 1d ,
Vi — EBOZ = (rBos) = —HoJos;
con lo que escribiendo en (6.52) ¥ = 1, + 09 se tiene
9oy g N o2 ~
e T
ot t+u or Mov Y —njo

donde sélo se linealizé el término convectivo del lado izquierdo.

Para el andlisis en el entorno de la superficie singular en r: ¢ (r5) = m/n,
donde 01,/0r = 0 y el laplaciano de la perturbacién es més importante que
el del flujo base tenemos que

o

N —2
~ — 6.53
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y podemos aplicar estimaciones similares al caso plano de la seccién anterior.
Considerando una perturbacién de la forma

0 = a(r,t) cos (mM),
en el entorno de la superficie singular es
1
=1 (rs) + 51%/ (rs) (r —rg)* + a(rs, t) cos (mA)

con lo que las superficie magnéticas 1) = cte tienen la expresion

.= i\/2[cte—oz(rs,t) cos (mA)]

" Y
Yo (75)
que tienen la forma de islas encerradas en una separatriz (correspondiente a
cte = a(rg, t)) de semiancho

A=g folst) (6.54)
o (7s)
Tenemos asi que en estas islas es
' (re + A) — oY (rg — A K&y (rs
gy e ST D) =0V (1,2 8) _ KO0 ()
donde
o S0+ A) = 6 (r, = A) 655

o9 (rs)
Notemos que este pardmetro es el que debe determinarse con la solucién
externa MHD ideal, que en la superficie singular tiene un valor continuo
01 (rs), pero derivada discontinua, distinta a cada lado de la superficie.
Con esto, la (6.53) se escribe

Ja n K
— ~——q
ot~ pg2A
que usando (6.54) para escribir o = vy (1) A%/4 resulta en

OA n K

EE
que nos indica que cuando K > 0 las islas crecen linealmente en el tiempo, y

tenemos asi una inestabilidad tearing, que ha roto las superficies magnéticas
en el entorno de la superficie singular, y ha generado estas islas crecientes.



CAPITULO 6. EQUILIBRIOS Y ESTABILIDAD 130

Para estudiar el problema externo consideremos, como es apropiado para
estos modos lentos, que la inercia puede despreciarse, con lo que las pertur-
baciones en tal zona satisfacen la ecuacién

—Vop+jox 0B +6j x By =0, (6.56)

con dp la pertubacién de la presion.
Escribiendo

0B = 6B,e, + 0Byes = 0B,e, + 0By <e9 . ﬂez) ,
mR

un cdlculo directo lleva a que

1 1
§j x Bg = — (V x 6B) x By = — Bp\V?§te,,
Ho Ho
donde se usaron las (6.51).
Se tiene también por célculo directo que
. . nr . . .
Jo X 0B = — (Jo,z + —joe) dBxe, + (jo-€9 — jose:) 0By,
mR

que en el ordenamiento del tokamak, donde B, se puede considerar con-
stante, puede aproximarse tomando jyy ~ 0 para dar

09 106
or r O\

El sistema de ecuaciones se escribe entonces como

a0 a0 1

2P = jOz_¢ + —BoxV?01,
or or

oy onw

a T

Proponiendo que d¢ = « (r)cos (mA) y que op = 7 (r)cos(mA), de la
segunda ecuacién resulta inmediatamente que 7 (1) = jo. (r) a(r), con lo
que al reemplazar en la primera se obtiene la ecuacién para a (r)

djo. Box |1 d do m?
S [y ) i 6.57
“ dr o {r dr (r dr) 72 a] ( )

Notese que como By, = 0 en la superficie singular » = r; esta ecuacién
tiene una singularidad en ese radio. La técnica entonces es obtener las solu-
ciones de (6.57) ay parar > r, y a_ parar < rs, cada una satisfaciendo las
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condiciones de contorno fuera de 74 en su regién y cumpliendo continuidad
en 7. De esta manera, el valor K definido por (6.55) estara dado por

O/—i- (rs) — o’ (rs)

a4 (TS)

K —

Y

y la condicién de estabilidad definida por su signo.
Como un ejemplo muy simple consideremos el caso en el que la corriente
Jo-» estd muy concentrada alrededor del eje z de manera que para r > 0 se
pueda aproximar jy, = 0. Tal caso corresponde a
fol

B = —
00 2rr

T BOz 27TB02 2

q(?“) = EBOHZMO[Rrv

. Im ol R
*\ n21Boy,’

La ecuacion (6.57) se reduce a

de manera que

/ m2

a
o'+ — - —a=0,
r r
cuyas soluciones son de la forma r*™. Claramente, la solucién para r > 7,
que decae al alejarse de r; es

r —m
ap =Ay (7) )

mientras que la correspondiente a r < rs es

a_ = A_ (L) )
T's

La condicién de continuidad en 7 impone que A, = A_ con lo que resul-
ta inmediatamente K = —2m/r,, que muestra entonces que la perturbacién
decae y la configuracién considerada es estable para estos modos (de he-
cho sobreestable). Notemos finalmente que en (6.57) para m suficientemente
grande puede despreciarse el término de la izquierda, con lo que las soluciones
obtenidas valen aun en el caso que jy, no esté concentrada en el eje, lo que
nos dice que en general los modos con m grande no son peligrosos para el
desarrollo de inestabilidades tearing.



Capitulo 7

Teoria cinética de plasmas

La descripcion de fluido es suficiente para tratar la mayoria de los procesos
macroscopicos en plasma. Sin embargo, algunos fenémenos de interés depen-
den de la forma detallada de la distribucién de velocidades de las particu-
las. Cuando las colisiones son infrecuentes y por lo tanto inefectivas para
maxwellianizar las funciones de distribucién en tiempos suficientemente cor-
tos comparados con los de evolucién del proceso de interés, es necesario usar
la descripcién cinética.

7.1. Aproximacién de Vlasov

Esta aproximacion consiste en despreciar el término de colisiones en la
ecuacion cinética general (3.2). Esto es razonable cuando se estudian procesos
que evolucionan réapidamente en comparacién con el tiempo de colisiones. Por
ejemplo, en fenémenos oscilatorios de alta frecuencia y en inestabilidades
cinéticas, que son precisamente los temas que consideraremos. El sistema
completo de ecuaciones de Vlasov es entonces

Ofa Ofa Ofa _
at+ I +ma(E+ x B) - v 0,
VE - - qa/fad?’

VXE = —E,

V.B = 0,

1 OE
VxB = o Ld3v e

132
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De los posibles procesos descriptos por estas ecuaciones, nos limitaremos
a los casos en los que el campo magnético no tiene ningiin rol dindmico, como
hemos visto es el caso de las oscilaciones de plasma y las oscilaciones iénico-
actsticas. En este caso sélo es necesaria la ecuaciéon de Poisson. Consideramos
ademds problemas que dependen de una sola coordenada cartesiana, que
llamamos x, y consideramos una sola especie de iones de carga Ze. Asi,
podemos escribir la ecuacién cinética para cada especie como

dfa dfa Ifa

qo
LT AT L3 =0,
ot v 8x+ma v,

la que podemos integrar respecto de las velocidades v, y v., y definir las
funciones de distribucién unidimensionales

F, (z,v,,1) = /fa (x,v,t) dvydv,.

El sistema a estudiar es entonces

F, F, E
86 ae eEae

x5 Laes— = 07
ot T dr  m.  0vu,

ot g~
ot "o T o,

OB, _ e [Z/Fidvx _ /Fedvx} .
ox o

Los fenémenos descriptos por este sistema simplificado son muy comple-
jos, por lo que estudiaremos la evolucién de pequenas perturbaciones a un
estado base estacionario y espacialmente homogéneo, definido por las fun-
ciones de distribucién Fy. ; (v,), que satisfacen la condicién de neutralidad

Z/%mz/%m,

a la vez que el campo eléctrico de orden cero es nulo. Para simplificar la
notacién no explicitaremos mas los subindices espaciales y escribiremos sim-
plemente F por E,, y v por v,.

Si escribimos entonces

Fe,i (377 v, t) = F[]e,i (U> + Fle,i ([L’,’U,t) )

tenemos en cuenta la condicién de neutralidad del estado base, y despreci-
amos términos de orden dos en las perturbaciones (el campo eléctrico es de
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orden uno), obtenemos el sistema linealizado

8F16 aFle € dFOe

- - F = 0

ot v Ox me dv ’

(9F1i 8F11 Je dFOz
v —F

ot + ox +m,~ dv

a—E = E |:Z/th2}— /Fledv} .
ox o

Como estudiaremos problemas sin contornos, y no existen factores explic-
itos dependientes de x, conviene estudiar los modos de Fourier espaciales de
E y de Fi.;. Escribimos asi

= 0,

“+oo

Blht) - /_ B (2, 1) exp (—ikz) da,

o0

~ +00
Fie; (kv,t) = / Fie;(z,v,t)exp (—ikz) dx.

oo

Podrfamos en principio estudiar también los modos de Fourier temporales,
pero veremos que es mds correcto tratar la parte temporal con el método de
la transformada de Laplace. Definimos entonces

+oo
£k s) = / B (k, t) exp (—st) dt, (7.1a)
0
+oo
Fei(k,v,8) = / Fie;(k,v,t)exp (—st) dt. (7.1b)
0
Teniendo en cuenta que

400 - -
/ %Fle,i (k,v,t)exp (—st)dt = —Fie; (k,0,0) + s Fe, (k,v,8),
0

se obtiene facilmente el sistema transformado Fourier y Laplace

, e€ dFye ~
(s +ikv)F, = p— dz? + Fi (k,v,0),
Zengoi ~
k g = Fz k, 70 )
(s +ikv) F, — + Fhi (k,v,0)

e +oo +o0o
ik = = {Z Fidv — Fedv] :
0 _

o0 —0o0
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Las dos primeras nos dan inmediatamente 7, ; en funcién de £

e€ dFoe ~ 1
Fe (k?,U,S) - |:E d’U +Fle (I{Z,U,O):| s +ikv’
Ze€E dFy  ~ 1
f'z( 7'078) |: m; dv + 12( 71)70):| S +ik”U7

que al reemplazarse en la tercera nos da, tras unas operaciones sencillas,

D (k.5) € (ko) = N (k.s) (72)
donde
ie | [t Fy (k,v,0) o By, (k,v,0)
N (k = — Ay -7 Vg .
(k. 5) keg [/_Oo s +ikv /_oo s +ikv |7 (7.3)
ie? 0 dFye /dv iZ2%e* [T dFy/dv
D (k = 1- dv — ——dv(74
(k. s) kegme /_OO s +iko " keom; /_Oo s +ikv v{7.4)

Como nos interesa determinar la evolucién temporal de un modo espacial
de Fourier dado, invertimos sélamente la transformada de Laplace. Asi, por
ejemplo,

. 1 o+100
E(k,t) = —/ E (k, s)exp (st) ds,

271

o—100

donde ¢ es un niimero real tal que el camino de integracién deja a su izquierda
todas las singularidades de & (k, s). En términos de los puntos singulares s,
de &€ (k, s) podemos escribir la férmula de inversién como

E (k,t) = Z residuo [€ (k, s) , s, exp (spt)

Sp

que nos dice que los puntos singulares con Re (s,) > 0 corresponden a inesta-
bilidades, y aquellos con Re (s,) < 0 a modos amortiguados. Notemos que las
definiciones (7.1) estdn bien definidas sélo si Re (s) > 0, por lo que valores
con Re(s) < 0 deben entenderse como correspondientes a la continuacién
analitica de las (7.1) en esa region.

Vemos de (7.2) que, si escribimos & (k,s) = N (k,s) /D (k, s), los puntos
singulares de & (k, s) corresponden a puntos singulares de N (k, s) y a ceros de
D (k, s). Las integrales en la variable v que definen a estas funciones en (7.3) y
(7.4) deben considerarse como correspondientes al plano de valores complejos
de v, a lo largo de una curva cerrada C' que incluye el eje real (recorrido en el
sentido indicado), que se cierra a través de un arco al infinito en el semiplano
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Im (v) > 0 (que tiene contribucién nula para las funciones de distribucién
aceptables). Es claro entonces que para Re (s) > 0 los puntos singulares de
los integrandos en (7.3) y (7.4), correspondientes a v = is/k, se encuentran
en el semiplano superior (el valor de k puede considerarse positivo porque k
negativos corresponden al complejo conjugado de la amplitud del modo de
Fourier); esto es, dentro de la curva de integracién, y por lo tanto no dan
lugar a singularidades de la integral (se entiende que esto vale para funciones
de distribucién razonables, que son los numeradores de los integrandos). Asi,
N (k,s) y D (k,s) son funciones enteras (sin singularidades) en Re (s) > 0.
De igual manera, son también funciones enteras para Re (s) < 0, en general
diferentes de las correspondientes a Re (s) > 0, pero por lo dicho respecto de
las definiciones (7.1), las funciones que interesan son las definidas para valores
con Re(s) > 0, esto es, por las singularidades en el semiplano Im (v) > 0.
Los valores con Re (s) < 0 corresponderédn a la continuacién analitica hacia
el semiplano inferior, que por ser la funcién entera para Re (s) > 0, siempre
puede hacerse, al menos en una banda de valores finitos de Re (s) < 0.

Para Re(s) > 0 las singularidades en los integrandos en D (k, s) estdn
dentro de la curva de integracién, y dan por lo tanto lugar a valores finitos
que podemos calcular facilmente por residuos. El comportamiento interesante
aparece cuando Re (s) = 0 (que corresponde a un modo puro de Fourier con
w = is) y cuando Re(s) < 0. En estos casos la continuacién analitica de
D (k, s) requiere deformar las curvas de integracién en v para que incluyan
en su interior el punto singular v = is/k.

En el caso Re(s) = 0 la curva se deforma ligeramente incluyendo la
singularidad sobre el eje real de v, al saltearla con una semicircunferencia de
radio infinitesimal. Esto permite calcular inmediatamente

Foe i T dFpe. Foei
/ —d Oe’l,/dvdv = Pr/ —d Oe’z,/dvdv—I— il —d Oe;t , (7.5)
o S +ikv s + kv k dv vis/k

— 0o
donde Pr representa el valor principal de la integral.

Notemos que si hubiésemos atacado el problema usando modos de Fourier
temporales de entrada, que formalmente se obtienen de lo hecho aquf toman-
do Fi.;(k,v,0) = 0y s = —iw, habrfamos obtenido la ecuacién para el
campo eléctrico (el subindice V' corresponde a Vlasov)

DV (k,W)g(k,(U) = 07 (76)
con
e? 0 dFye /dv Z%e? [T dFy;/dv
Dy (k =1- — ———dv. (7.7
v (k) k2eom. /_OO v— w/k Y k2eom; /_oo v— w/k v. (7.7)
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La condicién de existencia de perturbacion; esto es, £ (k,w) # 0, conduce a
la relacién de dispersién w (k) dada en forma implicita por Dy (k,w) = 0.

El problema es que, siendo w un nidmero real, no tendriamos una prescrip-
cién correcta para tratar las singularidades de los integrandos en v = w/k.
Vlasov traté el problema originalmente usando modos de Fourier y postulo
que la singularidad se salvaba tomando el valor principal de las integrales,
con lo que perdi6 el segundo témino en (7.5). Fue Landau quien luego realizé
el tratamiento correcto de Laplace, por lo que los efectos asociados al nuevo
término llevan su nombre.

Es importante destacar que, como vimos, para Re(s) > 0 el circuito
original de integracién C' no necesita ser deformado, por lo que el tratamiento
de Laplace coincide con el de Fourier més la suposiciéon de una frecuencia
compleja w = s, con parte imaginaria positiva. Tenemos entonces que las
inestabilidades pueden estudiarse con el formalismo més simple de Fourier,
suponiendo simplemente frecuencias complejas.

7.2. Ondas de plasma y amortiguamiento de
Landau

Un problema importante que puede ser abordado con lo visto es el de os-
cilaciones de plasma. La alta frecuencia asociada a estas oscilaciones permite
despreciar completamente el efecto de los iones, considerando que debido a
la gran inercia de éstos su funcién de distribucién no es alterada por las per-
turbaciones del campo eléctrico: F}; = 0. Estudiamos ademads oscilaciones
practicamente puras (Re (s) ~ 0), con lo que conviene usar la notaciéon mas
familiar s = —iw, con lo que la expresién (7.4) se escribe en este caso, usando
ademds (7.5),

2 +o0 F . F
D(kw)=1+— [Pr/ dFoc/dv i dFo.

kegm, oo w— kv k dv

] (78
v=w/k

Notemos que wye >~ vr./Ap, con lo que, como esperamos oscilaciones con
W Wpe,

w UTe

— o~

kE  kXp
para longitudes de onda mucho mayores que la longitud de Debye. De esta
manera, como la contribucién principal al numerador del integrando es para

v ~ U, podemos aproximar

1 1[ kv (kv)2 ]
=—|14+—4+1—) +...1,
w—kv w w w

> Ure )
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y la integral se realiza facilmente, dando

% 1 Fye /dv nee | k kN2 E\?,

donde (...), simboliza el promedio con la funcién de distribucién impertur-
bada.

Para el caso de no tener corriente en el equilibrio es (v), = 0, mientras
que (v?), = v, con lo que obtenemos

)

2n0e | k E\? mw dFpe,
Dhw) = 1——0 121 3(2) 2 4. 4 = D0t
keomew |w w knoe dv |,
o w_f,e B 3w§ek;2u%e B iwwf,e dFp. (7.9)
w? wt k*nge dv |,_, Ik ’ '

donde en la segunda linea hemos despreciado los términos de orden superior
en k*v3,, /w?.

Podemos resolver en forma aproximada la relacién de dispersion D (k,w) =
0, proponiendo que la frecuencia tiene una pequena componente imaginaria:
w = wg + 17, con |y| € wg. Suponiendo también pequerio el ultimo término
de (7.9), tenemos al separar parte real e imaginaria

wh = w§e+3k2v%e,
rwd,  dF,
pe Oe
— ) 7.10
i 2no.k?  dv S ( )

Notemos que hemos obtenido la relacién correcta de ondas de plasma, in-
cluyendo efectos térmicos, més un efecto nuevo que, para dFy./dv < 0 (que
corresponde a funciones de distribucién en equilibrio), es el de un amor-
tiguamiento de la oscilacién. El limite de amortiguamiento muy pequeno
corresponde a Re (s) — 0.

Para una distribucién maxwelliana (v}, = T./m.)

P Nge ( v? )
. = exp | —=—5 |,
0 V21T, P 21}%5

es (Ap es la longitud de Debye)

o _\/;ko;p;f’ o (_W) |
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por lo que si k Z A\p' las ondas son fuertemente amortiguadas (y ~ w,, para
ko~ Aph.

Este amortiguamiento es denominado de Landau y constituye un efecto
notable, debido a que no hay procesos disipativos incluidos en el formalismo.
La razoén fisica es que los electrones que se mueven con velocidad v ~ wp./k
estan practicamente en fase con la oscilaciéon de plasma, por lo que estdn
sometidos a un campo eléctrico que es aproximadamente constante en su sis-
tema de referencia. De esta manera, los electrones ligeramente més lentos que
wpe/k son acelerados, ganando energfa a expensas de la oscilacién, mientras
que los que son ligeramente mas rapidos son frenados, entregando energia a la
onda (como E puede ser positivo o negativo tenemos tanto aceleraciéon como
frenado para ambos tipos de particulas; sin embargo, el frenado de particulas
con v < wye/k las “saca” de resonancia evitando frenado adicional, mientras
que la aceleracion las “pone” en resonancia, aumentando el efecto de esta
aceleracién; como lo contrario ocurre para las particulas con v 2 wp./k, el
efecto neto es el mencionado). Si dFp./dv < 0 hay més electrones que ganan
energia que electrones que ceden energfa, con lo que la onda se amortigua.

En el sistema de referencia de la onda la velocidad de la particula es v —
wpe/k, y cambia de signo al reflejarse la particula en el potencial estacionario
en ese sistema, esto es, pasa a ser wy./k —v. Asi, en el sistema de laboratorio
la velocidad pasa de v a 2w,./k — v, y el cambio de energia de la particula
es por lo tanto

Ae = % [(2wpe/k — v)? — v?] = 2mwpe [k (wpe [k — v),

donde se ve que, efectivamente, particulas con v > w,./k pierden energia,
y aquellas con v < wp./k la ganan, la diferencia de energfa es ganada o
perdida por la onda. Nétese que si la onda no cambia apreciablemente entre
dos reflexiones de la particula la energia que pierde (gana) en la primera
reflexién es recuperada (cedida) en la segunda, y no hay un itercambio neto
de energia entre onda y particula. Por esto, para que haya efectivamento
amortiguamiento de la onda, el tiempo caracteristico de amortguamiento,
]7\_1, debe ser menor que el tiempo entre dos reflexiones 7, que cumple
AT ~ y/eEgA/m., donde X es la longitud de onda y FEy la amplitud. Para
A ~ Ap vimos que |y| ~ w,e por lo que se tendrd efectivamente amortiguacion
si ellgAp < Ty, o sea campos suficientemente pequenos.
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7.3. Amortiguamiento de Landau en ondas
i6nico-acusticas

Para estas oscilaciones de baja frecuencia debemos incluir la dindmica
i6nica, con lo que tenemos, en lugar de (7.8),
vw/k]

2 +oo F . F
D(kw) = 14 -—° [Pr/ dFoe/dv,  in dFy
v—w/k]'

keome. w — kv k dv
Las frecuencias que esperamos ahora cumplen con el ordenamiento

—0oQ
7262

+k€0mi

Feo dFU,L/dU T dFOz
p S0 gy 2
1r/ w— kv Y k dv

—00

k’UTi L w K kUTe,

con lo que la integral del término iénico podemos aproximarla como hicimos
arriba para el caso electrénico (nos quedamos con la aproximacién mas baja)

too dFOl/dU k
/;OO —w kv dv ~ —TLOZ'E.

Para la integral del término electrénico aproximamos

1 1 1+ w i < w )2 n
w—kv kv kv kv o
y queddndonos con sélo el primer término tenemos

/+°° dFye/dv 1 /+°° Foe , Mo

~ v =
2 2
v kvz,

w— kv k .

—00 o0

con todo lo cual resulta

2 . Z22i
D(kw) = 14— 0 2T

k2eomev,  eomiw?

ime? ( 1 dFy. 27 dFOi)
+2
v=w/k

k2 E dv m; dv
w? wh im W;%e dFOe+w;2n' dFp;
Nge dv ng; dv v:w/k'

Si despeciamos completamente el término de Landau obtenemos, de D (k, w) =
0, despreciando ademads el uno frente al segundo término,

w2

2 _ Tpip2.2 _ 122
w® = ——k"vp, = k"¢,
pe
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la ya conocida relacién de dispersién para ondas iénico actsticas. Si pro-
ponemos entonces w = kc, + 17y, con ¥ pequeno, obtenemos ficilmente

S

_ 7.11

7TkC3 %2;@ dFOe an dFO’L
+ .
Nge dv no; dv ) ,_.

Evaluemos esta expresién para distribuciones maxwellianas (vre; = \/Tei/Me;)

Foo = Noe,i exp v?
Oeji = ———= - -
Ure,iV 2T 207, ;

El célculo es sencillo, y conviene expresar el resultado como

L [z, | (Zm N AN 7T,

e () () e ()
Vemos que el amortiguamiento debido a los electrones (el primer término en-
tre corchetes) es efectivamente pequeno (7 < k¢ ), pero el debido a los iones
es pequeno sélo si T, > T; (a primera vista lo mismo valdria en el limite
opuesto, pero recuérdese que se usé que kvp; < w < kvpe). Obtenemos
entonces el resultado que las ondas iénico-acisticas sélo pueden existir sin
amortiguamineto apreciable en plasmas con 7T, > T;. Notemos que el amor-
tiguamiento debido a los iones es pequeno en este caso porque hay pocas
particulas en fase con el campo eléctrico de la onda. El amortiguamiento de-
bido a los electrones es pequeno en general por una razén muy diferente; hay
muchos electrones en fase con el campo eléctrico porque v, > c,, pero, y
debido a esto mismo, dFp./dv es pequeno en v = ¢, con lo que la diferencia
entre el nimero de electrones que extraen energia y el de los que dan energia
a la onda es pequena.

7.4. Inestabilidad de dos haces

Las inestabilidades MHD que se estudiaron en el capitulo anterior se de-
sarrollan en tiempos relativamente largos respecto del tiempo de colisiones,
de manera que las funciones de distribucién de las particulas del plasma son
aproximadamente maxwellianas. Existe otro tipo de inestabilidades, de rap-
ida evolucién, relacionado con el apartamiento de la funcién de distribucién
respecto de la maxwelliana. Un ejemplo de interés es la inestabilidad de dos
haces, en la que la funcién de distribucién de orden cero corresponde a dos
haces frios de electrones interpenetrantes, que se mueven con velocidades vy y
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—1)p, respectivamente, en la direcciéon x, con un fondo neutralizador de iones
quietos. Estas aproximaciones nos permiten un tratamiento analitico sencillo.

Sabemos que al estudiar una inestabilidad (Re (s) > 0 en el formalismo de
Laplace) podemos usar el formalismo més sencillo de Fourier, interpretando
a la frecuencia como compleja con Im (w) > 0. De esta manera, usamos la
relacién de Vlasov (7.7), sin contribucién de los iones,

e? T dFy. /dv
Dy (k,w) =1 — aree/dv
v (k) k250me/ v— w/k v

donde la funcién de distribucién de los haces es (usando deltas de Dirac)

e
FOe: 20

[0 (v —wp) 4+ 6 (v+vg)].
La integracion es entonces trivial (hecha por partes) y resulta

w? 1 1
Dy (k,w)=1- % +
v () 2 [(w+ kv’  (w—Fkuy)?

La relacion de dispersion Dy (k,w) = 0 es claramente un polinomio en w de
grado cuatro. Notando que para w — +oo es Dy (k,w) = 1, mientras que
para w — tkvg es Dy (k,w) — —oo, nos dice que la curva Dy (k,w) (para
k fijo), funcién de w, cruza el eje Dy = 0 al menos dos veces en |w| > kv,
con lo que al menos dos raices son reales. Las otras dos raices serdn entonces
reales o complejas conjugadas una de otra. Tendremos entonces inestabilidad
si las raices restantes son complejas. Como

0 1 1
— Dy (k,w) = w? 5 + 3
(w+ kvg)”  (w— k)

Ow be

s6lo se anula en w = 0, el méximo de Dy (k,w) se encuentra alli. Para que
existan raices complejas este méximo debe ser negativo, de manera que en
lw| < kv es Dy (k,w) < 0y la curva sélo cruza el eje en los puntos vistos
con |w| > kvg. Asi, la condicién de inestabilidad es Dy (k,w = 0) < 0, o sea
kvy < wpe. Tenemos asi inestabilidad para ondas con

27T’l)[)

A >

Wpe

Las perturbaciones (del estado base de dos haces interpenetrantes) que sat-
isfacen esta condicién generan acumulaciones de carga que aumentan con el
tiempo dando lugar a un rapido rompimiento de la configuracion.
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7.5. Amortiguamiento inverso de Landau

7.5.1. Inestabilidad de ondas de plasma

La razon fisica del amortiguamiento de Landau nos hace esperar que si en
el entorno de la velocidad de fase de una oscilacién electrostédtica existen més
particulas rapidas que lentas, la onda crecerd a expensas de la energfa cinética
de estas particulas. Esto requiere que en v = w/k la derivada de la funcién
de distribucion sea positiva. En el caso de ondas de plasma podemos ver esto
en la expresion (7.10), obtenida en este caso como el limite de Re (s) — 0T,

w3 dF
pe Oe
= . 7.12
7 2npek?  dv ( )

La condicién dFy./dvl,_,
presenta una protuberancia en v >~ w,./k, que se denomina “bump on the
tail” (la expresién castellana no es muy feliz). Siempre que exista esta forma
de funcién de distribucién se tendrd inestabilidad de las oscilaciones con
longitud de onda apropiada para satisfacer la condicién dFy./ dv\vzwpe > 0.

La inestabilidad de dos haces es un caso particular (y extremo) de dis-
tribucién con “bump on the tail” (“tails” en este caso), que fue estudiada
sin la restriccién v — 0 (necesaria para deducir la expresién (7.12)). En con-
traposicién, entendemos por amortiguamiento inverso de Landau el efecto
asociado a perturbaciones pequenas de la funcién de distribucién de equilib-
rio, tipicamente maxwelliana.

x > 0 implica que la funcién de distribucién

7.5.2. Inestabilidad iénico-acustica

Como caso importante de amortiguamiento inverso de Landau veamos el
de un plasma que transporta corriente. Consideremos entonces un plasma
maxwelliano en el que los electrones tienen una velocidad de deriva u, que
tomamos en la direccién x, respecto de los iones que tienen velocidad media
nula. Asi,

E No; o ( v? >
A X -5 9 |-
° vV 2T P 207,

Noe (v —u)?
Fpe = —% oxp |- W |
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Consideramos ademds que u < vre, con lo que

2
Noe v VU
Fpe =~ exp | —=—— + —
’ UTeV 2m P ( 2/0%6 U%e)
( L4 ) Noe < v? )
— ex - | .
U%e UTeV 2m P 21}%’@

Con esto, la expresion (7.11) nos permite obtener inmediatamente para os-
cilaciones iénico-acusticas

_ 1 [z | Zme 12 w_\_ (7T 8/2 2T,
TV e\ cy T, P\ Tor

con lo que tendremos inestabilidad (y > 0) si

w oy (m Y2z, N\ 7T,

Cs Zm. T; P 27T, )’
que en el caso de interés T, > T; se reduce a u/cs > 1. Asi, una corriente
relativamente intensa en el plasma, de manera que la velocidad de deriva

electrénica sea suficientemente alta, da lugar a inestabilidad de ondas iénico-
actusticas.
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