
Propiedades de escala 



Distribucion de grado 

log pk  = -γ log k + c 

pk  = C k-γ  

log pk  = -γ log k + c 
 

elog pk   = e-γ log k + c 

pk  = C k-γ  Ley de potencias 



Libre de escala 

pk  = C k-γ  

𝑓 𝑥 ~𝑥𝛼 

𝑓 𝜆𝑥 ~𝜆𝛼𝑥𝛼 



Libre de escala 

pk  = C k-γ  

𝑓 𝑥 ~𝑥𝛼 

𝑓 𝜆𝑥 ~𝜆𝛼𝑥𝛼 

𝑓 𝜆𝑥 ~𝜆𝛼𝑓(𝑥) 

f(x)  describe el comportamiento del sistema y es 
adecuado para describir lo que se observa a 
cualquier escala (i.e. para cualquier valor de 𝜆) a 
menos de una constante 



26000 citas 



T = 0.99 Tc 
T = 0.999 Tc 

ξ ξ 

T = Tc T = 1.5 Tc T = 2 Tc 

Network Science: Scale-Free Property 

Adaptado de Barabasi & Sinatra www.barabasilab.com 

Fenómenos críticos: materiales magnéticos 



T = Tc 

Fenómenos críticos: materiales magnéticos 

 Long de correlación diverge: todo el sistema está 
correlacionado (!) 

 Invariancia de escala: distribuciones power-law. No existe 
una escala característica para fluctuaciones 

 Universalidad: exponentes que aparecen son 
independientes de los detalles de las interacciones 



T = Tc 

Fenómenos críticos: materiales magnéticos 

 Long de correlación diverge: todo el sistema está 
correlacionado (!) 

 Invariancia de escala: distribuciones power-law. No existe 
una escala característica para fluctuaciones 

 Universalidad: exponentes que aparecen son 
independientes de los detalles de las interacciones 

El hecho de que puedan aparecer estructuras (i.e correlaciones) 
meso/macroscopicas a partir de interacciones microscopicas es, 
como vimos, super relevante en el contexto de sisteas complejos 
 
Sin embargo, a diferencia de medios magneticos…quien/como se 
ajusta el valor de la temperatura al de la temperatura critica? 



log pk  = -γ log k + c 

pk  = C k-γ  

pk  = C k-γ  Ley de potencias 



Discreto 
Probabilidad de que un nodo tenga grado k 

Continuo 
Para avanzar analìticamente asumimos que el grado 
de un nodo puede ser un número real 

Formalismo 

Adaptado de Barabasi & Sinatra www.barabasilab.com 

Condicion de normalización: 

Función zeta de 
Riemann (γ>1) 

Grado a partir del 
cual se observa ley 
de potencia 

log pk  = -γ log k + c 



Diferencias entre ley de potencias y Poisson 

Diferencias: 
 Exceso de nodos k 

bajos y altos en LP 
 Exceso de nodos 

k~<k> en Poisson 

Adaptado de Barabasi & Sinatra www.barabasilab.com 

𝑝𝑘 =
𝑒−𝜆 𝜆𝑘

𝑘!
 

𝑝𝑘 = 𝐶 𝑘
−2.1 



Diferencias entre ley de potencias y Poisson 

Sea una red Poisson: 𝑝𝑘 =
𝜇𝑘𝑒−𝜇

𝑘!
 

Si  <k>=μ=4.6 y hay en total N=1012  (WWW) 
nodos la prob de encontrar un nodo con k≥100 

𝑁𝑘≥100 = 10
12  

4.6𝑘𝑒−4.6

𝑘!
~

∞

𝑘≥100

10−82 

Diferencias: 
 Exceso de nodos k 

bajos y altos en LP 
 Exceso de nodos 

k~<k> en Poisson 

Esperaría ver  0 hubs 

Si fuera una red Ley de Potencia (γ=2.1) 

𝑁𝑘≥100 = 10
12  

𝑘−2.1

𝜁(2.1)
~

∞

𝑘≥100

109 

Adaptado de Barabasi & Sinatra www.barabasilab.com 





Visualizando leyes de potencias 



Visualizando leyes de potencias 

A.-L. Barabási. (2014). Network Science, Chapter 4. 

1. Hacer un histograma de  

El rango de valores posibles de grado hace 
que se pierda todo detalle  



Visualizando leyes de potencias 

2. Hacer un histograma de  

A.-L. Barabási. (2014). Network Science, Chapter 4. 

utilizando escalas Log-Log 

(Δk = 1) 

Al usar un Δk fijo (y chico) típicamente aparece 
un único ejemplo de un dado grado en la 
región de k-alto, dando lugar a la meseta de 
eventos 1/N (tenemos 1 o 0 cluster de tamanio 
k>>1) 



Visualizando leyes de potencia 

3. Función distribución acumulada 

Prob. de encontrar un nodo de grado k o mayor  

 si entonces 

𝑃𝑘 = 𝐶  𝑘′
−𝛾

∞

𝑘′=𝑘

~𝐶 𝑘′−𝛾
∞

𝑘

𝑑𝑘′ =
𝐶

𝛾 − 1
𝑘−(𝛾−1) 



Visualizando leyes de potencia 

3. Función distribución acumulada 

Prob. de encontrar un nodo de grado k o mayor  

 si entonces 

 Pk es fácil de calcular(no hay que binnear) 
 ranking r de un nodo: nro de nodos con grado 

mayor o igual que el 
  Pk=rk/N: fracción de nodos con grado mayor o 

igual que el grado rankeado rk 

 

𝑃𝑘 = 𝐶  𝑘′
−𝛾

∞

𝑘′=𝑘

~𝐶 𝑘′−𝛾
∞

𝑘

𝑑𝑘′ =
𝐶

𝛾 − 1
𝑘−(𝛾−1) 



Visualizando leyes de potencia 

3. Función distribución acumulada 

Prob. de encontrar un nodo de grado k o mayor  

 si entonces 

 Pk es fácil de calcular(no hay que binnear) 
 ranking r de un nodo: nro de nodos con grado 

mayor o igual que el 
  Pk=rk/N: fracción de nodos con grado mayor o 

igual que el grado rankeado rk 

 Graficamos para cada nodo-i 
 

𝑃𝑘 = 𝐶  𝑘′
−𝛾

∞

𝑘′=𝑘

~𝐶 𝑘′−𝛾
∞

𝑘

𝑑𝑘′ =
𝐶

𝛾 − 1
𝑘−(𝛾−1) 

𝑃𝑘𝑖 =
𝑟𝑘𝑖
𝑁

 en función de ki 



Visualizando leyes de potencias 

1 0 3 7 15 31 

𝑏0 = 1 

𝑏𝑖 = 𝑏𝑖−1 + 2
𝑖      𝑖 > 0 

Δ𝑏𝑖 = 2
𝑖  

log Δ𝑏𝑖+1 = logΔ𝑏𝑖 + log 2 

Celdas equiespaciadas en 
escala logaritmica 

4. Bineo logaritmico 

Distribución de grado dada por   

𝑝 𝑘𝑖 =
𝑁𝑖
Δ𝑏𝑖

 Bin crece con k: se 
ecualiza el nro de nodos 

Δ𝑏𝑖+1 = 2Δ𝑏𝑖  





 Ajuste por mínimos cuadrados de la parte del 
grafico que parece lineal en log-log 
 

Ajustando leyes de potencia 

La manera incorrecta de hacerlo 



Por qué esta mal? 

 Las probabilidades tienen que estar normalizadas. 
Ajustar una linea en un gráfico nunca puede dar una 
distribución válida. 
 

 Muchas funciones parecen lineales en log-log 
 

 Discrepancias en la cola son mas relevantes a la hora 
del ajuste 
 

 El “método de los 5 puntos basculantes” no es de lo 
mas recomendable en ciencia 

 

 

 

Ajustando leyes de potencia 
La manera incorrecta de hacerlo 



Estimación de parámetros del modelo estadístico de mis 
datos vía Maximum-likelihood estimation (MLE) 

 Se comienza con la hipótesis 

 Se eligen los parámetros del modelo que maximicen una función de verosimilitud. 
 

 Prob de observar los datos observados,   
dados los parámetros del modelo. 

Ajustando leyes de potencia 
La manera correcta de hacerlo 

Kmin 

ℒ 𝑘 𝛾 = 𝑝 𝑘1 𝑝 𝑘2 …𝑝(𝑘𝑁) = 𝑝(𝑘)

𝑁

𝑖=1

 

Aaron Clauset, Cosma R .Shalizi and Mark E.J. Newman: Power-law distributions in empirical data. SIAM Review 51(4):661-703, 2009 



Estimación de parámetros del modelo estadístico de mis 
datos vía Maximum-likelihood estimation (MLE) 

 Se comienza con la hipótesis 

 Se eligen los parámetros del modelo que maximicen una función de verosimilitud. 
Prob de observar los datos, dados los parámetros del modelo. 

 Para un dado Kmin se estima el exponente 
minimizando la función de verosimilitud 
(derivando respecto a γ) 

Ajustando leyes de potencia 
La manera correcta de hacerlo 

Kmin 

ℒ 𝑘 𝛾 = 𝑝(𝑘)

𝑁

𝑖=1

= 
𝛾 − 1

𝐾𝑚𝑖𝑛

𝑘𝑖
𝐾𝑚𝑖𝑛

−𝛾𝑁

𝑖=1

 

Como estimar Kmin? 



Ajustando leyes de potencia 
La manera correcta de hacerlo 

Como estimar Kmin? 

 Se calcula la funcion de probabilidad acumulada 
 de los datos, Pk 

 del ajuste, Sk 

Kmin 

Fit 
Data 

 Se estima la distancia máxima entre ambas distribuciones 

D 

 Se elige el Kmin que minimiza dicha distancia 

 Esto es lo que hace fits_power_law {igraph} (!) 

𝑃𝑘 = 𝐶  𝑘′−𝛾
𝑘

𝑘′=𝐾𝑚𝑖𝑛

 

Aaron Clauset, Cosma R .Shalizi and Mark E.J. Newman: Power-law distributions in empirical data. SIAM Review 51(4):661-703, 2009 



Http://www.nd.edu/~networks 

Network Science: Scale-Free Property 

Ajustando leyes de potencia 
Efectos de borde en redes reales 

𝑝𝑘 exp
𝑘

𝑘𝑐𝑢𝑡
= 𝑎(𝑘 + 𝑘𝑠𝑎𝑡)

−𝛾 

𝑝 𝑘~(𝑘 + 𝑘𝑠𝑎𝑡)
−𝛾 

𝑝𝑘 = 𝑎(𝑘 + 𝑘𝑠𝑎𝑡)
−𝛾exp −

𝑘

𝑘𝑐𝑢𝑡
 





Dada una distribucion de grado para una red de N vertices, 
cual es el valor esperado de kmax? 
 

Efectos de tamaño finito: tamaño de hubs 

𝑁𝑘≥𝑘𝑚𝑎𝑥 = 𝑁  𝑝𝑘

∞

𝑘≥𝑘𝑚𝑎𝑥

 ~𝑁  𝑝 𝑘 𝑑𝑘
∞

𝑘𝑚𝑎𝑥

 

Estimación del grado máximo de la red 

 𝑝 𝑘 𝑑𝑘 =
1

𝑁

∞

𝑘𝑚𝑎𝑥

 

Vamos a pedir que kmax cumpla 

probabilidad de encontrar un 

nodo con grado mayor a kmax x  

Nro de nodos de grado mayor o igual que kmax 

Esto es compatible con que 
vemos 1 (un) nodo de grado 
kmax en nuestra red 



Efectos de tamaño finito: tamaño de hubs 

𝑝 𝑘 = 𝐶𝑒−𝜆𝑘  𝑝 𝑘 𝑑𝑘
∞

𝑘𝑚𝑖𝑛

= 1 

 𝐶𝑒−𝜆𝑘𝑑𝑘
∞

𝑘𝑚𝑖𝑛

= 1 𝐶 = 𝜆𝑒𝜆 𝑘𝑚𝑖𝑛  

Distribución exponencial 

Aumimos que tenemos una red con una distribución de grado p(k) 

Veamos un ejemplo: 

 𝑝 𝑘 𝑑𝑘 =
1

𝑁

∞

𝑘𝑚𝑎𝑥

 

Vamos a pedir que kmax cumpla 



Aumimos que tenemos una red con una distribución de grado p(k) 

Veamos un ejemplo: 

Efectos de tamaño finito: tamaño de hubs 

 𝑝 𝑘 𝑑𝑘 =
1

𝑁

∞

𝑘𝑚𝑎𝑥

 

Vamos a pedir que kmax cumpla 

Distribución exponencial 

𝑝 𝑘 = 𝜆𝑒𝜆 𝑘𝑚𝑖𝑛  𝑒−𝜆𝑘 

 𝜆𝑒𝜆 𝑘𝑚𝑖𝑛  𝑒−𝜆𝑘 𝑑𝑘 =
1

𝑁

∞

𝑘𝑚𝑎𝑥

 

𝑘𝑚𝑎𝑥 = 𝑘𝑚𝑖𝑛 +
log𝑁

𝜆
 

El hecho de tener un numero finito de nodos, impone una escala para kmax 



Efectos de tamaño finito: tamaño de hubs 

Distribución exponencial 

𝑝 𝑘 = 𝜆𝑒𝜆 𝑘𝑚𝑖𝑛  𝑒−𝜆𝑘 

 𝑒−𝜆𝑘 𝑑𝑘 =
1

𝑁 𝜆𝑒𝜆 𝑘𝑚𝑖𝑛

∞

𝑘𝑚𝑎𝑥

 

𝑘𝑚𝑎𝑥 = 𝑘𝑚𝑖𝑛 +
log𝑁

𝜆
 

Distribución ley de potencias 

𝑝 𝑘 = 𝛾 − 1 𝑘𝑚𝑖𝑛
𝛾−1 𝑘−𝛾  

 𝑘−𝛾𝑑𝑘 =
1

𝑁 𝛾 − 1 𝑘𝑚𝑖𝑛
𝛾−1

∞

𝑘𝑚𝑎𝑥

 

𝑘𝑚𝑎𝑥 = 𝑘𝑚𝑖𝑛 𝑁
1
𝛾−1 

Aumimos que tenemos una red con una distribución de grado p(k) 

Veamos un ejemplo: 

 𝑝 𝑘 𝑑𝑘 =
1

𝑁

∞

𝑘𝑚𝑎𝑥

 

Vamos a pedir que kmax cumpla 

Otro ejemplo: 

El hecho de tener un numero finito de nodos, impone una escala para kmax 



Efectos de tamaño finito: tamaño de hubs 

Distribución exponencial 

𝑘𝑚𝑎𝑥 = 𝑘𝑚𝑖𝑛 +
log𝑁

𝜆
 

Distribución ley de potencias 

𝑘𝑚𝑎𝑥 = 𝑘𝑚𝑖𝑛 𝑁
1
𝛾−1 

kmax crece de manera polinómica con el tamaño de la 

red: puede  ser ordenes de magnitud mayor que kmin 
kmax crece de manera logarítmica 
con el tamaño de la red:  

            kmax  ~ kmin 



Valor esperado para  kmax 
 

Efectos de tamaño finito para leyes de potencia 

𝑘𝑚𝑎𝑥 = 𝑘𝑚𝑖𝑛 𝑁
1
𝛾−1 

Para una distribución dada tipo ley de potencia, kmax aumenta 
con el tamaño del sistema 
 
 Si γ > 2, kmax crece más lento que N 

 
 Si γ = 2, kmax~N. El tamaño del mayor hub es o(N) 

 
 Si γ < 2, kmax  crece más rápido que N. El hub atrae para sí 

una fracción creciente de links (comportamiento anómalo, 
no se observa si no se admiten multi-links) 
 



Fully connected 

Efectos de tamaño finito: tamaño de hubs 

𝛾 > 2 

𝛾 < 2 

𝛾 = 2 𝑘𝑚𝑎𝑥 = 𝑘𝑚𝑖𝑛 𝑁
1
𝛾−1 

 𝑝 𝑘 𝑑𝑘 =
1

𝑁

∞

𝑘𝑚𝑎𝑥

 



Que significa libre de escala? 

𝑓 𝑥 ~𝑥𝛼 

𝑓 𝜆𝑥 ~𝜆𝛼𝑥𝛼 

𝑓 𝜆𝑥 ~𝜆𝛼𝑓(𝑥) 

Desde el punto de vista estadistico….. 



Un momentito… 
𝑝𝑘 ∈[𝑘1,𝑘2] =   𝑝 𝑘 𝑑𝑘

𝑘2

𝑘1

 

𝑝𝑘≥𝑘2 =   𝑝 𝑘 𝑑𝑘
∞

𝑘2

 𝑝𝑘 ≥ 𝑘2 = 𝑝 𝑘

∞

𝑘2

 
prob de encontrar 
un nodo con k ≥ k2 

𝑓𝑘 =  𝑓𝑘 𝑝 𝑘

∞

𝑘=𝑘𝑚𝑖𝑛

 𝑓(𝑘) =  𝑓(𝑘) 𝑝 𝑘 𝑑𝑘
∞

𝑘𝑚𝑖𝑛

 
valor medio de una 
funcion f(k) 

𝑘 =  𝑘 𝑝 𝑘 𝑑𝑘
∞

𝑘𝑚𝑖𝑛

 𝑘 =  𝑘 𝑝 𝑘

∞

𝑘=𝑘𝑚𝑖𝑛

 grado medio 

𝑘𝑚 =  𝑘𝑚 𝑝 𝑘 𝑑𝑘
∞

𝑘𝑚𝑖𝑛

 𝑘𝑚 =  𝑘𝑚 𝑝 𝑘

∞

𝑘=𝑘𝑚𝑖𝑛

 momento orden-m 
de distr. de grado 



Un momentito… 
𝑝𝑘 ∈[𝑘1,𝑘2] =   𝑝 𝑘 𝑑𝑘

𝑘2

𝑘1

 

𝑘𝑚 =  𝑘𝑚 𝑝 𝑘 𝑑𝑘
∞

𝑘𝑚𝑖𝑛

 𝑘𝑚 =  𝑘𝑚 𝑝 𝑘

∞

𝑘=𝑘𝑚𝑖𝑛

 momento orden-m 
de distr. de grado 

Este factor aumenta con k, este otro  disminuye con k 

Para que la integral converja  𝑝(𝑘) → 0   lo suficientemente rapido 

𝑘 → ∞ 



Qué significa libre-de-escala? 

𝑘𝑚 =  𝑘𝑚 𝑝 𝑘

𝑘𝑚𝑎𝑥

𝑘𝑚𝑖𝑛

≈  𝑘𝑚 𝑝 𝑘 𝑑𝑘
𝑘𝑚𝑎𝑥

𝑘𝑚𝑖𝑛

 

 Conocer todos los momentos de la distribución 
equivale a conocer la distribución 

 Los primeros momentos tienen interpretaciones 
conocidas 

 m=1  corresponde al valor medio de la distribución 
 m=2 permite calcular la varianza y desviación estándar σ: 
 m=3 permite calcular el skewness  <(k - <k>)3>/σ3 


… 

𝑣𝑎𝑟 = 𝜎2 = 𝑘2 − 𝑘 2 

Para una distribución tipo ley de potencia: 

𝑘𝑚 = 𝐶
𝑘𝑚𝑎𝑥
𝑚−𝛾+1 − 𝑘𝑚𝑖𝑛

𝑚−𝛾+1

𝑚 − 𝛾 + 1
 

 si m-γ+1 ≤0   <km> resulta finito 
 si m-γ+1 >0   <km> diverge.   

Para redes grandes (𝑘𝑚𝑎𝑥 → ∞) 

Los momentos de orden m> γ-1 divergen 
 



Distribuciones libre-de-escala 

Para una distribución tipo ley-de-potencia los 
momentos de orden m> γ-1 divergen 
 

 Muchas redes reales γ<3 

 

 <k2> diverge en el limite 

N∞ !! 

Network Science: Scale-Free Property 

log pk  = -γ log k + c 

𝑘2 = 𝐶
𝑘𝑚𝑎𝑥
3−𝛾 − 𝑘𝑚𝑖𝑛

3−𝛾

3 − 𝛾
 

𝑘𝑚 = 𝐶
𝑘𝑚𝑎𝑥
𝑚−𝛾+1 − 𝑘𝑚𝑖𝑛

𝑚−𝛾+1

𝑚 − 𝛾 + 1
 

𝜎  = 𝑘2 − 𝑘 2 La variabilidad (fluctuación cuadrática media) tambien diverge 



Distribuciones libre-de-escala 

Rango donde encontrar valores tìpicos 

Un nodo tomado al azar de una red cuya distrib. de grado sigue una ley de potencia con 
γ<3 puede tener valores muy alejados de <k>. No existe una escala característica para la 
conectividad. 



Distribuciones libre-de-escala en redes finitas 

Rango donde encontrar valores tìpicos 

Un nodo tomado al azar de una red cuya distrib. de grado sigue una ley de potencia con 
γ<3 puede tener valores muy alejados de <k>. No existe una escala característica para la 
conectividad. 



Leyes de potencia en régimen logN 

Es dificil encontrar redes reales con distribución de grado ley de potencia con γ>3 
 
 Se necesita observar nodos con grados que varíen en al menos 2 (o mejor 3) 

ordenes de magnitud: kmin ~ 1, kmax ~ 102 

 

 Pero entonces 

𝑘𝑚𝑎𝑥 = 𝑘𝑚𝑖𝑛 𝑁
1
𝛾−1 

𝑁 =  
𝑘𝑚𝑎𝑥
𝑘𝑚𝑖𝑛

𝛾−1

= 102 𝛾−1  

Para reconocer una red con distrib.  de grado de exponente 
γ=5  necesitaría que la misma tuviera al menos N~108 nodos (!) 

pk  = C k-γ  



 



Efecto de hubs sobre distancias 

La presencia de hubs 
crea atajos 



Distancias y mundo-pequeño en redes aleatorias (idea) 

En redes aleatorias (distribución Poisson)  los nodos tienden a tener 𝑘~ 𝑘 .  

 Nro primeros vecinos ~ 𝑘  
 Nro segundos vecinos ~ 𝑘 2 
 Nro de vecinos a distancia  s ~ 𝑘 𝑙 

𝑁(𝑙) = 1 + 𝑘 + 𝑘 2 +⋯+ 𝑘 𝑙 =
𝑘 𝑙+1 − 1

𝑘 − 1
 

 

𝑁~ 𝑘 𝑙𝑚𝑎𝑥  

𝑙𝑚𝑎𝑥 ~ 
log𝑁

log 𝑘
 Efecto mundo pequeño 

El nro de nodos hasta una distancia s resulta 

Como máximo N(lmax)=N 

Chung 2001 PNAS Avg distance and expected degree 



Network Science: Random Graphs January 31, 2011 

Topología de mundos-pequeños 𝑙𝑚𝑎𝑥  ~ log𝑁 



Distancias en redes libres de escala 

Cohen, Havlin   Phys. Rev. Lett. 90, 58701(2003); Cohen, Havlin and ben-Avraham, in Handbook of Graphs and Networks, Eds. Bornholdt and 

Shuster (Willy-VCH, NY, 2002) Chap. 4; Confirmed also by: Dorogovtsev et al (2002), Chung and Lu (2002); (Bollobas, Riordan, 2002; Bollobas, 

1985; Newman, 2001 

 

 

 

𝑘𝑚𝑎𝑥 = 𝑘𝑚𝑖𝑛 𝑁
1
𝛾−1 

Tamaño hub o(N). Estructura tipo spoke. Camino 
medio independiente del tamaño del sistema 

Longitud media aumenta mas lento que log (!) 

Ultra-small-world debido a hubs. 

<k2> es finito.  No hay suficientes hubs, ni son tan 

gdes. Se comporta como small-world random 
network. 

Valor crítico de  γ para el cual <k2> deja de diverger. 

pk  = C k-γ  



Distancias en redes libres de escala 

Las diferencias entre diferentes 
tipos de  escaleo  para las 
distancias se ponen de 
manifiesto en redes grandes. 



Exponente crítico 



De acuerdo a la distribución de grado las redes pueden clasificarse en 
 

Redes acotadas exponencialmente: 
 distribución decae para altos valores de k exponencialmente o más rapido 
 Ausencia de grandes fluctuaciones en el grado  [ <k2> < <k> ] 

Redes de cola pesada: 
 redes cuya distribución decae como ley de potencia para altos valores de k 
 Pueden presentarse grandes fluctuaciones en el grado  [ <k2>  >> <k> ] 
 Típicamente presentan outliers (hubs)   

𝑘𝑚𝑎𝑥 = 𝑘𝑚𝑖𝑛 𝑁
1
𝛾−1 

<k>  <k2>  

2<γ<=3 

γ>3 

finito infinito 

finito finito  

Habiamos visto… 

log pk  = -γ log k + c 

Cual es el efecto de tener 
hubs en una red? 


