
Redes Aleatorias II 

Modelo configuracional y  

modelos generativos 
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Redes Aleatorias con distribución de 
grado arbitraria 

Modelo configuracional:  
 modelo estocástico compatible con una dada secuencia de grado {k1, k2, …,kn} 

 Fijar una secuencia fija el número de enlaces: 

 𝑚 =
1

2
 𝑘𝑖𝑖  

por lo que sería un modelo análogo a G(N,M) 

Procedimiento 
i. partimos de una dada secuencia de grado para n vértices: 

eg {3, 1, 4, 2, 2} 
ii. eso define, para cada nodo, una serie de puntas(stubs) 
iii. se trata luego de matchear  con probabilidad uniforme 

pares de puntas para terminar de definir el grafo 
 

 
En el ensamble de grafos generados con el modelo configuracional  cada 
matching de puntas, compatibles con la secuencia de grado de interés, 
ocurre con igual probabilidad. O sea, cada punta se conecta con 
cualquier otra con igual probabilidad. Esta es una característica esencial 
de este ensamble 



Modelo configuracional 

En el ensamble de grafos generados con el modelo configuracional  cada 
matching de puntas, compatibles con la secuencia de grado de interés, 
ocurre con igual probabilidad. O sea, cada punta se conecta con 
cualquier otra con igual probabilidad 

esto puede producir grafos con loops y/o multi-enlaces (!) 

OJO 
 Si uno quiere modelar grafos simples esto puede ser un problema: 

para evitar multi-enlaces y loops es necesario abandonar hipotesis 
de matching uniforme e independiente. 
 

 Para redes grandes, se puede demostrar que el nro de multi-enlaces 
y loops es una constante, por lo que su densidad tiende a cero en ese 
límite 
 

 Nosotros vamos a ignorar los efectos de su presencia y asumiremos 
que los resultados del modelo configuracional son directamente 
aplicables para grafos simples en el limite n>>1 

 
 



Probabiliad de enlace 

Cuál es la probabilidad pij con la que el nodo-i se conecta con el nodo-j ? 

 pij = 0 si ki=0 o kj=0 
 

 Hay 2m puntas en total. De las 2m-1 disponibles (no contamos la que 
utilizaremos del nodo-i) kj son las que conducen al nodo-j 
 

 Como los matching de puntas se realizan uniformemente al azar la 
probabilidad de que ocurra uno entre los nodos de interes resulta 

𝑝𝑖𝑗 = 𝑘𝑖

𝑘𝑗

2𝑚 − 1
~

𝑘𝑖𝑘𝑗

2𝑚
 



Algunas propiedades a partir de pij  

Número esperado de vecinos compartidos nij 

 Probabilidad de que nodo-i y nodo-j estén conectados al nodo-r: 

𝑘𝑖𝑘𝑟

2𝑚
 
𝑘𝑗(𝑘𝑟 − 1)

2𝑚
 

 Número medio esperado de vecinos compartidos: 

𝑛𝑖𝑗 =  
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2𝑚
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𝑛 𝑘
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𝑘2 − 𝑘
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nij depende de pij (o sea de ki y kj ) pero tambien 
de propiedades de la distribucion de grado 

i r j 



Algunas propiedades más 

Probabilidad de tener al menos 2 enlaces: 

𝑝𝑖𝑗
(2) = 𝑝𝑖𝑗

(𝑘𝑖 − 1)(𝑘𝑗 − 1)

2𝑚
=

𝑘𝑖𝑘𝑗(𝑘𝑖 − 1)(𝑘𝑗 − 1)

(2𝑚)2
 

prob de tener un enlace 
prob de tener un 2do enlace 
(ya utilice dos puntas) 

Numero medio de multi-enlaces esperados en la red: 

𝑛𝑀𝐸 =
1

2
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 el nro esperado no depende del 
tamaño de la red, se mantiene 
constante  
 

 si el segundo momento de la 
distrib se mantiene finito:  
nME/n ->0  cuando n>>1 
 

 nota: para leyes de potencia nME/n 
puede decaer más lentamente que 
1/n 

 

i j 



Otra propiedad… 
Por qué no tenemos tantos amigos como nuestros amigos? 

Distribución enlace-grado 

 Pk es el grado esperado si elegimos un nodo al azar de la red 
 

 Qué pasa si elegimos un enlace al azar? Sea Qk la probabilidad de que uno  de 
los extremos de un enlace elegido al azar tenga grado k. 
 

1) elijo un enlace al azar 

2) asumo que emerge 
del nodo-i 

i j 

3) me interesa la probabilidad de que el enlace 
termine en un nodo-j que tenga grado k 

𝑘

2𝑚 − 1
 

nro puntas de un nodo de grado k 

nro total de  puntas (sin contar la de 
partida) 

𝑄𝑘~ 𝑛𝑝𝑘

𝑘

2𝑚
=

𝑘𝑝𝑘

𝑘
 

 

4) la probabilidad de que el enlace elegido termine en cualquier nodo de grado k 

probabilidad de que un amigo tenga k amigos 



Otra propiedad… 
Por qué no tenemos tantos amigos como nuestros amigos? 

Distribución enlace-grado 

 Pk es el grado esperado si elegimos un nodo al azar de la red 
 

 Qué pasa si elegimos un enlace al azar? Sea Qk la probabilidad de que uno  de 
los extremos de un enlace elegido al azar tenga grado k. 
 

i j 

𝑄𝑘 =
𝑘𝑝𝑘

𝑘
 

 

es más probable tener amigos populares 
que ser popular !! 

 Siguiendo un enlace tomado al azar es más fácil alcanzar nodos de alto grado…simplemente 
porque tienen más (!)  

 Esto es consecuencia de la manera en que se construye las redes en el modelo configuracional. 
No necesariamente debe ocurrir en redes reales 



Otra propiedad… 
Por qué no tenemos tantos amigos como nuestros amigos? 

Distribución enlace-grado 

 Pk es el grado esperado si elegimos un nodo al azar de la red 
 

 Qué pasa si elegimos un enlace al azar? Sea Qk la probabilidad de que uno  de 
los extremos de un enlace elegido al azar tenga grado k. 
 

i j 
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𝑘 𝑄 > 𝑘  



Otra propiedad… 
Por qué no tenemos tantos amigos como nuestros amigos? 

𝑘 𝑄 𝑘  

El modelo configuracional exacerba este efecto que de todas 
formas puede estar presente en redes reales 

Redes de colaboración científica 



Componente gigante 

 Componente gigante: componente que involucra una fracción finita de la red 
 Una componente gigante existe si cuando seguimos por un enlace tomado al 

azar hay altas chances de terminar en un nodo que tenga al menos una punta 
adicional que me lleve a otro nodo, que a su vez…. 

 
 

Para redes ER: 

𝑘2 = 𝑘 2 + 𝑘  

𝑘 𝑄 =
𝑘 2 + 𝑘

𝑘
= 𝑘 + 1 ≥ 2 ⇒  𝑘 ≥ 1 

 La condición  general para que exista CG es que 
 

 

𝑘 𝑄 =
𝑘2

𝑘
≥ 2 

Nro medio de amigos 
que tiene un amigo 



Componente gigante 

 Una componente gigante existe si cuando seguimos por un enlace tomado al 
azar hay altas chances de terminar en un nodo que tenga al menos una punta 
adicional que me lleve a otro nodo, que a su vez…. 

 
 

𝑘 𝑄 =
𝑘2

𝑘
≥ 2 

𝑝𝑘 = 𝑐𝑘−𝛾, 

Para redes con cola pesada: 

Para estas redes la componente gigante siempre existe 

𝑘2 = c  𝑘2𝑘−𝛾

∞

𝑘=1

~  𝑥2−𝛾𝑑𝑥 

∞

𝑥=1

~ 𝑥3−𝛾 
𝑥=1

∞
= ∞   (≫  𝑘 ) 

si 2 < 𝛾 < 3 



Network motifs 

Science 2002 



Modelando Interacciones 

Son todos igual de importantes? 



Detección de motivos en la red 

Modelo configuracional 

Se intercambian parejas 
(siempre que no se creen 
enlaces multiples)  



Sobrerepresentación feed-forward  

 CFFW se mantiene cte con el tamano de la red (subredes de la red real) 



Motifs:Búsqueda de función desde el 
patrón de interconección de pocos nodos 

 Z se activa ante una respuesta sostenida del estimulo x 
 Cuando desaparece x, Z se desactiva rápidamente 



Master switch 



DOR 





Modelando redes que evolucionan 

 Modelos como G(N,M), G(N,p), Modelo Configuracional permiten 
reportar propiedades de ensambles de redes ¨completas¨ 
 

 Modelos generativos: modelan los mecanismos por los cuales las redes 
se generan y adquieren determinadas características. 

 
 

 
 Enlace preferencial (preferential attachment) 

 
 Modelo de replicado de vértices 

𝐺(𝑡) = 𝐺(𝑁 𝑡 , 𝑀 𝑡 ) 



Dos ingredientes principales 
 
 Crecimiento de la red: La red se modela en 

continuo crecimiento agregando en cada paso 
un nuevo nodo de grado m 
 

 
𝐺(𝑡) = 𝐺(𝑁 = 𝑡 + 𝑚0, 𝑀 = 𝑚0 + 𝑚 ∗ 𝑡) 

Modelo Barabasi-Albert 

Π(𝑘𝑖) =
𝑘𝑖

 𝑘𝑗𝑗

 

 Enlace preferencial: El nuevo nodo se 
enlaza preferentemente a nodos de alta 
conectividad. La probabilidad de enlazarse 
al nodo-i 

Barabási & Albert, Science 286, 509 (1999) 

Plausibilidad:  
 Links en la www. Tendemos a conocer 

(linkear) sitios que conocemos que son , 
en gran medida tipicamente conocidos. 

 Redes de citas bibliograficas. Cuanto 
más citado es un paper, más alta es 
la posibilidad de que lo 
conozcamos. Y podamos 
incrementar aún más sus citas. 

 Etc… 
 
 



Modelo Barabasi-Albert 

36278 citas al 2020-05-21 



Barabási & Albert, Science 286, 509 (1999) 

Dos ingredientes principales 
 
 Crecimiento de la red: La red se modela en 

continuo crecimiento agregando en cada paso 
un nuevo nodo de grado m 
 

 
𝐺(𝑡) = 𝐺(𝑁 = 𝑡 + 𝑚0, 𝑀 = 𝑚0 + 𝑚 ∗ 𝑡) 

Modelo Barabasi-Albert (MBA) 

Π(𝑘𝑖) =
𝑘𝑖

 𝑘𝑗𝑗

 

 Enlace preferencial: El nuevo nodo se 
enlaza preferentemente a nodos de alta 
conectividad. La probabilidad de enlazarse 
al nodo-i 

Se comienza con 𝑚0 nodos, unidos mediante 𝑚0  enlaces de manera que formen una 
componente conexa 



Barabási & Albert, Science 286, 509 (1999) 

Dos ingredientes principales 
 
 Crecimiento de la red: La red se modela en 

continuo crecimiento agregando en cada paso 
un nuevo nodo de grado m 
 

 
𝐺(𝑡) = 𝐺(𝑁 = 𝑡 + 𝑚0, 𝑀 = 𝑚0 + 𝑚 ∗ 𝑡) 

Distribucion de grado en el MBA 

Π(𝑘𝑖) =
𝑘𝑖

 𝑘𝑗𝑗

 

 Enlace preferencial: El nuevo nodo se 
enlaza preferentemente a nodos de alta 
conectividad. La probabilidad de enlazarse 
al nodo-i 

N=100000, m=3 



Origen de los hubs en el MBA 

A.-L.Barabási, R. Albert and H. Jeong, Physica A 272, 173 (1999) 

𝑑𝑘𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑚

𝑘𝑖(𝑡)

 𝑘𝑗(𝑡)
𝑁−1
𝑗

 

Libros de Barabasi (cap 5) / Newman (cap 14) 

 𝑘𝑗(𝑡)
𝑁−1

𝑗
= 2𝑚𝑡 − 𝑚 

= 𝑚
𝑘𝑖(𝑡)

2𝑚𝑡 − 𝑚
 =

𝑘𝑖(𝑡)

2𝑡 − 1
 ~

𝑘𝑖(𝑡)

2𝑡
 

 Como varía el grado de un nodo con el tiempo?  
 Usamos aproximacion k continuo (el grado se reparte de ‘a diferenciales’ entre 

nodos competidores). 



Origen de los hubs en el MBA 
 Como varía el grado de un nodo con el tiempo?  
 Usamos aproximacion k continuo: el grado se reparte de a diferenciales entre 

nodos competidores. 

A.-L.Barabási, R. Albert and H. Jeong, Physica A 272, 173 (1999) Libros de Barabasi (cap 5) / Newman (cap 14) 

𝑑𝑘𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
=

𝑘𝑖(𝑡)

2𝑡
 

𝑑𝑘𝑖(𝑡)

𝑘𝑖(𝑡)
=

1

2

𝑑𝑡

𝑡
 

log
𝑘𝑖(𝑡)

𝑘𝑖(𝑡𝑖)
=

1

2
log

𝑡

𝑡𝑖
 

𝑘𝑖(𝑡) = 𝑚
𝑡

𝑡𝑖

1/2

 
Integro desde 
ti (tiempo de insercion 
en la red del nodo-i) 

𝑚 



Origen de los hubs en el MBA 

A.-L.Barabási, R. Albert and H. Jeong, Physica A 272, 173 (1999) Libros de Barabasi (cap 5) / Newman (cap 14) 

𝑘𝑖(𝑡) = 𝑚
𝑡

𝑡𝑖

1/2

 

 Todos los nodos siguen la misma ley de crecimiento (!) 
 

 El grado de c/nodo crece como ley de potencias con exponente critico 
 𝛽 = 1/2 (el crecimiento es sub-lineal, o sea 𝛽<1) 
 

 La dependencia de la ley de crecimineto con el nodo-i se da a traves de ti 

Nodos antiguos tienen mas grado (solo por haber participado del juego por 
mas tiempo) 

 



Origen de los hubs en el MBA 

A.-L.Barabási, R. Albert and H. Jeong, Physica A 272, 173 (1999) Libros de Barabasi (cap 5) / Newman (cap 14) 

𝑘𝑖(𝑡) = 𝑚
𝑡

𝑡𝑖

1/2

 

Fig 5.6 Barabasi 

Notar que la distribucion 
de grado resultante es 
libre de escala 



Distribucion de grado del MBA 
Cuantos nodos con ki<k hay en la red a tiempo t? 

𝑘𝑖 𝑡 = 𝑚
𝑡

𝑡𝑖

𝛽

< 𝑘 𝑡𝑖 > 𝑡
𝑚

𝑘

1/𝛽

 
Los nodos con ki<k son los que 
ingresaron recientemente 

Como a cada paso temporal 
adiciono un nodo a la red, el nro de 
nodos que ingresaron a tiempo 𝑡𝑖                        
resulta: 

𝑡
𝑚

𝑘

1/𝛽

 

A tiempo t hay un total de 
𝑁 𝑡 = 𝑚0 + 𝑡 ~𝑡 (con t>>1)  

𝑃 𝑘 = 1 −
𝑚

𝑘

1/𝛽

 
Fraccion de 
nodos con ki<k 

𝑝 𝑘 =
𝑑𝑃(𝑘)

𝑑𝑘
=

1

𝛽

𝑚1/𝛽

𝑘
1
𝛽

+1
 

𝑝(𝑘) = 2𝑚2𝑘−3 

𝑡
𝑚
𝑘

1/𝛽

𝑡
=

𝑚

𝑘

1/𝛽

 
Fraccion de 
nodos con ki>k 

Todos ellos tienen más de k vecinos 



Replicación de vértices y modelo de duplicación 
y divergencia de genes 

 Se elige un nodo al azar y se duplica (y sus enlaces) 
 Con proba δ se eliminan sus enlaces 
 Con proba α se recablean 



Todo lo que ud quiso saber sobre duplicacion 
genica y genomica funcional en una remera 



Replicación de vértices y modelo de duplicación 
y divergencia de genes 



Modelo de replicado de vértices 

I. Comenzamos con n0  nodos. Todos de grado c, conectados 
entre sí de manera aleatoria 

II. A cada paso temporal se agrega un nodo nuevo. Sus c 
enlaces salientes se fijan 
a. Copiando (γc) enlaces salientes de un nodo de 

referencia elegido al azar. 
b. Asignando el nro restante, (1-γ)c, de enlaces 

eligiendo como blancos nodos de la red de manera 
aleatoria 
 
 Este procedimiento conduce a una red que 

asintóticamente presenta una distribución 
de grado tipo ley de potencia:ç 

𝑃𝑘~𝑘
−(1+

1
𝛾
)
 

-2: copia perfecta 

-∞: copia aleatoria 

Newman (cap 14) 

Atenti….A pesar de poder generar la misma Pk que el modelo-BA, este 
modelo posee una estructura muy diferente: presenta correlaciones 
entre los conexionados de los vèrtices. 



 


