Conceptos Basicos

v2.1



Un grafo es...

* Un grafo G es un conjunto de nodos y enlaces
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Un grafo es...

* Un grafo G es un conjunto de nodos y enlaces

multi-enlace

N

0
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grafo simple Grafo pesado Grafo dirigido

no-dirigido

Grafo simple no dirigido, G(N,E), es un par de conjuntos N#0y E. N es un conjunto de
elementos N={n1 n2,...,nN} llamados nodos o vértices. Los elementos de E={el, ez,...,eM} son
pares no-ordenados de elementos distintos de N, llamados enlaces. 5




Un grafo es...
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elementos N={n1 n2,...,nN} llamados nodos o vértices. Los elementos de E={el, ez,...,eM} son
pares ordenados de elementos distintos de N, llamados enlaces. p



Un grafo es...

* Un grafo G es un conjunto de nodos y enlaces

multi-enlace

0
(o) (22
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Grafo pesado Grafo dirigido

grafo simple
no-dirigido

Grafo pesado, G(N,E,w), es un par de conjuntos N0y E y un campo w definido sobre enlaces
. N es un conjunto de elementos N={n1’n2,...,nN} llamados nodos o vértices. Los elementos de
E={e1, e2,...,eM} son pares de elementos distintos de N, llamados enlaces. Ademas existe la.
funcion de peso w:E x R



Como representar un grafo simple

Lista de enlaces

(1,2)
(1,5)
(2,3)
(2,4)
(3,4)
(3,5)
(3,6)




Como representar un grafo simple

Matriz de adyacencia

( 0 1 0 0 1 0\

19 4 k'O ¥

0 1 0 1 1 1
A=lo 11 0 0 o
1 01 0 0 0
\0 0 1 0 0 0

1 si existe enlace entre nodos iy
i 0sino

A es una matriz simétrica.

A=A
A=A
ij ji



Como representar un grafo con loops

Matriz de adyacencia

( G 1T @ @, % 0\

L 3 1 W

B T 9 1 & 1

A= g L &£ 2 '8 0
1 01 0 0 0

\0 g 1 @ '8 2

1 si existe enlace entre nodos iy
i” Osino Los loops se corresponden con

A =2
ii

A es una matriz simétrica.

T Un enlace tipo loop tiene dos conexiones con el nodo-i
A=A » Cada enlace aparece 2 veces en A

A=A
ij ji



Como representar un grafo pesado

Matriz de adyacencia

( 0 2 0 0 1 0\
2 '@ 2 0 W@
O 1 0 1 3 1
A= g 1L &£ © '8 0
1 0 3 0 0\ 0
\0 0 1 0 0 0

w; si existe enlace entre nodos iy
i 0sino

A es una matriz simétrica.

A=A
A=A
ij ji



Como representar un grafo dirigido

Matriz de adyacencia

( 0 0 o 0 O 0\
1 01 0 0 O
0o 0 0 0 0 1
2=y 1 1 o ow o
1 01 0 q 0

\0 0 0 0 0 0

1 si existe enlace que llega a i desde
i 0sino

A no es una matriz simétrica.
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Version no-dirigida de grafo dirigido

¢ Cual es la version no-dirigida de un grafo dirigido?

A A’=A+AT

La red no-dirigida tiene menos informacidn [N? vs N(N+1)/2 grados de libertad].

Existen otras maneras de proyectar recapitulando otros aspectos de la red dirigida...



Proyeccion de redes dirigidas

Como extraigo la informacidn extra
gue no puede ser capturada por? ’=A+AT

= 2y 4sonsimilares en algun sentido?

= 1y 3sonsimilares en algun sentido?



Proyeccion co-citas de red dirigida

Coeficiente de co-citacion entre nodos iy j:
= Numero de nodos que tienen enlaces que apuntan a
nodos iy j al mismo tiempo

n n
Cij = Z AiAj = Z A (AN
k=1 k=1

C = AAT
00 0 0 0 0
0020120
c—|0 0100 0
01 020 0
020 020
0000 0.0

Notar que

Cii = Yk=1 AikAix=2k=14ix = 0

C;=num_enlaces_entrantes= in_degree = k;,
13



Proyeccion co-citas de red dirigida

Coeficiente de cocitacion entre nodosi vy j:
= Numero de nodos que tienen enlaces que apuntan a nodos

iy jal mismo tiempo

n n
Cij = Z AjAj = Z A (AN
k=1 k=1

C = AAT
0O 0 0 0 0 O
0O 0 01 2 0
=0 000 0 0
01 0 0 0 O
0 2 0 0 0 O
0O 0 0 0 0O
1
o ; 4 Puedo armar una red no-dirigida si considero
o C =C —diag(C)
5 ® ¢ Red de cocitacion: enlaces cuantifican nocién de similitud inferida

a partir de patron de citas recibidas en conjunto a partir de

vertices unicos

14



Proyeccion acople bibliografico

Coeficiente de acople bibliografico entre nodosiy:
Numero de nodos referenciados, a la vez, por
los nodosiyj

n n
B;j = Z AgiAyj = Z(AT)ikAkj
k=1 k=1

B=ATA

2 0 2 0 0 0

011000
g2 13000

00000 0

000000

00000 1

Bii = Yk=1AkiAki=Xk=1Aki

B. = num_enlaces_salientes = out_degree =k _ .



Como representar un grafo dirigido

Coeficiente de acople bibliografico entre nodosiy:
Numero de nodos referenciados, a la vez, por
los nodosiyj

n n
B;j = Z AgiAyj = Z(AT)ikAkj
k=1 k=1

B=ATA

2 0 2 0 0 0

011000
g2 13000

00000 0

000000

00000 1

B = B — diag(B)

Red de acople bibliografico: nocién de similitud inferida a partir de patrén de citas realizadas 1o



Como representar un grafo dirigido

¢ Cual es la version no-dirigida de un grafo dirigido?

Al colapsar de distinta manera estamos
guedandonos con difernte info del grafo dirigido
original

(8]

5 6
2
lg
3 4
)
5 ° ¢
2
|
® 4
°
5
®5

17



Como representar un grafo dirigido

(8]

¢ Cual es la version no-dirigida de un grafo dirigido?

Al colapsar de distinta manera estamos
guedandonos con diferente info del grafo
dirigido original 18



Hipergrafos

G=G(V={vE =fe}

cone, ={vl.,vl.}

Cada enlace se corresponde con una asociacion entre pares de vértices.

Es posible extender el concepto de enlace para conjunto s de mas de dos elementos?

/

e, ={vl.,vl.,...,vm



Hipergrafos

Descripcidon que involucre explicitar
relaciones entre mas de dos entidades
(hiperenlaces)
= Concepto de familias
= Reacciones bioquimicas que
involucren mas de dos especies
= Complejos proteicos

Matriz de incidencia

A B C D
1 11 0 0 Notar: a diferencia de una matriz de adyacencia la
2 0 1 1 0 matriz I involucra a dos tipos de entidades
I=3 0 1 1 1 . . . : :
2 1 1 0 1 1 si nodo j esta incluido en conjunto a
= 00 1 1 i@ 0sino

20



Hipergrafos <-> redes de filiacion

En gral la info contenida en hipergrafos puede representarse mediante redes de filiacion
compuesta por dos tipos de nodos: elementos e hiperenlaces que dan lugar a focos

A B C D
111 00
20 1 10
I=3 0 1 1 1
4 1 1 0 1

5 0 0 1 1 =



Red Bipartita

=

AN

I
OO @> UL, WN PR
OCOR R OO O OO
ORFRPR OODODOO O N
—_m_- o0 O 00 O W
—_OR RO O0OO0OO0 O &
—_m,O OO0 OO O U
OO0 OO R OO R >
O OO OO R R = @
OO ORORRO O
OO0 OR R RO U

Red bipartita: grafo G(V, A, E) constituido por tres conjuntos: V#0,A#0y E. Los
elementos de V:{VJ, v, ...,VAJ y A:{az, a, ...,aL} son distintos y se denominan
nodos tipo-V y tipo-A de la red respectivamente. Los elementos de E={e , e, ...e, }
, denominados enlaces, son pares diferentes de elementos no-ordenados, uno de

tipo-V otro de tipo-A.
22



Red Bipartita

1 2 3 4 5 A B C D
20 0 0 0 O
30 0 0 0 O I
40 0 0 0 O
A= 50 0 0 0 0
A 0O 0 0 O
B P 00 0 0
C 0O 0 0 O

Red bipartita: grafo G(V, A, E) constituido por tres conjuntos: V#0,A#0y E. Los
elementos de V:{VJ, v, ...,VAJ y A:{az, a, ...,aL} son distintos y se denominan
nodos tipo-V y tipo-A de la red respectivamente. Los elementos de E={e , e, ...e, }
, denominados enlaces, son pares diferentes de elementos no-ordenados, uno de
tipo-V otro de tipo-A.

23



Proyecciones de una Red Bipartita

a=1

L
©  =%VN 1 1 -YJN TN 7.
Pij = z Iialja =2ia=1lia (IT)aj P ap — Zl:l]lallﬁ L= )atllﬁ
P=1I

T P =1I".1

24
Cual es el significado de Pij?



BEINAS

The human disease network

Kwang-ll Goh***$, Michael E. Cusick'*7, David Vallel, Barton Childs!, Marc Vidal**7**, and Albert-Laszl6 Barabasi*t+**

*Center for Complex Network Research and Department of Physics, University of Notre Dame, Notre Dame, IN 46556; TCenter for Cancer Systems Biology
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McKusick-Nathans Institute of Genetic Medicine, Johns Hopkins University School of Medicine, Baltimore, MD 21205
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A network of disorders and disease genes linked by known disorder-  known genetic disorders, whereas the other set corresponds to all
gene associations offers a platform to explore in a single graph-  known disease genes in the human genome (Fig. 1). A disorder and
theoretic framework all known phenotype and disease gene associ-  a gene are then connected by a link if mutations in that gene are
ations. indicatina the common aenetic oriain of manv diseases. Genes imnlicatad in that dicarder The lict of dieardere diceace oenec and

DISEASOME

disease phenome disease genome
Human Disease Network sl Disease Gene Network
AR
(HDN) oot o (DGN)
T-cell lymph stic leukemia
Charcot-Ma.oth disease Pa pill);rypse“&tc arcinoma - HEXB

IS

Lipo‘)phy BRC.
Spastic atax'aplegia Pro: ncer

; : BSCL2
'r spastic paraplegia syndrome -
VAPB
) Ova.:cer GARS GARS
Amyotrophic lateral ‘sis Sa.)ﬂ disease
L HEXB
Spinal atrophy
| KRAS. Ah
Androgen insensitivity ;
LMNA
Prosta e Pperineal h di ita
ypospadias - BRIPT BRCA2
Pancr‘anoer
2 wio@ns L e B
wins e maosa
Ova.':cer Spinal n‘ atrophy -
Pancr.anoer _ -
Papillary sef@lis carcinoma Sand h.!lsease - - -
Fano‘emia . . Lipo‘)phy
"II lymphoblastic leukemia -
Charcot: Ma.oth disease VARH
Ataxia-telangiectasia - - -
Amyotroph 'n.ral sclerosis
Silver spastic p‘tegia syndrome Bte

Spastic at.araplegia
Fano. emia By



a Human Disease Netwgrk 00 ® 00g O
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The HDN and the DGN. (a) In the HDN, each node corresponds to a distinct disorder, colored based on the disorder class to which it
belongs, the name of the 22 disorder classes being shown on the right. A link between disorders in the same disorder class is
colored with the corresponding dimmer color and links connecting different disorder classes are gray. The size of each node is
proportional to the number of genes participating in the corresponding disorder (see key), and the link thickness is proportional to

the number of genes shared by the disorders it connects. We indicate the name of disorders with 10 associated genes,as well as
those mentioned in the text.
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In the DGN, each node is a gene, with two genes being connected if they are implicated in the same
disorder. The size of each node is proportional to the number of disorders in which the gene is implicated
(see key). Nodes are light gray if the corresponding genes are associated with more than one disorder
class. Genes associated with more than five disorders, and those mentioned in the text, are indicated with
the gene symbol. Only nodes with at least one link are shown

@ Bone

@ Cancer

@ cCardiovascular
@ Connective tissue
@ Dermatological
© Developmental
O Ear, Nose, Throat
O Endocrine

O Gastrointestinal
@ Hematological
© Immunological
@ Metabolic

@ Muscular

@ Neurological

@ Nutritional

@ Ophthamological
@ Psychiatric

@® Renal

© Respiratory

@ Skeletal

@ muttiple

O Unclassified
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Caracterizando redes complejas

Propiedades cuantitativas para analizar y entender como
estan organizadas este tipo de cosas

/ "-/ ‘ 3 ». .
o e ( b : ’S .
77 %W | W .‘?t ’f;.\.-’«\“‘.‘m \&5‘;% AR S
g y /;:1}7(\\_.{ o 1_“" f"' ‘\y \.
[ 4° \, 4

e
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Propiedades de redes complejas

Propiedades cuantitativas para analizar y entender como

estan organizadas este tipo de cosas

= Distribucion de grado

= Asortatividad/homofilia
= Clustering

= Motifs

= Modularidad

= Distancias

= Centralidad

= Eficiencia

= Robustez

ot p 2 :‘\‘,A. X
Ao ot e )
‘ ’ff;ﬁ‘\\ ’9" e ”"%ﬁs‘““'“‘\‘s\\“ =
by { o b4 ‘(/y?f; Jg‘-%“",‘ ,‘{:3_1)\‘ N J .
Vo 97, Sy 4 \ BoP ‘
4 5 \ ) i -
AR AN\ S
/ .//Ihk°'° Xﬁ\\'
w’ ’ { l’ ‘o \\ \ A
A7/ Sl
de ¥
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Grado

Grado de un nodo: numero de

. . nodos N=7
enlaces incidentes enlaces M=12 /
N
ki == ZAU
=1

4

=
J

k=2, k=4, k =4

Ademas, como cada enlace tiene dos extremos*:

— 'N — 1 o
2M = Yiz1k; porloque M = 2),;;A;; 2 * 12 = 2+4+4+4+5+3+2

Grado medio

N
2M
(k) = %Z k; ZW <k>=24/7=3.43
=1

*Esto hace sentido aun para grafos con loops (si asignamos adyacencia 2 a elementos diagonales con loops) 31



Densidad

Maximo numero de enlaces para un grafo de

N vértices:

Densidad del grafo
M

p:

Mmax

M 2xM <k>

(M N+(N-1) N-1

nodos N=7
enlaces M=12

k=2, k=4, k=4 ...
<k>=24/7=3.43
M__ =21

m

0=0.67

32



Redes densas o ralas

B 2 %M _<k>
N+x(N—-1) N-1

p

Supongamos gue analizamos una red que crece en el tiempo: N=N(t), M=M(t)

Una red es rala si p(t) =0 Internet, WWW, redes de amistad
N — oo
densasi p(t) — cte redes troficas

N — oo



Grado de redes dirigidas

in _
ki ‘Zj Aij nodos N=6

kﬁﬁnltzzaifqij

Cada enlace tiene un extremo-in y otro out

N N
i=1 i=1 i,j

Grado medio

N
(kin>:%zkim y
i=1 - 12 _
N =N /hj—-——
i,j N

(kout> — %Z kiout 7 )

i=1

km =




Distribucion de grado

La distribucion de grado, p,, de nodos de una red provee la probabilidad de que
un nodo elegido al azar tenga grado k.

N

ng
Pk =37 Zk:l?k=1

0.75

0.5

0.25

0.5

0.25 I 0

. AN X
0 1 2 K 3



= En redes reales el grado
puede variar muchisimo

éﬁ “‘ i;éﬁ"l‘“ ‘»'t;\‘
vt/ 14 i \x\‘%
4 &

’ , 0 ——r—r—rrrrr S ——
05 = 10 T
0.45 -
0.4 _ Mg °
: Pk = 101 o
0.35 | N ©
©
0.3+ '.
P, 025+ 1 Py 1072 s hubs
02 '® ~.
0.15 ! ®n o
' 102 ®
01 @ = @ some
°
0.05 |
o0 ! h.‘l.l o oo : . Py ® 10,4 " Addoaaaal " " ......7.
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 10°? 10! 10¢
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Coeficiente de clustering

En qué medida los vecinos de un nodo son vecinos entre si ?

Coeficiente de clustering local:

pares de vecinos
/" enlazados (tridngulos)

" L, e
" k(k —1)
l l
C=1
L; = Z ajj AigAjk = Z Aj
TR jken (i)
i%j#k £k

C=1/2

= probabilidad que pares de vecinos del nodo i estén conectados

= Medida de densidad local

37



Coeficiente de clustering

En qué medida los vecinos de un nodo son vecinos entre si ?

Coeficiente de clustering local:

pares de vecinos
/" enlazados (tridngulos)

2L, o
G = ; o
k.(k —1)

C=1 C=1/2

En qué medida pares de vecinos de un nodo tomado al azar en la red son vecinos
entre si ?

1
<C>:N C;

i

38



Coeficiente de clustering

gue tan probable es encontrar triangulos (a.k.a.

Coeficiente de clustering global e
clausura transitiva) en la red ?

_ 3X Number Of Triangles
* " Number Of Connected Triples

triplete conectado: conjunto de 3 nodos X, Y, Z donde X esta conectadoconYeY conZ

BAC BAC
ACB
CBA

39



Coeficiente de clustering

2T En qué medida los vecinos de un nodo i son
1

Ci = vecinos entre si ?
k. (k. —1)

N
1 En qué medida pares de vecinos de un nodo
(C) - — Ci tomado al azar en la red son vecinos entre si ?
N &
=1
3% Number Of Triangles Que tan probable es encontrar triangulos (a.k.a.

clausura transitiva) en la red ?

*" Number Of Connected Triples

1/6 . 0
- @—@

O‘ . 1 40



Ejemplo: Modelos de juguete

A Random network

Ab

Plk)

|||||||

Ac

Clk)

k

B Scale-free network

Bb

Bc

Cik)

k

Barabasi 2004 Nat Gen Network Biology

C Hierarchical network

Red aleatoria

—:)
d 0 A W N -
{ N I A TR I P |

108 T

10

log Cik)

1
100 1,000 10,000
k

log k

Nodos enlazados con proba p

P(k) Poisson (cola exponencial)

C(k) independiente de k
<I>~log(N)

Red libre-de-escala

Crecimiento de red: rich gets richer
P(k) ~ k°

Red no posee estructura modular
C(k) independiente de k
<I>~log(log(N))

Red jerarquica

Estructura jerarquica y modular
P(k) ~ k*

<C(k)>~0.6 (alto)

C(k) ~ k™

Estructuras densas comunicadas
por algunos hubs



Ejemplo: Modelos de juguete

A Random network

Ab

N\
/| decaimiento
fty 3
\ exponencial

Plk)

|||||||

Ac

Cik)

k

B Scale-free network

Bb

Red aleatoria

= Nodos enlazados con proba p
(M~p*N(N-1)/2)

= P(k) Poisson (cola exponencial)

= C(k) independiente de k

= <I>~log(N) (small-world)

Red libre-de-escala

= Crecimiento de red: rich gets richer
= P(k)~k*

= Red no posee estructura modular

= (C(k) independiente de k

= <I>~log(log(N))

Be

Clk)

T T T N
1 10 100 1,000

k

Barabasi 2004 Nat Gen Network Biology 42



Ejemplo: Modelos de juguete

A Randomn

Aa C Hierarchical network

Comienzo con 1 modulo
de 4 nodos.

A cada paso agrego 3
réplicas y conecto nodos
externos con el central
del modulo anterior

Cik)

Barabasi 2004 Nat Gen Network Biology 43



Ejemplo: Modelos de juguete

C Hierarchical network

B Scale-free network

A Random network

1
1,000

Ab Bb
N '3
J [\ decaimiento 0.13
< | exponencial O ]
= [ 1 & oot
1 A l 0.0013
] / \ 0.00014
lllllll T
T T T
k 1 10 100
k
Ac Bc
= =
e O
k k

Barabasi 2004 Nat Gen Network Biology

Pk)

Cc

-
[ Y RO TR T T |

log C(K)

10

100
k

T
1,000

1
10,000

log k

Red aleatoria

Nodos enlazados con proba p
(M~p*N(N-1)/2)

P(k) Poisson (cola exponencial)
C(k) independiente de k
<I>~log(N) (small-world)

Red libre-de-escala

Crecimiento de red: rich gets richer
P(k) ~ k°

Red no posee estructura modular
C(k) independiente de k
<I>~log(log(N))

Red jerarquica

Estructura jerarquica y modular
P(k) ~ k*

<C(k)>~0.6 (alto)

C(k) ~ k™

Estructuras densas comunicadas
por algunos hubs



Ejemplo RIPP

N=2018 nodos (proteinas)
M=2930 enlaces (interacciones)

del <k> pareceria que cada proteina interactua
con entre 2y 3, pero esa vision es misleading

Grado medio porque la distribucion tiene una cola pesada!!

N M 70% de nodos tienen k< <k>
_1 k=22 5y
r=np =y =2
=1
10015
PkLvI; .-; hubs

: ~
: :,.ik
103 r o

104 —




Ejemplo RIPP

Grado medio

N

. 2M

0 =3 k=T
i=1

10° —
4
[
: ®
1 °
o A
%
k=)
Px 102 F © hubs
3 b
L J
=l % e
103 F o
] = @ Bows
10.4 A Aededddal A
100 10! 10¢

Distribucion de distancias

distancia media = 5.61
didmetro de la red=14

. <Ci>=0.12
C(k) decrece con k.

Nodos de bajo grado en
entornos densos

hubs en entornos ralos
estructura jerarquica ...

0.25 h.
\
Py \
0.15 3
0.1 /

; @

v

0.05

Clustering local en funcién del

10° grado de un nodo
C(k
(k) —
4
L J
10" ® &
® e
®
=]
1072
10° 10' 10? 10°
K 46




Hablando del proyecto final...

Vayan pensando y sopesando ideas ... pero no se apresuren en definir su proyecto

La teoria de redes es una herramienta, no un fin en si mismo.. Entiendan lo mejor
posible el sistema que desean analizar e identifiquen dos o tres preguntas
concretas que deseen contestar.

Jueguen/masajeen/exploren/entiendan lo mejor que puedan los datos, para saber
que preguntarles.

No pregunten cosas al sistema solo por preguntar.

No subestimen el proceso de obtencion, preparacion y manejo de datos. Es lo
equivalente a preparar un experimento. Garbage-in -> garbage-out

Cosas que en general pueden funcionar:
Analisis de robustez
Comparar evolucion temporal
Correlacion estructura con campos definidos sobre nodos o enlaces
Combinar / comparar redes
Relacion entre propiedades topologicas (centralidad / puentes /... ) y propiedades externas
Aprendizaje semisupervisado
Priorizacion



