V2.

Redes Aleatorias



Teoria de redes aleatorias

Grafos aleatorios: grafos obtenidos muestreando, de acuerdo a una dada
distribucion de probabilidad, un conjunto dado (ensamble, familia) de grafos

Ejemplo: grafos de n=3 nodos /
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Teoria de redes aleatorias

Grafos aleatorios: grafos obtenidos muestreando, de acuerdo a una dada
distribucion de probabilidad, un conjunto dado (ensamble, familia) de grafos

Ejemplo: grafos de n=3 no/dx
O
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Dado un ensamble de grafos, vamos a querer calcular valores medios de propiedades de interés

(F) = P& F(6)
G



Teoria de redes aleatorias

Grafo aleatorio: es un grafo obtenido muestreando un ensamble de grafos

Oy = 2(2) = 23‘5: 23

I.  G(N=n) ensamble de grafos de n nodos /\
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en otro caso
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Cuantos hay en total? Cuanto vale Qn?

n(n-1)

= Si hay n nodos, hay (g) = posibles pares (enlaces)

= Cada uno puede estar o no-estar
n) In2_ -

= Entonces(}, = 2(2 ~e 2 "



Teoria de redes aleatorias

Grafo aleatorio: es un grafo obtenido muestreando un ensamble de grafos

Il. G(N=n,M=m) conjunto formado por grafos de n vérticesy m

enlaces
1 si G tiene n nodos y m vértices
P(G) = {Inm
0 sino

nro de maneras de elegir 2 elementos de n
(i.e. nro maximo de posibles enlaces)

—\ nro de maneras de elegir m enlaces

del nro maximo de posibles enlaces

()



Teoria de redes aleatorias

Grafo aleatorio: es un grafo obtenido muestreando un ensamble de grafos

Il. G(N=n,M=m) conjunto formado por grafos de n vérticesy m

enlaces
1 si G tiene N nodos y M vértices
P(G) = {Inm
0 sino

Dado un ensamble de grafos, es posible calcular valores medios de propiedades de interés

1
N=)POfO=5 ) f©
G

GeG(N,M)

m2m

(k)= > P(6) (g = ) P(6) == ===
G G

n



Teoria de redes aleatorias

Grafo aleatorio: es un grafo obtenido muestreando un ensamble de grafos

lll.  G(n,p) conjunto formado por grafos de n vértices tal que la
probabilidad de que exista un enlace entre cualquier par de
nodos resulta p

n=100, p=0.02
\ ,—\1_ g ‘\/ /I. \/’ y
AN o & e 0
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] = s 0 L -8\ of 4
Renyi desarrollaron ey \\T‘\\i\ Ne- \\;  nc b \,_/f< e
la teoria de grafos : _\‘<\ N L Al X, B N
o - \ X -
aleatorios e e /)&-\J - o9t

estudiando las

propiedades de este
tipo de ensambles m=108 m=90 m=96



Teoria de redes aleatorias

Grafo aleatorio: es un grafo obtenido muestreando un ensamble de grafos

Il. G(n,m) conjunto formado por grafos de n vértices y m enlaces

lll.  G(n,p) conjunto formado por grafos de n vértices tal que la
probabilidad de que exista un enlace entre cualquier par de
nodos resulta p

Prob de observar en este ensamble m (")_m
= —p)\2
un dado grafo G con n verticesy m P(G) p (1 p)

enlaces \

Prob de tener m enlaces

Prob de no tener los enlaces restantes



Teoria de redes aleatorias

Grafo aleatorio: es un grafo obtenido muestreando un ensamble de grafos

Il. G(n,m) conjunto formado por grafos de n vértices y m enlaces

lll.  G(n,p) conjunto formado por grafos de n vértices tal que la
probabilidad de que exista un enlace entre cualquier par de
nodos resulta p

Prob de observar en este ensamble m (n)_m
= —p)\2
un dado grafo G con n verticesy m P(G) p (1 p)

enlaces F- nro grafos con n vertices y m enlaces

Prob de observar en este ensamble n n
un grafo con n vertices y m enlaces P(M =m) = <(2)>pm(1 _ p)(z)—m
m

La probabilidad de ver un grafo con exactamente m vertices en este ensamble, sigue una distribucion
Binomial de probabilidades



Repaso matematico...

G(n,p) Supongamos que en una prueba exito/fracaso la
(n) . ()-m probabilidad de éxito es p.
P(M =m) = T%L p™(1—p)i2 La probabilidad de tener x exitos en N pruebas
independientes :
/’}’2 \10001000011011100. . 1}0
_ R-
P(x) = (x) p*(1-p)™™* R pruebasY(con x1's)
s 3 R=5 p=0.5
(x) = 2 xP(x) =Rp 0:25 R=20
2 02
()= ) P =p A —pR+P*R? § .
0.
o =/(x2)—(x)2=/p (1-p)R 1 | |
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Propiedades de G(N,p)
G(n,p) K \ > n=2 0=0.5

P(M =m) = <( )) p(1-p)e)™ ‘ I
e (my=32) pamym = (5)p |

m
(n—-1) P(x) =
— n nz p (

o =i —my = [p1-p)(})

aaaaaaaaaaaaaa

(x) =

(x*) =p (1 —p)R +p*R?

o 1 1
~ ~= g =(x?)—(x)2 =/p (1-p)R
E) nl

Aunque el ensamble admite grafos con cualquier nimero de
enlaces la mayor parte de los grafos poseen m~<m> si n=>1



Propiedades de G(N,p)

G(n p) 03 n=2 p=0.5
n n I
P(M =m) = <(z)>rﬂ"(1 ) _
ot g ‘ I ‘ n=10
0'0:- ”” | hll..ll]l “ .|||.. _
n ° v Randor Variable N *
. _ (2) _ n)
(m) = ZszP(m) m = (2 P« Razonable: nro total de
— n(n-1) pares posibles por la
2 p probabilidad p de que se
establezca un enlace
w (k) = Zm) =n—-—1p v/ Razonable: maximo nro de
n posibles enlaces de un
o, =J(n—1DA-p)p nodo por la probabilidad
p de que se establezca un
o, 1 enlace
(k) n

__ Ladistribucion de grado se angosta para redes gdes.
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Propiedades de G(N,p)

G(n,p)

P(M =m) = <(§)>pm(1 _py(z)m

m

= (m)=27  P(m)m
__n(n-1)
2

= () =2"=(n-1p

n

2

0.3 4 n=2 p=05

"

n=7

Probability
o
I

n

10
s

0.05 4

hh....]l “ ,|
p

0 t
0 10 0 30
Random Variable

)p v/ Razonable: nro total de

pares posibles por la
probabilidad p de que se
establezca un enlace

v/ Razonable: maximo nro de
posibles enlaces de un
nodo por la probabilidad
p de que se establezca un

enlace
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Propiedades de G(N,p)

G(n p) 034 || n=2 p=0.5
n -
P(M =m) = <(2))pm(1 - p)@_m
m | 01-‘ I
(721) n R T T
= (m)= Zm=0 P(m) m = (2) P = Coeficiente de Clustering:
__n(n-1) N
9 p oo #triangulos (3 ) p’ B
A= Thtripletes (N (3 -
P (3)(2)p2




Propiedades de G(N,p)

G(n,p) 0‘245: n=2 p=0.5
n n 2 021
P(M=m) = <(2))P’"(1 - P)(Z)_m
m | 01.‘ I
(121) n KRR T )
= (m) Zm=0 P(m) m = (2) P = Coeficiente de Clustering:
__n(n-1)
o 2 p Ch=p
Cr = #vec enlazados
. (k) = C ki(ki—1)/2
2 pki(ki —1) _

T k(g —1) 2




Propiedades de G(N,p)

G(n,p) 002: n=2 g p=0.5
n n Z 02
P(M =m) = <(2))pm(1 - p)(z)_m
m | 01-‘ l ‘
Al
] (m) ~ Z(‘g) P(m) . (n) 0 R ndom Var b| 40 50
T 4Am=0 —\2 p
__n(n-1)
2 CA =p
i =P
2(m)
= (k)=—"=Mm—-1)p
= Pararedes muy gdes, n = o, en las
= C=p que <k> se mantiene finito, p — 0

= (-0
= Redes presentan pocos loops
= Localmente se parecen a arboles




P(k)

G(N,p): Distribucion de grado

Quiero estimar P, probabilidad de que un nodo tomado al azar de
una red G(N,p) tenga k vecinos

;l K Py = (n ; 1) pr(1—p)ntk

<K> \. [
K Nro posible de maneras de elegir k
vecinos de los n-1 disponibles

= P, sigue una distribucion binomial

*= Sin — ooy<k>=(n-1)p se mantiene finito, entonces p — 0. Vamos
a analizar P, en éste limite
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P(k)

G(N,p): Distribucion de grado

Quiero estimar P, probabilidad de que un nodo tomado al azar de

una red G(N,p) tenga k vecinos

f. \

n—1
Py = ( " )p" (1-p)nF

...-' il &"-.- Analizo los diferentes factores cuando

K

1-p" "

n—->o,p-0y
c=<k>=(n-1)p se mantiene finito

log(1—p)" 7% =(m—-1-k)log(1—p)

~ — —_— —_— = —_— —_— —_— ¢ ~ —
log(l_p):_p n—1—-k)p n—1 k)n—l C

(1 _ p)n—l—k~e—c
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P(k)

G(N,p): Distribucion de grado

Quiero estimar P, probabilidad de que un nodo tomado al azar de
una red G(N,p) tenga k vecinos

[\\ Pk — (Tl - 1) pk(l _ p)n—l—k

IR k
.
ot ‘k: &"Q— Analizo los diferentes factores cuando
n— o,p - 0 y
c=<k>=(n-1)p se mantiene finito

(1 _ p)n—l—k~e—c

n-1\ (-1 m-1)n-2).(n—-1-k+1) (n— 1k
( k >_(n—1—k)!k!_ k! T k!

k o :
p (n—1) Kk —c ¢ ¢ Distribucion de Poisson
KT g pe = Fe 19



Repaso matematico

Pk =F8_C

(k) = kak . Zk

(Kk?) = Z k2 Py = (k)2 + (k)

g% = (k?)—
o 1
RN

(k)? = (k)

0.4F
c=1
c=4
c=10
0.2
0.1
0.0t .
0 5 10 15
ck—1 . c)
=ce — =C
— (k —1)! J!

La varianza es igual a la media (!)

20




G(N,p): Distribucion de grado

Resultado exacto Limite N>>1, <k> finito
I T I I 1 I I | ¢ ‘\{\ W5
0.14 F = 18 T
BINOMIAL POISSON e g S
L N —1 | = . i I _ '.\‘_'{_7_7 \.< : .
0.12 . ( - )1)1.(1 _ p)N-1-k iy = e~ 8 % /i\:",f

pk 01 r

Peak at ——d =, L—— Peak at

0,08 = '=(L‘>=[)(JV_‘1) k = (A) -
0.06 F ]
Width Width
004_ or =p(1—-p)(N -1) |

—

o

0.02 - / -
1 | 1

0 B 10 15 20 25 30 35 40




Pisson vs Binomial

La distribucién de Poisson es una aproximacion a la binomial.
Sin embargo hace mas tratables algunas cuentas....

0.1
POISSON

BINOMINAL ==

2
Il
o
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Conectividad de G(N,p)

<k>:0.1 - M:3 CG:2

p~0

Grafo disconexo
Tamafo componente gigante es
una cantidad intensiva: o(1)

<k>:98 - M:4898 CG:100

Como se produce
esta transicion?

(k) =p(N —1)

= Grafo completamente conexo
= Tamano componente gigante es una
cantidad extensiva: o(N)



<k>:0.4 - M:33 CG:6

<k>:1 - M:52 CG:27

La transicion

<k>:0.8 - M:43 CG:9 <k>:0.9 - M:45 CG:9 <k>:0.96 - M:51 CG:25
il
<k>:1.1 - M:58 CG:43 <k>:1.2 - M:74 CG:43 <k>:2 - M:127 CG:88
\.lr
1, A ~ ﬁ}\ | i
AN Xy 3
{ I\ ] , Q:(J{ {. —
N " ] y - Bt =
- A 2 2% Pl
\_, 1 \(_.//“ /.‘\ g
Ne-8¢ 3 N\ é \a e o\
= \ §< %\
1

= Como es el cambio de régimen |CG| intensivo/extensivo?
= Qué sucede con lo que no es componente gigante...?

<k>:0.98 - M:50 CG:16

<k>:4 - M:185 CG:100

24



Tamano de la Componente Gigante

Sea u la fraccion de la red que no pertenece a
la CG (u=1 si no hay componente gigante)

Un nodo-i no pertenece a la CG si no esta conectado
a ningun vértice que pertenezca.

= Es decir, para todo nodo-j:
a) ino esta conectado aj. Esto ocurre con L -

probabilidad : (1-p)

b) iestd conectado aj, peroj no pertenece a

la CG. Esto ocurre con probabilidad: p*u : c=(k)=pn—1)
Por (a) y (b), la probabilidad de que nodo-i no u=[1-p@1 _—u)]n—l
pertenezca al CG, via el nodo-j resulta : c n-1
(1-p) +p u =[1—n_1(1—u)]
Entonces, la probabilidad de que nodo-i no logu = (n— 1) log ll —‘(1- u)]
] -1
pertenezca al CG resulta : (1- p+p U)n ! ~—c(1- "

log(1—x)~—x



Tamano de la Componente Gigante

Sea u la fraccion de la red que no pertenece a
la CG (u=1 si no hay componente gigante)

Un nodo-i no pertenece a la CG si no esta conectado
a ningun vértice que pertenezca.

= Es decir, para todo nodo-j:
a) ino estaconectado aj. Esto ocurre con L 4 o
probabilidad : (1-p)

b) iestd conectado aj, peroj no pertenece a
la CG. Esto ocurre con probabilidad: p*u

Por (a) y (b), la probabilidad de que nodo-i no u=[1-p1-w*?!
pertenezca al CG, via el nodo-j resulta : c n-1
(1-p) +p u =[1—n_1(1—u)]

Entonces, la probabilidad de que nodo-i no U~ e-c-u

pertenezca al CG resulta: (1-p + p u)”'1



Tamano de la Componente Gigante

¢ =(k)=p(n—-1)

U~e€ (1—u)

S=1-u, fraccién de nodos en la CG

S=1—e7 ¢S (ER 1959)




Tamano de la Componente Gigante

S = 1fe—CS

y=1—¢7¢%

valor uno

dy
ds

S=0

= ce

—cS

S$=0

y(S) es monotona creciente y tiene curvatura negativa
Hay un cambio cualitativo en las soluciones S*=y(S*)
para los casos en que |la pendiente en el origen toma

¢ =(k)=p(n—-1)

(k)=p.(n—1)=1

l En redes gdes la CG
n  comiena a aparecer
para p chicas

Pc~

c<1l S*=0
c21 S*>0 ademas de la trivial



Tamano de la Componente Gigante

= 1—pC€S Es posible distinguir 4 regimenes
1 | | 1l | ] 1

—-CcS

0.8

0.6

0.4

0.2

= y(S) es monotona creciente y tiene curvatura negativa

= Hay un cambio cualitativo en las soluciones S*=y(5*)
para los casos en que |la pendiente en el origen toma
valor uno

c<1l S*=0 b
$=0 c21 S*>0 ademas de la trivial

dy
ds

=ce™ S =c

S=0




Conectividad G(N,p). Régimen sub-critico

<k>:0.8 - M:43 CG:9

* no hay componentegigante

(k) = componente mas gde de tamano ~/nn

) Inn
= Fraccion de nodos en GC ~ = -0

= componentesaislados con distribuciéon de
tamanos exponencial

régimen
subcritico p(size)~s~

3/28—(6—1)S+(S—1) Inc 0




Conectividad G(N,p). Régimen critico

<k>:1 - M:52 CG:27

= componente gigante n__~n%/3
G

= componente gigante incipiente SCG"‘n‘l/3

(k) igual...comparar con regimen subcritico:
n=1000: Inn~7 vsn%3~95
n=10° : In n~ 14 vs n?> ~ 10000
régimen = componentes no-gigantes sin loops
critico = distribucion de tamafo: ley de poterl%iazs
p(size)~s=3/2 31



Conectividad G(N,p). Régimen supercritico

régimen
supercritico

<k>:1.2 - M:74 CG:43

componente gigante unico nq;~(p — p.)n
componente gigante tiene loops

otros componentes aislados con distribucion
de tamaios exponencial

p(Size)~S_3/28_(C_l)s+(s_1) Inc -




Conectividad G(N,p).

(k)~Inn
|

<k>>Inn

p>In n/n

0.6

0.4

0.2

régimen

conectado

Régimen conectado

<k>:4 - M:185 CG:100

la probabilidad de que un nodo no
pertenezca a la CG se anula
exponencialmente

una Unica componente en el grafo

33



Las demas se quedan piolas

Veamos que cuando existe, sdlo existe una Unica componente gigante

Supongamos que existen 2 CG de tamanos: 5,.nyS,n
= Nro de posibles pares de vértices (i,j) conien CG, yjenCG,: S S, n’

= Cada uno se conecta con prob: p
no se conecta con prob: (1-p)

= Para que haya 2 CGs la probabilidad, g, de que algunos de esos pares

se conecte debe ser nula
$1S,n?

C
=(1— §1S;n? — — ~p—NcS1S;
a=(1-p) (1-——) e
: La probabilidad de que no
logg = $;S, lim n?log (1 —
&4 = 9102 L0 T g( n— 1) exista vinculo entre S1y S2
~—5,S, lim n? ~ — ¢S, S, decae exponencilmente

n—0o n —



Redes Aleatorias

Familias de redes: G(N,M), G(N,p)

grado medio (k)=p(n—1)

nn—1)
nro enlaces (m)y=p——=

distribucion _
de grado ck
Pk = F e ¢ 0 1 2 3
- ' (k)
, c
coef. clustering C =—
n Inn c<1
Inn neg=1{ n*?® 1<c<lnn
diametro (d) ~— (p—pon c>1Inn
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Redes Aleatorias

Familias de redes: G(N,M), G(N,p)

grado medio (k)=p(n—1)

nn—1)
nro enlaces (m)y=p——=

distribucion _
de grado ck
Pk = F e ¢ 0 1 2 3
- ' (k)
, c
coef. clustering C =—
n Inn c<1
Inn neg=1{ n*?® 1<c<lnn
diametro (d) ~— (p—pon c>1Inn

36
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