Propiedades de escala



Distribucion de grado
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Libre de escala
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fAx)~A%f (x)



JA.

5, 4 predom-
ons (see ar-
ation of the
rapid drop
1at has been
LO bamiers,
t 15 obtained
v by d-char-
igin of this
tively small
ned. This 1s
dependence
1z effects on
= calculation
1e Co-ALO
» also shown
rop can be
Waves.

and n sev-
ionstrate the
wture of the
ng the spmn
ns. The neg-
nterface has
cts between
15 similar to

Emergence of Scaling in
Random Networks

Albert-Laszld Barabasi* and Réeka Albert

Systems as diverse as genetic networks or the World Wide Web are best
described as networks with complex topology. A common property of many
large networks is that the vertex connectivities follow a scale-free power-law
distribution. This feature was found to be a consequence of two generic mech-
anisms: (i) networks expand continuously by the addition of new vertices, and
(i) new vertices attach preferentially to sites that are already well connected.
A model based on these two ingredients reproduces the observed stationary
scale-free distributions, which indicates that the development of large networks
is governed by robust self-organizing phenomena that go beyond the particulars
of the individual systems.

The inability of contemporary science to de-  actions currently limits advances in many
scribe systems composed of nonidentical el-  disciplines, ranging from molecular biology
ements that have diverse and nonlocal inter-  to computer science (/). The difficulty of

describing these systems lies partly mn their
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Fendmenos criticos: materiales magnéticos
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Fendmenos criticos: materiales magnéticos
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= Long de correlacion diverge: todo el sistema esta
correlacionado (!)

* Invariancia de escala: distribuciones power-law. No existe
una escala caracteristica para fluctuaciones

= Universalidad: exponentes que aparecen son
iIndependientes de los detalles de las interacciones




pk =C k‘V

Fraction p, of vertices with degree &

Ley de potencias

Emergence of Scaling in
Random Networks

Albert-Laszlo Barabasi* and Réka Albert

Systems as diverse as genetic networks or the World Wide Web are best
described as networks with complex topology. A common property of many
large networks is that the vertex connectivities follow a scale-free power-law
distribution. This feature was found to be a consequence of two generic mech-
anisms: (i) networks expand continuously by the addition of new vertices, and
(i) new vertices attach preferentially to sites that are already well connected.
A model based on these two ingredients reproduces the observed stationary
scale-free distributions, which indicates that the development of large networks
is governed by robust self-organizing phenomena that go beyond the particulars
of the individual systems.
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Formalismo

Discreto Continuo
Probabilidad de que un nodo tenga grado k Para avanzar analiticamente asumimos que el grado
de un nodo puede ser un numero real
pi=Ck™". pk)=Ck™",
Condicion de normalizacién: ©
(66}
Y pi=1. [p(k)dk=1
k=1 .
& | | C—;—( —l)kV_I
CZk_y=1 C = T © Y min

=1 Y ks ) J krdk
P Grado a partir del

/ koo cual se observa ley
k=7 de potencia

pk — Funcion zeta de

() e p) = (7= DIk

Adaptado de Barabasi & Sinatra www.barabasilab.com



Diferencias entre ley de potencias y Poisson

(a)
015 r T T T T m
pr = C k™1 .
erencias:

T | Exceso de nodos k
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Adaptado de Barabasi & Sinatra www.barabasilab.com



Diferencias entre ley de potencias y Poisson

(@) (b)

015 r I I I I A 10° g g g
pk~ k,z_w : pk - k-z.w :
107" = r

Diferencias:

0.1 T pW £ \ ; =  Fxceso de nodos k
Py POISSON 0o L j bajos y altos en LP
0.05 - \ IR = Exceso de nodos
\ [ POISSON k~<k> en Poisson
10° =
' I - v‘ 1076 -I- 1 1 IIIIIII 1 1 1 1 111 !}
0 10 20 k 30 40 50 10° 10° Kk 107 103
uke

Sea una red Poisson: Pk = Il

Si <k>=p=4.6y hay en total N=10? (WWW)
nodos la prob de encontrar un nodo con k>100

ke 4.6

= 4.6kt
Nys100 = 1012 z T
k=100 '

~ 10—82

Esperaria ver 0 hubs

Si fuera una red Ley de Potencia (y=2.1)

o k—2.1
Ns100 = 1012 Z ~10°
kZlOO((Z.l)

Adaptado de Barabasi & Sinatra www.barabasilab.com






Visualizando leyes de potencias
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Visualizando leyes de potencias

(kla k’?: AR k’N—l: kN)

LINEAR SCALE

I I I

1. Hacer un histograma de

N, 015 | 1
Pk = N |
0.1 - |
Sy
0.05 — ]
El rango de valores posibles de grado hace l_ i | | )

gue se pierda todo detalle
0 1000 2000 k 3000 4000

A.-L. Barabasi. (2014). Network Science, Chapter 4.



Visualizando leyes de potencias

(kla k’?: AR k’N—l: kN)

LINEAR BINNING  (Ak=1)

2. Hacer un histograma de |
100 [T TR TOTI

N
Pk = " 10"

utilizando escalas Log-Log fé i \’%" |
102 F -

[t oX SR
D am .

|

IIII| | |.r.|||||| 1 L L

Al usar un Ak fijo (y chico) tipicamente aparece
un Unico ejemplo de un dado grado en la 10° 10 102 K 10° 10
region de k-alto, dando lugar a la meseta de

eventos 1/N (tenemos 1 o O cluster de tamanio - _
k>>1) A.-L. Barabasi. (2014). Network Science, Chapter 4.



Visualizando leyes de potencia

3. Funcidn distribucion acumulada CUMULATIVE
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Visualizando leyes de potencia

3. Funcién distribucién acumulada
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Prob. de encontrar un nodo de grado k o mayor
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= P, es facil de calcular(no hay que binnear)

ranking r de un nodo: nro de nodos con grado
mayor o igual que el

P.=r/N: fraccién de nodos con grado mayor o
igual que el grado rankeado r,
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Visualizando leyes de potencia

3. Funcién distribucién acumulada CUMULATIVE

o0 100 f R AL,
q=k i

Prob. de encontrar un nodo de grado k o mayor
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= P, es facil de calcular(no hay que binnear) T s
= ranking r de un nodo: nro de nodos con grado X s s
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0 10 1.0
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P,. = — enfunciéndek
L N



Visualizando leyes de potencias

4. Bineo logaritmico

o) 00| © @0 ©
- ~ LOG-BINNING
0 1 3 7 15 31 L T
by =1 0 E e
bi=b_1+2" i>0 102
Ab; = 2 Celdas equiespaciadasen 107 - \-
A Al escala logaritmica f[']‘ . E ",
41— i logAb;41 = logAb; +log2 < © ",
Distribucion de grado dada por 10° F ‘
107 L
N; : . o
p((k;)) = — Bin crece con k: se 108 T il s e el

Abi ecualiza el nro de nodos 10° 10’ 102 k 10 1{'35-



Ajustando leyes de potencia

La manera incorrecta de hacerlo

LOG-BINNING CUMULATIVE
10[: [ T "-.'..IIH| [ LT I A R T |||||||_ ‘|OC| : .'.'. I RN RN (R
100 F e
L 101
102 = ) |
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= Ajuste por minimos cuadrados de la parte del
grafico que parece lineal en log-log

log pr = —vlog k + constant

log P, = (—v + 1) log k + constant



Ajustando leyes de potencia

La manera incorrecta de hacerlo

Por qué esta mal?

= Las probabilidades tienen que estar normalizadas.
Ajustar una linea en un grafico nunca puede dar una
distribucion valida.

= Muchas funciones parecen lineales en log-log

= Discrepancias en la cola son mas relevantes a la hora
del ajuste

* El “método de los 5 puntos basculantes” no es de lo
mas recomendable en ciencia



Ajustando leyes de potencia

La manera correcta de hacerlo L0G-BINNING

100 [ ° "‘.‘_-'"'I e e
101 T . )
1072 ¢

Estimacion de pardmetros del modelo estadistico de mis oo b

&,

datos via Maximume-likelihood estimation (MLE) A, ;_
105 - A
= Se comienza con la hipotesis N ¢
L min |
108 T il ol il
p (k) — ij_ﬁy ( = (,-}, — ]_) K;I;é 10° 10 10° k 10° 104

= Se eligen los parametros del modelo que maximicen una funcién de verosimilitud.
Prob de observar los datos, dados los parametros del modelo.

HN HN 1/ ki \" y
Yy — i Nota: aca es donde falla usar la

£(k|)/) = p(k) - K. . (K ] cumulative distribution function

=1 =1 min min

- -1
= ParaundadoK_. se estima el exponente N L
minimizando la funcion de verosimilitud y=1+N 2 In——*
(derivando respecto a y) -1 K _ l
i min 2 |




LOG-BINNING

Ajustando leyes de potencia -
La manera correcta de hacerlo T
el K
H 7 1 e 10? k 10°  10°
Como estimar K . N Data , /-
i o/~ Fit
= Se calcula la funcion de probabilidad acumulada % o0 f
= de los datos, P, § 04 i
= del ajuste, S, § 02 ’Jfrﬂ
o—‘irf;j
-4 -2 0 2 4
k
= Se estima la distancia maxima entre ambas distribuciones
D = maxg>K,,.,|Sk — Pkl
= Se elige el K., que minimiza dicha distancia .
= Esto es lo que hace fits_power_law {igraph} (!) R ' "'*-.‘
" T, e
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Ajustando leyes de potencia

Efectos de borde en redes reales
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Efectos de tamano finito: tamano de hubs

(b)
© \' k] Estimacién del grado maximo de la red
107 & ]
107 L i .
7 \ : Nro de nodos de grado mayor o igual que kmax
1073 7 = 0
(0.0]

10% = J— ~

L POISSON Niskmax = N z Pk N —[k p(k)dk
10° & k=kmax max
((ORIN TR IR, W

10° 00 100 108

Asumimos que tenemos una red cuya distribucidon de grado sigue una ley dada

Vamos a pedir que k.. cumpla

max

) kdk—1
fk p(k) - N

max

‘ probabilidad de encontrar un

nodo con grado mayor a k., .



Efectos de tamano finito: tamano de hubs

Aumimos que tenemos una red con una distribucién de grado p(k)

Vamos a pedir que k., cumpla

- kdk—1
Jk p(k) =N

max

Veamos un ejemplo:

Distribucidon exponencial o | : ,
=] —— ley de potencia —— ley de potencia
-- exponencial Py - exponencial
<+ _ o
(k) = Ce*k ° N
p o
Q@ ]
@ | [
(] —
ol
o @ |
c 7] 2
<
— < |
[ I Lib]
[T9]
(] L]
o o
| T T | | T - T T T | T 1
0 10 20 30 40 50 1 2 5 10 20 50



Efectos de tamano finito: tamano de hubs

Aumimos que tenemos una red con una distribucién de grado p(k)

Vamos a pedir que k., cumpla

- kdk—1
Jk p(k) =N

max

Veamos un ejemplo:

Distribucidon exponencial

p(k) = Aelkmin e_/lk

° 1
j AetFmin e~k df = —
k N

max

log N
kmin + T

kmax

El hecho de tener un numero finito de nodos, impone una escala para K.,



Efectos de tamano finito: tamano de hubs

Aumimos que tenemos una red con una distribucién de grado p(k)

Vamos a pedir que k., cumpla

- kdk—1
Jk p(k) =N

max

Veamos un ejemplo: Otro ejemplo:
Distribucidon exponencial Distribucidn ley de potencias
p(k) = Aetkmin g2k p(k) = (¥ = Dk k7Y
© 1 «© 1
f e dk = ———— f k~Vdk = v
kmax N Ae mn kmax N(y - 1)kmm
log N 1
kmax = kmin + T kmax = kmin NY-1

El hecho de tener un numero finito de nodos, impone una escala para K.,



Efectos de tamano finito: tamano de hubs

Distribucidn exponencial

log N
Kmax = kmin +
A
Kox Crece de manera logaritmica

con el tamano de la red:

kmax ~ kmin

—— l|ey de potencia
-- exponencial

1e-05 1e-04 1e-03 1e-02 1e-01

Distribucidon ley de potencias

1
kmax — kmin Nv-1

Kax Crece de manera polinémica con el tamafio de la

red: puede ser ordenes de magnitud mayor que kmin



Efectos de tamafo finito para leyes de potencia

Valor esperado para K.,
1

Kmax = Kmin Ny-1

Para una distribuciéon dada tipo ley de potencia, k.., aumenta

con el tamano del sistema

max

= Siy>2, k.., crece maslento que N
= Siy=2,k,.~N. El tamafio del mayor hub es o(N)
= Siy<2, k.., crece masrapido que N. El hub atrae para si

una fraccidn creciente de links (comportamiento andmalo,
no se observa si no se admiten multi-links)



Efectos de tamano finito: tamano de hubs

) kdk—1
jk p(k) =N

max

1 e

Kmax = Kmin NY~1 y =2

10" L
10° | SCAL E-FREE
10° £ 5
107 L[

Pt

max

max
10° L
104 L
10°
102
10" &
100 L I . | , | | | | | |

1o 107 0t N 107 100 107

RANDOM NETWORK
k ~InN



Que significa libre de escala?

fe)~x
f(Ax)~A%x“

fAx)~A%f (x)

Desde el punto de vista estadistico.....




Un momentito...

0.40
EL o A=1
0.30f | * A=4
'. o A=10
—0250 |
0 '.
x0.20f |sa
* 0.15} . °
otof /| &7 ) U.-O\O\J
oosf f & Fe o) ]
¢ 0¥ Meaii 2200,
0-00%5 10 15 20
k
(00
Pi >k, = ZP(/{)
k2
(00]
(fd= ) fer®)
k=kmin
(00]
()= ) kp®
k=kmin
(0]
(k™= ) k™ pk)

ko
Dk €[k k] =] p(k)dk

foo)

k1

P>k, =j p(k)dk
k

2

(k) = f £0k) p(k)dk

kmin
k) = kp(k)dk
w=| k()
(k™) = k™ p(k)dk
kmin

prob de encontrar
un nodo con k = k,

valor medio de una
funcion f(k)

grado medio

momento orden-m
de distr. de grado



Qué significa libre-de-escala?

(a)
015 r 1 1 1 1 n K
p,~ k! ZLoX kmax

(emy = kmpt = [k pGodk

0.1 = - Kmin Kmin

Pi POISSON

0.05 L \ | = Conocer todos los momentos de la distribucion
equivale a conocer la distribucion

K = Los primeros momentos tienen interpretaciones
5 0 2 g a0 & 50 conocidas

= m=1 corresponde al valor medio de la distribucion
= m=2 permite calcular la varianza y desviacion estandar o:  var = g% = (k%) — (k)*
m=3 permite calcular el skewness <(k - <k>)3>/53

Para una distribucion tipo ley de potencia:

Para redes grandes (kg = )
—y+1 —y+1
(k™) = C kmax' |~ Kmin' | " sim-y+1<0 <k™> resulta finito

m—y+1 = sim-y+1>0 <k™> diverge.

Los momentos de orden m> y-1 divergen



log p, =-ylogk+c
Distribuciones libre-de-escala

Para una distribucion tipo ley-de-potencia los
momentos de orden m> y-1 divergen

Merwaork R LR " You Tin u MUChaS redeS reales Y<3
WA F57H 4.51 Q) 245 2.1
ARSI E T e 10 238 2.1
WA AW 210 7.5 0D 272 2.1

WWW, site 260000 wa  w <k?> diverge en el limite

Intermet, dormain® HNS5-4380 342-3.76 30-40 21-22 X1-22

[aternel, router™ abehi £37 30 s B s B N%OO ”
[aternel, router™ LU (R 2 b izl 2.0 2.0
howie actors™ 212250 2878 L 2.3 2.3
Co-auvthors, SPIRES™ Sh G 173 111K} 1.2 1.2 m—)/+1 _ k . m—]/+1
Co-authors, aeuro.® 2009203 11.%54 A0 2.1 21 (k‘m) =C max min
Co-awihaors, matls.™ TS ER 124 2.5 2.5 m — y + 1
Sexval contacts™ 2810 S.4 S.4
kictabolic, & col ElFE ¥ 110} 2.2 2.2
Protein, 5. cere™ 180 239 2.4 2.4 33—y . 33—y
Yihan estuary™ 134 8.7 s 1.05 1.05 2 max min
Silwood Park® 154 e AF 1.13 1.13 <k ) = C 3 —
Catation TEE 3534 R8T 3
Phaomae call S5 107 i1k 2.1 2.1
Words, co-occurrence™ el SH2 JLL3S 2.7 2.7
Words, synonyvms™ 22311 13544 2.H 2.H

La variabilidad (fluctuacién cuadratica media) tambien diverge o = \/(kz) — (k)z



Distribuciones libre-de-escala

4 Rango donde encontrar valores tipicos

k=(k)to,

Random Network 0
Randomly chosen node: k = (k) £ (k)
Scale: (k)

Scale-Free Network
Randomly chosen node: k = <k> t oo

o > Scale: none

Un nodo tomado al azar de una red cuya distrib. de grado sigue una ley de potencia con
vy<3 puede tener valores muy alejados de <k>. No existe una escala caracteristica para la

conectividad.



Distribuciones libre-de-escala en redes finitas

Rango donde encontrar valores tipicos

k=(k)to,

— Random Network i
vom @ & MR Randomly chosen node: k = (k) £ (k)
Scale: (k)

omanon Scale-Free Network
e Randomly chosen node: k = (k)£ o0
@ | Scale: none

Un nodo tomado al azar de una red cuya distrib. de grado sigue una ley de potencia con
vy<3 puede tener valores muy alejados de <k>. No existe una escala caracteristica para la

conectividad.






Habiamos visto...

De acuerdo a la distribucion de grado las redes pueden clasificarse en

Redes acotadas exponencialmente:
= distribucion decae para altos valores de k exponencialmente o mas rapido
= Ausencia de grandes fluctuaciones en el grado [ <k?> < <k> ]

Redes de cola pesada:
= redes cuya distribucidon decae como ley de potencia para altos valores de k
= Pueden presentarse grandes fluctuaciones en el grado [ <k?> >> <k> ]
= Tipicamente presentan outliers (hubs)

Cual es el efecto de tener

2
<k> <k hubs en una red?

2<y<=3 finito infinito
y>3 finito finito



Efecto de hubs sobre distancias

La presencia de hubs
crea atajos



Distancias y mundo-pequeio en redes aleatorias (idea)

En redes aleatorias (distribucion Poisson) los nodos tienden a tener k~(k).

= Nro primeros vecinos ~(k)
= Nro segundos vecinos ~{k)?
= Nro de vecinos a distancia s ~(k)*®

El nro de nodos hasta una distancia s resulta

NG = 14 () + ()% 4 (s = S !
- (k) — 1
Como maximo N(Imax)=N
4 N ~(Je)tmaz
log N

Efecto mundo pequeio

lmax ~ log(k)

Chung 2001 PNAS Avg distance and expected degree



Topologia de mundos-pequenos
1d lattice ga 2d lattice
2BE

d) ~ N (@) ~ N/

Aty . AT1l/3
~ A ‘g (d) ~ N*
~ IR .
- I 3d lattice

Random Network (d) ~log N fﬁ

N

log {d)

log N



Distancias en redes libres de escala

{d)~

1
kmax — kmin Ny-1

Tamaio hub o(N). Estructura tipo spoke. Camino
’}/=2 medio independiente del tamafno del sistema

2 < ,}/ < 3 Longitud media aumenta mas lento que log (!)
Ultra-small-world debido a hubs.

’}/23 Valor critico de y para el cual <k?> deja de diverger.
3 <k?> es finito. No hay suficientes hubs, ni son tan
y > gdes. Se comporta como small-world random
network.

Cohen, Havlin Phys. Rev. Lett. 90, 58701(2003); Cohen, Havlin and ben-Avraham, in Handbook of Graphs and Networks, Eds. Bornholdt and
Shuster (Willy-VCH, NY, 2002) Chap. 4; Confirmed also by: Dorogovtsev et al (2002), Chung and Lu (2002); (Bollobas, Riordan, 2002; Bollobas,

1985; Newman,

2001



Distancias en redes libres de escala

HUMAN PRI INTERMET SOCIETY Wl

(a) (2011)
30

O rancom

2y=21 @y=30 ¥=50 @ BN

const. y=2,
InInN 1<y <3
(d)~ In(y —1)
InN
:3’
InInN /
InN Y>3,

Las diferencias entre diferentes
tipos de escaleo para las
distancias se ponen de
manifiesto en redes grandes.



Exponente critico
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Leyes de potencia en régimen logN

Es dificil encontrar redes reales con distribucidn de grado ley de potencia con y>3

= Se necesita observar nodos con grados que varien en al menos 2 (o mejor 3)
ordenes de magnitud: K., ~ 1, k..., ~ 10?

" Pero entonces

Para reconocer una red con distrib. de grado de exponente
y=5 necesitaria que la misma tuviera al menos N~108 nodos (!)



